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第 一 部 分 BS we wR 


第 一 章 ”复数 和 复 变 函数 


1.1 复数 及 其 运算 规则 
设 有 一 对 有 序 实数 (a,5b) ， 遵 从 下 列 基本 运算 规则 : 


加 法 (ai, b1) + (a2, b2) = (a1 + a2, bi + b2), (1.1) 
乘法 (a, b)(c, d) = (ac — bd, ad + bc), (1.2) 
则 称 这 一 对 有 序 实数 (a, b) 定义 了 一 个 复数 a ， 记 为 
a = (a, b) = a(1, 0) + (0, 1), (1.3) 
a 称 为 a 的 实 部 ，5b 称 为 a 的 虚 部 ， 
a= Rea, b = ima. 


根据 乘法 规则 ， 可 得 
(1, 0)(1, 0) = (1,0), (1, 0)(a, b) = (a, b), 
可 见 (1, 0) 具有 和 实数 1 同样 的 运算 效果 ， 因 此 ， 就 记 作 
(1, 0) =1. 
同样 ， 
(0, 1)(0, 1) = (—1, 0) = -1, 


这 样 就 定义 了 虚 单 位 i= (0, 1), 
i? =-1. (1.4) 
a=atib. (1.5) 
所 谓 两 个 复数 相等 ， 其 含意 是 这 两 个 复数 的 实 部 、 虚 部 分 别 
相等 . 
如 果 一 个 复数 a 的 实 部 和 虚 部 同时 等 于 零 ， 则 称 此 复数 a 为 
堆 ， 且 记 为 a=0. 
复数 不 能 比较 大 小 . 
复数 a*=a-ib 与 a=a+ib 互 为 共 锋 (oa*)” =a. HRA 
数 的 乘积 为 实数 . 
(a +ib)(a —ib) =a? +b. 
复数 的 减法 和 除法 分 别 是 加 法 和 乘法 的 道 运算 ， 
(a+ib)—(c+id) = (a-c)+i(b—d), (1.6) 


a+ib (a+ib)(c—id) _ ac+bd ;pc 一 ad 
ctid (c+id)\(c—id)  c? +d? c? +d? 


(1.7) 


练习 1.1 证 明 复 数 的 加 法 运算 服从 下 列 规律 : 
a+8ß=ß+a; (a+8)+y=a+(8+7). 
31.2 ”证 明 复 数 的 乘法 运算 服从 下 列 规律 : 
aß = Ba, (aB)y = a(b); a(b +7) =af + ay. 
练习 1.3 ERR RH HIS HRM FIRE : 
(a*) =a; (a+8)*=a"+8"; (aß) =a*p". 


1.2 ”复数 的 几何 表示 


一 个 复数 可 以 用 复 平面 上 的 一 个 点 表示 
在 复 平面 上 作 直 角 坐 标 系 Ozy ， 则 复数 a = a +ib 就 可 以 用 
REIRA a, 纵 坐 标 为 5 的 点 表示 . 复数 和 复 平面 上 的 点 有 一 一 对 
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应 的 关系 . 对 于 任意 一 个 复数 ,， 复 平面 上 都 有 唯一 的 一 个 点 与 之 对 
应 ; 反之 ， 对 于 复 平 面 上 的 任意 一 点 ， 也 都 有 唯一 的 一 个 复数 与 之 
对 应 ( 见 图 1.1) . 


图 1.1 复数 a 和 a* 图 1.2 矢量 OP 和 O'P' 代表 同一 个 复数 


复数 a = a+ib 还 可 以 表示 成 复 平面 上 的 一 个 矢量 . 这 个 矢量 
在 两 个 坐标 轴 上 的 投影 分 别 为 a。 和 46. 注意 这 里 的 矢量 是 B® 
量 : 将 一 个 矢量 平移 (例如 将 矢量 的 一 个 端点 移 到 原点 ) 仍 代 表 同 
一 个 复数 ( 见 图 1.2) . | 

根据 复数 的 加 法 规则 ， 可 以 看 出 复数 加 法 的 几何 意义 : 两 个 
复数 相 加 就 是 横 坐 标 、 纵 坐标 分 别 相 加 . 因此 ， 复 数 加 法 满足 平行 
四 边 形 法 则 (或 称 为 三 角形 法 则 ， 见 图 1.3) . 


图 1.3 复数 加 法 的 平行 四 边 形 法 则 和 三 角形 法 则 


同样 ， 平 行 四 边 形 法 则 (或 三 角形 法 则 ) 也 可 以 应 用 于 复数 相 
减 c-6=a+(-6) .作法 有 两 种 : 

1. 将 代表 8 的 矢量 反 向 ( 即 表 示 -6) ， 然 后 作 加 法 ; 

2. 由 4 的 终点 指向 a 的 终点 作 一 矢量 ， 即 代表 a-e. 
具体 作法 见 图 1.4. 


图 1.4 复数 减法 的 平行 四 边 形 法 则 和 三 角形 法 则 


除了 直角 坐标 之 外 ， 一 个 复数 a 还 可 以 用 极 坐 标 (r,9) 表示 
( 见 图 1.5) : 


a = r(cos@ + i sin @). (1.8) 
r, 0 称 为 复数 a 的 模 和 辐 角 ， 分 别 记 为 
r= jal, 6 = arga. (1.9) 
显然 ， 
a=rcos@, b=rsin@. 


图 1.5 SRRA Se YS HE 


相应 地 ， 复 数 a RH a 可 表示 为 


a” = r(cos9 — i sin ĝ). — 
由 于 三 角 函 数 的 周期 性 ， 所 以 一 个 复数 的 辐 角 不 是 唯一 的 ， 
它 还 可 以 加 上 27 的 任意 整数 倍 ， 这 个 现象 称 为 辐 角 的 多 值 性 . 
通常 把 (-7,7] 之 间 的 辐 角 值 称 为 辐 角 的 主 值 . 
在 极 坐 标 表 达 式 下 ， 复 数 的 乘法 和 除法 运算 就 很 简单 ， 设 
al 一 ri(cos0 + i sin 81), Q2 = T2 (cos 2 + i sin 82), 
于 是 
Qi . Q2 =rir2| (cos 01 cos 82 — sin 01 sin 82) 
+ i (sin 0; cos 02 + cos @, sin 02) | 
=1r1r2 [cos (01 + 02) + i sin (6; + 62)]. (1.10) 


因此 ， 两 个 复数 相 乘 ， 就 是 它们 的 模 相 乘 ， 辐 角 相 加 . 
同样 ， 可 以 得 到 


a1 a_n _ een a 
ae Gane: a [cos (6; — 62) + i sin (61 — 82)]. (1.11) 


两 个 复数 相 除 ， 就 是 它们 的 模 相 除 ， 辐 角 相 减 . 
练习 1.4 证 明 下 列 等 式 : 
lepf=lal:I8 tel=la — aa’ = fa? 
练习 1.5 ”证 明 下 列 关系 式 ， 并 说 明 其 几何 意义 : 
|lal — 181| < læ + Bl < lal + 18l; 


ja + Bl? + ja — Bl? = 2 [ia]? + 181°]. 


ERT AE — h E SS TL PBL 


0 


e° = cosb +i sind, (1.12) 
且 具 有 和 实 指数 函数 相同 的 性 质 : 
ee ve Oa — gi (F112) (1.13) 


则 复数 a 又 可 以 表示 成 


a= re’. (1.14) 
因而 复数 的 乘除 可 以 表示 得 更 简单 : 
al ag = 718! reh? = rirze 1482), (1.10’) 
Ai re 工 。-iga — Tle (81-82). (1.11') 
a2 T2 T2 


例 1.1 设 n 为 正 整 数 ， 则 


cosn@ +i sinnô 


es n - n! n—k e k 
= (cos + i sin ĝ)” = > a hss ð (i sin @) 
— k! (n —k)! 


[n/2] n! 
_yk n—2kn + 2k 
a ) (ak)! (n = 2k)! man A gsin 0 


[(n—1)/2] n! 
。 k . 
a 2 (~) (Qk+1)!(n—2k—1)- 


其 中 的 [n/2] 表示 不 超过 n/2 的 最 大 整数 ， 比 较 实 部 和 虚 部 ， 即 得 


n=2k=lg sin 关 十 10， 


[n/2] 
n? Ja , 
cos ng = 2 O n a 2k 9 sin?* 8, 
k=0 
[(n—1)/2] | 
n n-2k-1g9sin2*+10. 


sinn@ = 2. (-) Gey inc a 


l)e 其中。 为 实数 ,是 


例 1.2 aAA . 
aa +b? =1. 试 计算 hr ， 
解 ”根据 已 知 和 条件, 可 设 a = cosati sina cos £, b = sina sin ĝ, 
于 是 
A 


cosa +i sina cos f sina sin 3 
—sina sin f cosa — i.sina cos 


( J l ony sin 8 ) 
= cosa + sina 
0 1 —sinf -—icosZ 


A 


RAR 

于 是 ， 就 有 

A=cosa:FE+sina-I. 

是 恒 等 矩 阵 

EF =E EI=T1E =I. 

容易 证 明 
P =-E, 

ERE I RE 2 x 2 EREA AY”. L 


= (cosa: E +sina- I)” 


n 


| 
= 2 e .五 " «sink a. T* 


2k 


[3] 
os” ~ 2k ， 
i ate asina. E 


k n! eg 
+ 2 O BET Ri S A 


= cosna: E +sinna. I. 


最 后 一 步 用 到 了 例 1.1 中 的 结果 . 


13 复数 序列 
按照 一 定 顺序 排列 的 复数 


Zn = Zn + 1 Yn, n = 1,2,3... 


称 为 复数 序列 ， 记 为 {zn}. 
复数 序列 的 性 质 和 实数 序列 完全 相同 .实际 上 ， 一 个 复数 序 
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列 完全 等 价 于 两 个 实数 序列 . 因此 , 容易 将 实数 序列 的 有 关 概 念 和 
结论 ， 推 广 到 复数 序列 中 . 

聚 点 ”给 定 序列 {zn}, 春 存 在 复数 *, 对 于 任意 给 定 的 e > 0， 
恒 有 无 穷 多 个 z 满足 |zn -z| <£, MER z 为 {en} 的 一 个 聚 点 (或 
极限 点 ) . 


一 个 序列 可 以 有 不 止 一 个 聚 点 ， 例 如 序列 
1 23 45 6 


D 3 4 PE 7 

BLA PAT RR, +t. 

特别 是 ， 对 于 实数 序列 z， 的 聚 点 (也 必然 是 实数 ) ， 其 中 数值 
最 大 的 ， 称 为 (on) 的 上 极限 ， 记 为 ens 而 数值 最 小 的 ， 称 为 
{zn} 的 下 极限 ， 记 为 lm wa 上 面 的 序列 中 ， +1 就 分 别 是 它 的 
E, FRR. 

有 界 序列 和 无 界 序列 ”给 定 序列 {zn} ， 如 果 存 在 一 个 正 数 
M ， 使 对 于 所 有 的 n， 都 有 lanl < M ， 则 序列 称 为 有 界 的 ; 否 
则 就 是 无 界 的 - 

Bolzano-Weierstrass 定理 ”一 个 有 和 界 的 元 穷 序 列 至 少 有 一 
TRA. 

极限 ”给 定 序列 {zn}， 如 果 存 在 复数 2 ， 对 于 任意 的 > 0， 
总 能 找到 N(e) > 0， 使 当 n > N(e) 时 ， 有 |zn 一 z|<e， 则 称 {zn} 
收敛 于 z ， 记 为 


lim Zn = 2. 
Th OO 


显然 ， 一 个 序列 的 极限 必然 是 这 个 序列 的 聚 点 ， 而 且 是 唯一 
HY FR 

序列 极限 存在 (序列 收敛 ) 的 Cauchy KERHA ”任意 给 定 
z > 0， 存 在 正 整 数 N(e) > 0 ， 使 对 于 任意 正 整 数 p ， 有 


一 个 无 界 序列 不 可 能 是 收敛 的 . 
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在 这 一 节 里 ,不 准备 给 出 最 普 饥 的 复 变 函数 的 定义 ,而 只 介绍 
定义 在 复数 平面 上 的 一 定 区 域 的 复 变 函数 . 

为 了 建立 区 域 的 概念 ， 先 要 定义 点 集 的 内 点 ， 

如 果 以 某 一 点 为 圆心 作 一 个 圆 ， 只 要 半径 足够 小 ， 使 得 圆 内 
的 所 有 的 点 都 属于 该 点 集 ， 则 称 此 点 为 点 集 的 内 点- 

所 谓 区 域 ， 是 满足 下 列 两 个 条 件 的 点 集 : (1) 全 部 都 由 内 点 
组 成 ; (2) 具有 连通 性 ， 即 点 集中 任意 两 点 ， 都 可 以 用 一 条 折线 连 
接 起 来 ， 折 线 上 的 点 全 都 属于 此 点 集 . 

图 1.6(a) 和 (b) 中 的 图 形 都 是 区 域 ， 但 (c) 不 构成 区 域 . 


pp 


(a) (c) 
图 1.6 区域 (a) 和 (b) 与 非 区 域 (c) 


区 域 常 用 不 等 式 表 示 . 例如， |z| <r 表示 以 原点 为 圆心 、* 
为 半径 的 圆 内 区 域 ，0 < arg z < r/2 表示 第 一 象限 ，Imz < 0 表示 
下 半 平 面 ， 等 等 . 图 1.7 中 给 出 了 几 个 典型 的 区 域 . 

与 区 域 有 关 的 概念 还 有 边界 点 和 边界 . 所 谓 区 域 的 边界 点 ， 
并 不 属于 区 域 ,但 是 以 它 为 圆心 作 圆 ， 不 论 半 径 如 何 小 , 圆 内 总 含 
有 区 域 的 点 . 边界 点 的 全 体 就 构成 边界 . 

区 域 的 边界 还 具有 方向 . 如 果 沿 着 边界 走 , 区 域 保 持 在 左 方 ， 
则 走向 称 为 边界 的 正 向 . 例如 ， 对 于 环 域 a < |z| < 上 ， 边 界 是 圆周 
iz|=a 和 |z|=46. 对 于 内 图 |z| = a 来 说 , 边界 正 向 是 顺 时 针 方 向 ; 
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(b) |z| > > (c) Ri < |z] < Ra 


(d) 8i < argz < 62 (e) Imz >0 (f) |z| < R, Imz >0 


B17 几 个 典型 的 区 域 (阴影 在 边界 外 侧 ) 


对 于 外 圆 |z| = 来 说 ， 边 界 正 向 是 道 时 针 方 向 . 

Kit G 加 上 边界 C 就 构成 团 区 域 C，G=G+C. 

设 有 复数 平面 上 的 一 个 区 域 G, 如 果 对 于 G 内 的 每 一 个 z 值 ， 
都 有 一 个 或 多 个 复数 值 w SII, MPR w A z HRE 复 变 
函数 ， 记 为 


w = f(z), 
定义 域 为 G . 
因为 z=z+iy， 所 以 
w = f(z) = u(r,y) +iv(z,y), 
其 中 u(x, y) 和 wv(z,y) 都 是 z A y HSER. 
一 个 复 变 泪 数 只 不 过 是 两 个 二 元 实 变 酒 数 的 有 序 组 合 . 


15 ” 复 变 函数 的 极限 和 连续 
和 实 变 函数 一 样 , 复 变 函数 也 有 极限 和 连续 的 概念 . 这 里 简单 


10 


介绍 一 下 这 两 个 概念 和 有 关 结 论 . 

BRR f(z) 在 zo 点 的 邻 域内 有 定义 ， 如 果 存 在 复数 4 ， 对 于 
任意 的 <>0， 总 能 找到 一 个 6(e) > 0 ， 使 当 |z - zol < 6 时 ， 恒 有 
f(z) 一 4| <e, WIFE z zo 时 f(z) 的 极限 (= A) 存在 ， 且 表示 为 

lim f(z) =A. 


BBR f(z) TE zo 点 及 其 邻 域内 有 定义 , A lim f(2) = f(z), 
即 对 于 任意 的 。 > 0 ， 存 在 6(e) > 0, E4 |z - zol < 6 时 ， 恒 有 
|f(z) 一 f(zo)| <e> IUPK f(z) 在 zo 点 连续 . P 

可 以 看 出 ， 复 变 函 数 中 极限 和 连续 概念 的 表述 ， 在 形式 上 和 
实 变 函数 中 完全 相同 . 但 是 ， 由 于 所 涉及 的 数 的 变化 范围 不 同 (一 
个 是 在 复数 平面 上 变化 ， 一 个 只 限于 在 实 轴 上 变化 ) ， 因 此 ， 实 际 
含义 并 不 完全 相同 . 

函数 在 区 域 G 内 每 一 点 都 连续 ， 称 为 在 G 内 连续 . 

在 闭 区 域 G 中 连续 的 函数 具有 两 个 重要 性 质 : 

1. SO 在 G 中 有 界 ， 并 达到 它 的 上 下 界 ; 

2. f(z) AG 中 一 致 连续 ， 即 对 于 任意 的 se>0， 存 在 与 > 无 关 
的 6(e) >0, 使 G 中 的 任何 两 个 点 z 和 zo。, 只 要 满足 jzl 一 zz| <6, 
就 有 |f(z1) -f(z2)| <e. 

和 实 变 函数 的 情形 一 样 ， 连 续 函 数 的 和 、 差 、 积 、 商 (在 分 母 
不 为 零 的 点 ) ， 以 及 连续 函数 的 复合 函数 仍 是 连续 函数 ， 


16 无 穷 远 点 


在 1.3 节 中 介绍 过 有 界 序 列 和 无 界 序列 的 概念 ， 以 及 有 有 界 序列 
必 有 聚 点 的 结论 ， 对 于 无 界 序列 {za} ， 给 定 任意 正 数 M ， 不 存在 
PEER N, E n> N 时 ，|an| < M . 换 句 话说 ， 总 有 无 穷 
多 个 z 满足 |zn| > M. 这 时 可 以 仿照 序列 在 有 限 远 处 的 聚 点 的 概 
D RERA ( 记 为 oo 点 ) 为 无 界 序列 的 一 个 聚 点 . 当然 在 有 限 
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远 处 无 界 序列 也 可 能 有 聚 点 . 例如 xz =1 和 z = oo 就 是 序列 
Peon te oe ee On Te eee 
的 两 个 聚 点 . 

更 进一步 ， 如 果 一 个 无 界 序列 在 有 限 远 处 无 聚 点 ， 那 么 ， co 
点 就 是 它 的 唯一 的 一 个 聚 点 ， 或 称 无 界 序列 收敛 于 co 点 . 

这 样 ， 我 们 就 完成 了 对 于 数 的 概念 的 扩充 ， 即 把 无 穷 远 点 也 
定义 为 一 个 数 ， 其 模 大 于 任何 正 数 ， 辐 角 不 定 . 在 复数 平面 上 也 存 
在 相应 的 一 点 . 以 任意 方式 无 限 地 远离 原点 ， 即 可 到 达 无 穷 远 点 . 
包括 有 无 穷 远 点 的 复数 平面 称 为 扩充 了 的 复数 平面 . 

为 了 更 直观 地 表现 无 穷 远 点 ， 还 可 以 引进 复数 球面 . 过 复数 
平面 上 的 原点 (0, 0) 作 一 个 直径 为 1 的 球面 , 使 与 复数 平面 相 切 ， 
切 点 称 为 南极 . 过 南极 的 直径 
的 另 一 端点 称 为 北极 N . 适 
当 定 义 球面 坐标 (9,$) ， 例 如 
使 6 =0 和 7 的 两 个 半 平 面 与 
复数 平面 相交 于 正人 负 实 轴 , 而 
9 = 0 和 7 则 对 应 于 北极 和 南 
极 .这 样 定义 的 球面 就 称 为 复 
数 球面 ， 如 图 1.8 . 

对 于 复数 平面 上 一 点 > ， 将 它 和 复数 球面 的 北极 N 相连 ， 此 
连 线 和 球面 必 有 一 交点 ,这 就 是 说 ， 复 数 球面 上 的 点 和 复数 平面 上 
的 点 也 存在 一 一 对 应 的 关系 . 于 是 , 就 可 以 用 复数 球面 上 的 这 个 交 
点 来 表示 复数 z . 例如 南极 对 应 于 复数 0 ， 赤 道 对 应 于 复数 平面 上 
的 单位 圆 . 让 复数 平面 上 的 点 无 限 地 远离 原点 ， 就 得 到 无 穷 远 点 在 
复数 球面 上 的 对 应 点 一 一 北极 NN . 


练习 1.6 试 求 出 复 平面 上 的 点 (a, b) 和 复数 球面 上 的 点 (9, $) 之 间 的 
函数 关系 ， 


对 于 无 穷 远 点 ， 还 可 以 用 变换 (或 映射 ) 的 语言 定义 ， 例 如 变 


图 1.8 复数 球面 
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换 w = 1/z 就 建立 了 复数 > 和 复数 w 之 间 的 一 一 对 应 关系 . 复数 
z=0 XAF w=%, M z=% 对 应 于 w=0. 


1.7) 正 十 七 边 形 问题 


作为 本 章 的 结束 , 我 们 介绍 一 个 饶 有 兴趣 的 问题 , 即 正 十 七 边 
形 的 所 何 作 图 问题 . 为 了 确定 起 见 ， 假设 正 十 七 边 形 的 边 长 为 a， 
内 接 于 单位 圆 ， 显然 ， a = 2sin(r/17) .可 以 采用 复数 方法 求 出 a 
的 代数 表达 式 ， 因 而 也 就 解决 了 正 十 七 边 形 的 几何 作 图 问题 . 

i r= en, HPF a rtr? o,e’ 都 是 方程 zi7-~-1=0 的 
根 ， 因 此 有 

z? +r +r? + er =O, 

W r +r trto tr I. G 


9 9 


1 9 5 ° 9? 
s=r 二 ZI +e +r 十 … 十 7 
1 4 
= r +r? +r +r tr +r te +r’, 
315 


5 
”十 … 十 z 


$ =r? +r? +2 
= oz Hr tet rt +r ta? te’. 
在 得 到 这 两 式 时 用 到 了 7 =1 以 及 
9? = 4x17+13, 


93 = 42x 17+ 15, 


3° = 1x 17410, 
35 = 14x 17+4+5, 


显然 


s+s 二 一 1, 


将 s。 和 s' 直接 相 乘 ， 即 可 验证 

ss = 一 4， 
在 复 平面 上 标 出 r'o es 的 位 置 ., 可 以 看 出 ， 这些 点 均匀 地 分 . 
布 在 单位 圆 上 , MA, r! 5 rf, z? 5r, r° 与 于 以 及 zz 与 
a ha ASE, As EAE, HAM r, 2, z 2? 
各 点 的 具体 位 置 可 以 进一步 断定 * WIE. 因此 


s=5(vi7-1), s =-3 (VI +1). 


再 进一步 将 s 和 s 拆 成 两 组 数 之 和 : 


六 一 2 十 Z13 十 ZI6 十 了 4 parte’ +2542’, 


q=? +r +r itz, gq =r tr +r +z. 

容易 验证 

ptp =s, pp = -1, 

q+q =s, qq =~1. 
所 以 

1 1 
De ME) 
再 令 
gst 十 了 16， r = r! res 
BR, LA 
r+r =p, rr =q, 

所 以 


2 1 
7 一 2 +a = 2c0s = = 5 (p+ Vp? = 4q) 
最 后 ， 就 求 得 
Q V2—r. 


用 几何 作 图 法 可 以 作出 s, spa 和” ， 因 而 也 就 求 出 了 正 十 七 边 
形 的 边 长 a . 


第 一 章 解析 函数 


21 导 数 


if w= f(z) 是 区 域 ASA, WG 内 的 某 点 z ， 
im Au jm f+ 42) -FO 


4:70 Az = Az30 Az 

存在 ， 则 称 函 数 f(z) 在 z 点 可 导 ， 而 此 极限 值 ， 记 为 f(z) ， 即 称 
为 f(z) 在 z 点 的 导数 . 

需要 强调 ， 这 里 所 说 的 lim (Aw/Az) 存在 ， 就 意味 着 Az 以 
任意 方式 趋 于 0 时 ， Aw/Az 都 趋 于 同样 的 有 限 值 . 反 过 来 说 ， 
如 果 当 Az 以 不 同方 式 趋 于 0 ， Aw/Az 趋 于 不 同 的 值 的 话 ， 则 
Jim (Aw/Az) 是 不 存在 的 . 

特别 是 ， 考 虑 Az 一 0 的 两 种 特殊 方式 ， 就 可 以 得 到 函数 可 导 
的 必要 条 件 ， 


e Ar>0, Ay=0, 


(2.1) 


/ Aw _  AutidQv _ ôu dv. 
人 


e Ar=0, Ay 一 0， 


/ Aw 
f= A As Aya iAy = Oy "By 


Au +iAv — Ov Ou 


因此 
ðu Ov Ou Ov 
dr dy’ ðy ðr 
这 两 个 方程 称 为 Cauchy-Riemann 方程 . 
Cauchy-Riemann 方程 ， 是 函数 可 导 的 必要 条 件 ， 但 不 是 充分 条 
件 . 这 是 容易 理解 的 ， 因 为 它 只 是 保证 了 当 Az 以 平行 于 实 轴 和 点 


(2.2) 
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轴 这 两 种 特殊 方式 趋 于 0 时 Aw/Az 逼近 同一 个 值 ， 但 并 不 足以 保 
证 当 Az 以 任意 方式 趋 于 0 时 Aw/Az 逼近 同一 个 值 : 

但 是 ， 可 以 证 明 ， 如 果 f(z) = uly) + iole, y) 的 四 个 偏 导数 
Au/Ozr, Ou/Oy, Ov/Ox 和 Ov/Oy 连续 ， HW E Cauchy-Riemann 方程 ， 
则 函数 f(z) 可 导 . 


练习 2.1 WE: Cauchy-Riemann 方程 等 价 于 


练习 2.2 证 明 : 
中 
| 
和 实数 情形 一 样 ， 如 果 函 数 f(z) 在 z 点 可 导 ， 则 在 z 点 必 连 
续 ; 但 是 函数 在 某 点 连续 ， 并 不 能 推出 函数 在 该 点 可 导 . 甚至 有 这 
样 的 情况 : 函数 在 某 区 域内 处 处 连续 ， 却 处 处 不 可 导 ， 
由 于 导数 的 定义 在 形式 上 和 实数 中 一 样 ， 只 是 把 自 变量 sR 


成 了 z. 因此 , 在 高 等 数学 中 的 各 种 求 导数 的 公式 都 可 以 搬 用 到 复 
数 中 来 ， 例 如 


(2”) = nz", n = 0, 1, 2,- 
上 面 关 于 导数 的 定义 , 原则 上 只 适用 于 有 限 远 处 . 者 函数 在 co 
点 及 其 邻 域 内 有 定义 , 形式 上 也 可 以 套用 有 限 远 处 的 求 导 公式 . 这 
相当 于 把 有 限 远 处 的 导数 值 连续 地 延 拓 到 ce 点 . 
导数 的 几何 意义 ” 设 w= f(z) 在 z 点 可 导 ， 则 
= f'(z) BY dw = f (z) dz. (2.3) 
根据 复数 乘法 的 几何 意义 可 以 看 出 ( 见 图 2.1), f) 的 模 |f'(z)| ， 
表示 把 微 元 dz 映射 为 dw 的 伸缩 率 (放大 倍数 ) ， 而 f(z) 的 辐 角 
arg f(z) ， 则 给 出 映射 的 偏转 角 ， 即 dw 与 dz 的 辐 角 差 . 
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图 2.1 导数 的 几何 意义 
ldw| = me) -|dz|, argdw = arg f' (z) + arg dz 


2.2 fe tr we K 


EKR G AEAF RAC 内 的 解析 函数 ， 例 
W, z" 就 是 全 平面 上 的 解析 函数 . 

ER, KK u= f(z) 在 G 内 解析 的 必要 条 件 是 在 G 内 处 处 满 
足 Cauchy-Riemann 方程 。 Cauchy-Riemann 方程 反映 了 解析 函数 的 
实 部 与 虚 部 之 间 的 联系 . 

解析 泪 数 的 实 部 和 虚 部 不 是 独立 的 . 知道 了 其 中 之 一 ， 例 如 
实 部 ul(z,y) ， 根 据 Cauchy-Riemann 方程 ， 就 可 以 唯一 地 (可 差 一 
个 可 加 常数 ) MERER. 这 是 因为 

dv = ove + ons, = sou i + Phi 
Or Oy Oy Or 

是 全 微分 ， 因 此 ， 通 过 积分 


可 以 瞧 一 地 确定 v(z,y) - 
同样 ， 已 知 解析 函数 的 虚 部 v(z,y) ， 也 可 以 唯一 地 (也 是 可 差 
一 个 可 加 常数 ) 确定 其 实 部 wz,y) . 
例 2.1 CM u(z,y)=2?-y’, K f(z)- 
Ou 


解 du = -Sdr + ĈE dy = 2(ydz + zdy) , FELA v = 2ry +C, 


Jos (2° 一 y”) +i(2zy +C) = 27 + iC. 
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这 个 问题 ， 还 可 以 有 另 一 种 解法 ， 即 在 u(x,y) 中 直接 代入 
Zz z= 2" 

ag 

而 后 就 能 将 ulz, y) 化 成 [f(z) + f"(z))/2 的 形式 ， 


ia (等) (=£) — s[e? + (2?) J, 

同样 也 能 求 出 f(z) = 2? +iC . 
解析 函数 的 实 部 、 虚 部 之 间 的 这 种 互相 依赖 关系 ， 还 可 以 形 
象 化 表现 出 来 . 如 果 在 平面 上 作 一 族 曲 线 ，w(zx, y) = HM, AZ, 
这 一 族 曲 线 的 切线 的 方向 天 量 便 是 (Ou/dy, -8u/6z) ， 同样 ， 再 作 
一 族 曲 线 ， v(x, y) = 常数 ， 它们 的 切线 的 方向 矢量 当然 也 就 是 
(Ov/Oy, —Ov/Ozr) . 由 Cauchy-Riemann 方程 ， 可 以 求 得 这 两 族 方向 
矢 基 之 间 的 标 积 
Ou Ou Ov/0y Ou0v co 

(3 -下 (| T ydy Dedh ON 
这 表明 ， 这 两 族 曲 线 是 互相 正 交 的 . 图 2.2 中 给 出 了 两 个 这 样 的 例 
子 . 它们 分 别 是 函数 w= z? 和 w= 1/zx* . 图 中 的 粗 实 线 表示 实 部 
ulz, y) = 常数 ， 细 实 线 表 示 虚 部 v(z,y) = 常数 . 


T 


WRENS 
JAN 


(a) w = z? (b) w = 1/2? 


图 22 


进一步 的 问题 是 : 任意 一 个 二 元 函数 , 是 否 都 可 以 用 来 作 解 析 
函数 的 实 部 或 虚 部 呢 ”回答 是 否定 的 . 这 是 因为 3.2 市 中 将 证 明 ， 
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VE AF AT eR SLY SEERA EB, ulr, y) 和 v(xz,y) ， 它 们 的 二 阶 偏 导 
数 一 定 存在 并 且 连 续 ， 因 此 ， 根据 Cauchy-Riemann 方程 ， 有 
Ou _ Don _ 3v u ð dv\ 6 
Or? OrOy azrpy: dy? ay (- a) ~ ĝrðy’ 
Ov _ ð Ou 3u Av ð ðu u 
ðr? ðr\ Oy} Ardy’ dy? ðyðr OAxrdy 
这 说 明 ， ulz, y) 和 (x, y) 都 必须 满足 二 维 Laplace Fy 


(2.5) 


BN AEAT PR Br BY SE EB A Be BB AR oY So Vl A Bs R 

函数 的 解析 性 ， 是 一 个 很 高 的 要 求 ， 这 表现 为 解析 函数 具有 
一 系列 的 重要 性 质 . Od aa 就 是 复 变 函数 
论 的 中 心 课题 . 

函数 的 解析 性 ， 总 是 和 一 定 的 区 域 联系 在 一 起 的 . 有 时 我 们 
也 说 函数 在 某 点 解析 ， 这 应 该 理解 为 函数 在 该 点 及 其 邻 域 内 是 处 
处 可 导 的 . 

如 果 一 个 函数 在 某 点 20 TEX, 或 者 在 Zo 虽 有 定义 但 不 可 
F, 或 者 在 zo 虽 可 导 但 不 解析 , 则 zo 称 为 函数 的 奇 点 . 例如 ，z = 0 
就 是 函数 w = 1/z 的 奇 点 . 

如 果 要 讨论 函数 f(z) 在 z = oo 点 是 否 解 析 ， 则 需 作 变换 t = 
1/z ， 然 后 讨论 函数 f(1/t) 在 t=0 点 是 否 解析 即 可 . 

练习 2.3 WEB: 

[f+90)] = ZS + 2, 


dz dz ’ 
T rase) = Loz) + ey: 
d f(z) _ S(2)9(2)-f9'®) 0 ag, 
do) a) A 


=f (9(e)) = f (9(2))9'(2)- 
练习 2.4 举例 说 明 中 值 定理 不 适用 于 解析 函数 : 若 函数 /(z) 在 G 中 
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解析 ， 2 和 z2 以 及 连结 两 点 的 线段 均 在 G 中 ， 在 此 线段 上 不 一 定 存在 zo 


点 ， 使 得 
$21) = $22) _ pia 

Zi 一 22 

练习 2.5 ”假设 函数 f(z) EKR G 内 的 任何 一 点 都 满足 f'(z) =0, 证 
AR f(z) EG 内 为 常数 . 

练习 2.6 AAK f(z) ERR G 内 解析 , Aim f(z) =0, 证 明 f(z) 在 
G 内 为 常数 ， 

练习 2.7 APM f(z) = ulz,y)+iv(z, y) ERMC 内 解析 , A aule, y)+ 
bu(z;y) =c, ab 和 < 是 不 为 0 的 实 常数 ， 证 明 f(z) 必 为 常数 ， 

WMR a, b 和 c 是 不 为 0 的 复 常 数 ， 这 个 结论 还 成 立 吗 ? 


23 初等 函数 


本 节 介 绍 一 些 基 本 的 解析 函数 , GE PRB 2” , 指数 函数 ， 
= ÆA sinz, cosz,---, RUHR PGW sinh z, coshz,--, SS. 它们 都 
可 以 看 成 是 相应 实 变 函 数 在 复数 域 中 的 推广 . 这 里 将 着 重 讨论 这 
些 函 数 作为 复 变 函数 所 特有 的 那些 性 质 . 

We 2” 

当 n=0,1,2,… 时 ， 2 在 全 平面 解析 ， 且 当 n= 1,2,… 时， 
z= oo 是 奇 点 ， 

当 n = —-1,-2,-3,--- BY, 2" Bez =0 外 处 处 解析 ， TE z= oo 
也 解析 ， 

(2Y = nz! 
TARR e 


e? 一 er 4 = e? (cosy + isin y). 


由 实 指数 函数 及 纯 虚 数 指数 函数 的 性 质 ,容易 看 出 , “指数 函 
数 相 乘 等 于 指数 相 加 ”这 个 运算 法 则 ， 对 于 复 指 数 函 数 仍然 成 立 . 
a igre. 23 e71 tiy erative = e”! .ez2 . eiY1 . e”? 


€ 


一 ez1+z2 .eityl+y2) — o(ritze)+ilyitye) 一 ez1 十 ?2 
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e 在 全 平面 解析 ， 
(Fy =e. 
但 e 在 无 穷 远 点 无 定义 . 例如 ， 当 z 沿 正 实 轴 、 负 实 轴 或 虚 轴 趋 于 
Oo 时 ， e* 3 it ANTE] É. 所 以 ， z = CO 是 指数 函数 e* 的 奇 点 . 
复 指数 函数 特有 的 一 个 性 质 是 周期 性 ， 其 周期 为 2ri ， 


ez+27 一 etit?) 一 ez (cos(y 十 2r) + isin(y + 27)] 


r+ty __ e? 


= e” [cosy + isin y] =e 


练习 2.8 如果 z 沿 不 同 辐 角 方向 趋 于 无 穷 远 点 ， 试 讨论 项 数 e HE 
化 趋势 . 

又 设 常 数 a 关 0， 试 设计 一 个 无 穷 序列 {en}. Bz 依 此 序列 趋 于 无 穷 
远 点 时 ， 函数 e* 趋 于 Q. 

= Kğ sinz, cosz, 

复 三 角 函 数 sn z,cosz 可 以 用 复 指 数 函 数 定义 ， 


12 e7 + pa 


iz 一 e` 


sin z = z , Cs 二 | (2.6) 
由 于 er 与 e 在 全 平面 解析 ， 所 以 ，sin z, cosz 也 在 全 平面 解析 ， 
(sin 2) 一 cos 2， (cos z} = —sin z. 


z 二 oo 是 它们 的 唯一 奇 点 . 
MEZAK IE, sinz 和 cos z 都 是 周期 函数 , 周期 为 27 . 
MZA RAAE], sinz 和 cosz 的 模 可 以 大 于 1 . 例如 ， 


TON -i el! 
1sinli = 


= —1.1752012---, 
; e`! +e! 
cosi =e = 1.5430806---. 
其 他 三 角子 数 ， tanz cot z,secz,cscz 可 以 用 sinz 和 cosz Œ 


sin z COS z 1 
tanz = ， cotz=— ， secz=——, cscz = 一 一， 
COS Z Sin 之 COS z S 


根据 这 些 定义 ， 容 易 证 明 ， 实 三 角 函 数 的 各 种 恒等式 对 于 复 
三 角 函 数 仍 然 成 立 ， 这 里 就 不 一 一 列举 了 . 


练习 2.9 证 明 下 列 恒等式 : 
sin2z + cos*z = l; 
sin(z1 + z2) = sin zl cos z2 + cos z1 sin 22; 


cos( zı + z2) = cos z1 COS z2 F Sin 24 SİN z2. 


双 曲 函数 sinh z, cosh z, …. 
XX BH eR AY sinh z,cosh z 也 是 通过 复 指 数 函 数 定 义 的 . 


sinhz = ——~ i cosh z = £ ashi | (2.7a) 
2 2 
tanhz = ue cothz = pasa (2.7b) 
cosh z sinh z- 
sechz = a csch z = ane (2.7c) 
~~ cosh z’ ~ sinh z l 
由 定义 可 以 直接 证 明 ， 双 曲 函 数 和 三 角 函 数 是 可 以 互 化 的 ， 
sinh z = —1siniz, cosh z = cosiz, tanh z = —itaniz. 


因此 , 双 曲 函数 的 性 质 完全 可 以 由 三 角 函 数 推出 . 这 里 只 想 特别 指 
出 两 点 : 一 是 周期 性 ， 双 曲 函 数 sinh z, cosh z 的 周期 是 2xri ; 二 是 导 
数 公式 
(sinh z) = coshz, (cosh z) = sinhz， (tanh z) = sech?z. (2.8) 
练习 2.10 ”证 明 下 列 公式 : 

cosh?z 一 sinh2z = 1; 

1 — tanh?z = sech?z; 

| sinh y| < | sin(x + iy)| < cosh y; 

{sinh y| < jcos(z + iy)| < cosh y; 

sinh (z1 + z2) = sinh zl cosh z2 + cosh z; sinh 22; 


cosh (2 + z2) = cosh zl cosh z2 + sinh zl sinh 22. 
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24 3 É mw 


土 面 讲 的 都 是 单 值 函数 ， 即 给 定 一 个 自 变 量 值 ， 只 有 一 个 函 
数值 与 之 对 应 . EMR, RT RE, LEN 
数 ， 即 根 式 函 数 ， 对 数 函 数 ， 反 三 角 函 数 ， 等 等 ， 它 们 都 是 多 值 函 
数 . 多 值 沙 数 的 概念 及 其 应 用 ,在 复 变 函数 中 占有 重要 地 位 . 本 节 
只 介绍 根 式 函数 及 对 数 函 数 ， 并 通过 这 两 种 函数 阑 述 多 值 函 数 的 
一 些 基本 概念 ， 别 的 多 值 函数 都 可 以 用 这 两 种 多 值 函 数 表达 ， 


1. RAAK Vz 一 a 


首先 给 出 根 式 函 数 的 定义 , 或 者 说 给 出 开 方 运算 的 定义 . 给 定 
一 个 自 变 基 值 * ， 我 们 把 凡是 满足 等 式 vw = z 的 w 值 ， 就 定义 为 
根 式 函数 Vz 的 函数 值 ， 或 者 说 是 z 的 平方 根 . CR 2? =w 
即 w = zx? 的 反 晴 数 .下面 我 们 将 看 到 ， 对 应 于 一 个 自 变 量 值 > ， 
RARS Vz 可 取 两 个 值 . 

为 了 更 清楚 地 看 出 多 值 函 数 的 性 质 ， 现 在 仔细 分 析 一 下 函数 

w = Vz—a. (2.9) 
如 果 采 用 极 坐 标 表达 式 
w = pe®, z 一 a 一 re 


代入 则 有 p?ei?* = re? . 所 以 p? = ,29 = 0 ++2n7， 


p= Vr, | $= 5 + nn n = 0, +1, +2,.…. 
因此 ， 对 于 给 定 的 一 个 z E, AAT w 值 与 之 对 应 : 
wi(z) = vre”? (相当 于 上 面 的 n= 0, 士 2… 小， 
w2(z) 二 Vre("+6/2) = yr”? (相当 于 n= 土 1, 圭 3,……). 
这 里 ， 函 数 的 多 值 性 来 源 于 辐 角 的 多 值 性 ， 准 确 地 说 ,来 源 于 宗 量 
z 一 a( 而 不 是 自 变 量 z) 辐 角 的 多 值 性 . 多 值 性 的 表现 则 是 函数 w 的 
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辐 角 .为 了 确定 起 见 ， 我 们 以 后 就 把 函数 w = Vz 一 a 明确 表示 成 


lw| = yiz —al, arg w = > arg(2 — a). (2.10) 


为 了 更 进一步 揭示 多 值 函 数 w = Vz 一 a 的 性 质 ， 现 在 不 妨 规 
定好 z 平面 上 某 一 点 are(z— 0) 的 值 ， 而 后 研究 z 沿 一 定 曲 线 连 续 
变化 时 ， 相 应 的 w 值 的 连续 变化 ， 当 z 沿 一 定 简单 闭合 曲线 ( 即 自 
身 不 相交 的 闭合 曲线 ) 变化 一 周 回 到 原 处 时 ， 我 们 发 现 ， 可 能 出 现 
两 种 结果 . 一 种 结果 是 ， 闭 合 曲 线 内 不 包含 a 点 ,例如 图 2.3 中 的 
Ci, z% C 变化 一 周 回 到 原 处 时 ， arg(z - a) 也 还 原 ， 因 此 对 应 
的 函数 值 不 变 ， 另 一 种 结果 是 ， 闭 合 曲线 内 含有 o 点 ， 例 如 图 2.3 
中 的 Co, M 2 沿 Cs 变化 一 周 回 到 原 处 时 ， arg(z — a) 增加 2r ， 
arg w 随 之 增加 r， 因 而 值 并 不 还 原 . 


w 平面 


AL 二 
vw 平面 


图 23  z 沿 闭合 曲线 -一 周 回 到 原 处 时 ， 函 数值 w = Vz 一 a 的 不 同 变化 


从 上 面 的 分 析 中 可 以 看 出 ， a AESA w= Vz 一 a PR 
有 特殊 的 地 位 : 当 z 绕 a 点 转 一 轿 回 到 原 处 时 ， 对 应 的 函数 值 不 还 
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原 ; 而 当 >z 不 绕 。 点 转 一 图 回 到 原 处 时 ， 函 数值 还 原 .， a 点 称 为 
多 值 函数 w= Vz 一 a 的 校 点 . 

同样 可 以 看 出 ， z = co WESER% w = Vz 一 a 的 枝 点 . 这 
是 因为 ， 如 果 作 一 个 足够 大 的 闭合 曲线 ， 当 z 沿 这 个 闭合 曲线 变化 
一 周 回 到 原 处 时 ，w 值 一 定 不 还 原 (只 要 这 个 闭合 曲线 足够 大 ， 就 
一 定 会 把 a 点 包含 在 内 ) ， 而 这 样 的 闭合 曲线 ， 同 时 又 可 以 看 成 是 
绕 oo 点 一 圈 ， 这 样 也 就 是 说 ， 当 > 绕 co AISI AY, pa ey 
值 也 不 还 原 ， 因 此 ， oo 点 也 是 w= Vz 一 a KA. 

这 样 看 来 ， 为 了 完全 确定 多 值 函 数 vw= Vz 一 a 的 函数 值 与 自 
变量 2 值 之 间 的 对 应 关系 ， 我 们 可 以 采用 两 种 办 法 . 

比较 简单 的 办 法 是 规定 宗 量 z -a 的 辐 角 变化 范围 . 当 宗 基 
z 一 a 的 辐 角 限制 在 某 个 周期 内 时 ，w = Vz 一 a 的 辐 角 也 就 唯一 地 
WET., Am w 值 也 就 唯一 地 确定 . 例如 ， 规定 0 < arg(z -a) < Qn 
或 2n < arg(z 一 a) < 47 ， 等 等 . 

作为 一 个 例子 , 设 w= Vz 一 1 ， 规 定 0<arg(z 一 1) < 20, K 
w(2), w(i), w(0), w(—i) - 


解 argw = 3 arg(2 — 1) - 因为 0<arg(z 一 1) <2, PRL 


arg(z—1)|,_, = 0, w(2) = 1, 

arg(z 一 D = om, w(i) = V2e"™/s, 
arg(z 一 D|. =, w(0) = er /2 =i, 
arg(z—1)| _ ， = a, w(—i) = Več", 


显然 ， 在 辐 角 规 定 0< arg(z 一 a) <2r F, w 的 辐 角 一 定 限 
HEO < argu < r ， 即 被 限制 在 上 半 平 面 . 在 这 样 的 限制 下 ， 
w= Vz 一 a SARE: 值 之 间 存 在 一 一 对 应 的 关系 . 如 果 规 定 
2r < arg(z ~a) < 4r , Wa < argw <2x，w 将 限制 在 下 半 平 面 ， 
w 值 与 自 变 其 z 值 又 有 新 的 一 一 对 应 关系 . 在 47 < arg(z 一 a) < 6r, 


6r < arg(z —a) < 87,.… 或 -27 < arg(z — a) < 0, -hr < arg(z — a) < 
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-27,… 的 规定 之 下 ， 还 会 重复 出 现 这 些 结果 .由 于 它们 并 不 给 出 
新 结果 ， 所 以 也 就 不 必 讨 论 了 . 

这 样 看 来 ， 只 要 适当 规定 宗 基 的 辐 角 变化 范围 ， 就 可 以 将 多 
{BPR ALE. 辐 角 变化 的 各 个 周期 , 给 出 多 值 函 数 的 各 个 单 值 分 
枝 . 每 个 单 值 分 枝 都 是 单 值 函 数 , 整个 多 值 喇 数 就 是 它 的 各 个 单 值 
分 枝 的 总 和 .在 上 面 的 讨论 中 ， 多 值 函数 w= Vz 一 a 有 两 个 单 值 
分 枝 ， 分 别 是 w 的 上 半 平 面 和 下 半 平 面 : 

0 <arg(z—a) < 2x 给 出 单 值 分 枝 [ : 0 <argw < 
Qn < arg(z 一 a) < 4 给 出 单 值 分 校 全 : x <argw < 27. 

将 多 值 函 数 划分 为 若干 个 (甚至 无 穷 个 府 值 分 枝 ， 其 实质 就 是 
限制 z 的 变化 方式 , 例如 在 上 面 的 例子 中 ,就 是 限制 > ASE z = 0 
点 或 oo 点 转圈 . 这 种 规定 可 以 用 几何 方法 形象 化 地 表现 出 来 ( 见 
图 2.4) . 在 z 平面 上 平行 于 实 轴 从 > = a 点 向 右 作 一 割 线 ， 一 直 延 
续 到 oo 点 . 如 果 规 定 在 割 线 上 岸 arg(z -oa) = 0 ， 就 给 出 单 值 分 梳 
1 ; 如 果 规 定 在 割 线 上 岸 arg(z -a) = 2r ， 就 给 出 单 值 分 枝 贡 .这 
两 个 单 值 分 枝 合 起 来 ， 就 得 到 一 个 完整 的 vw 平面 ， 即 整个 多 值 函 
wu. 割 线 的 作用 ， 就 是 限制 z 的 变化 方式 ， 由 于 割 线 连结 了 多 


z 平面 w 平面 


argw=T 
arg(z — a) = 2x 
CZZZZZZZZ 


图 2.4 ZERK w= Vz 一 a 的 两 个 单 值 分 枝 
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值 函数 的 两 个 枝 点 ， z = ae 和 co ， 因 此 ， >z 不 再 能 够 绕 一 个 分 枝 
点 转 一 图 了 (这 时 ， 同 时 围绕 两 个 分 枝 点 转 一 圈 还 是 允许 的 ) . 
应 当 指 出 ， 单 值 分 枝 的 划分 , 或 者 说 , 宗 基 辐 角 变 化 范围 的 规 
定 不 是 唯一 的 . 例如 ， 也 可 以 规定 
—r <arg(z2—a)<7 和 ”< arg(z—a) < 3r, 
或 
—3r/2 < arg(z—-a)<n/2 和 1/2 < arg(z--a) < 57/2. 
割 线 的 作法 多 种 多 样 ， 甚 至 不 必 是 直线 . 只 要 割 线 连结 了 多 值 函 数 
的 分 枝 点 ， 同 时 适当 规定 割 线 一 侧 (例如 上 岸 或 下 岸 ) 的 宗 基 辐 角 
值 (或 者 等 价 地 ， 规 定 在 某 一 点 的 宗 量 辐 角 值 或 函数 值 ) 即 可 . 

将 多 值 函 数 划 分 为 单 值 分 枝 ， 其 优点 是 ， 每 个 单 值 分 校 都 是 
单 值 函数 ， 因 而 可 以 像 普 通 的 单 值 函数 那样 讨论 它们 的 解析 性 . 
单 值 范 数 的 分 枝 点 是 奇 点 ， 它 不 对 应 于 哪 一 个 单 值 分 枝 . 在 枝 点 附 
近 , 也 不 存在 一 个 只 对 应 于 一 个 单 值 分 枝 的 邻 域 . 这 种 划分 的 缺点 
是 有 一 定 的 局 限 性 . 因为 它 限 制 了 宗 基 的 辐 角 变化 范围 ， 就 不 能 用 
来 讨论 一 些 比较 复杂 的 问题 . 

为 了 克服 这 个 缺点 ， 另 一 种 完全 确定 函数 值 与 目 变 量 值 对 应 
关系 的 办 法 是 :规定 函数 在 某 一 点 zo 的 值 , 并 明确 说 明 z 的 连续 
变化 路 线 . 24 z HARE EY, PR w 也 随 之 连续 变化 . 

仍 以 函数 w= Vz 一 I 为 例 . 规定 w(2) =1, Wie zo RO 
连续 变化 到 原点 时 ， 函 数 vw 之 值 . Ci 和 C2 是 以 z=1 ABD, 1 
为 半径 的 上 半圆 周 和 下 半圆 周 . 

显然 ， 当 z 沿 C1 移动 到 z = 0 时 ，Aarg(z-1)= 关 ， 所 以 


1 T 
Aargw = 5 Aarg(z — 1) = 


w(0) =e"? =i. 
4 z Ht Co 移动 到 z=0 时 ，Aarg(z 一 1)= 一 r+， 所 以 


1 
A arg w = 7 Aarge(z— 1) sear 


w(0) =e i"? = —i. 
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采用 这 种 办 法 ， z 的 变化 路 线 不 受 限 制 ， 因 而 就 可 以 从 一 个 
单 值 分 枝 运动 到 另 一 个 单 值 分 枝 . 在 几何 图 形 上 , 这 相当 于 将 两 个 
割 开 的 z 平面 粘 接 起 来 ， 第 一 个 面 的 割 线 下 岸 (arg(z 1) = 2r) 和 
第 二 个 面 的 割 线 上 岸 (arg(z - 1) = 2r) 相连 ， 第 一 个 面 的 割 线 上 岸 
(arg(z 一 1) = 0) 和 第 二 个 面 的 割 线 下 岸 (arg(z -1) = 4r) 相连 . 这 就 
构成 了 二 叶 Riemann W ( 见 图 2.5) ， 对 于 函数 w= Vz 一 1 或 vz 一 0 
来 说 ， 二 叶 Riemann 面 上 的 z 点 和 w 平 面 上 的 点 是 一 一 对 应 的 . 


图 2.5 BGM w= Vz 一 a 的 Riemann 面 


上 面 讨论 了 多 值 函 数 w = Via, WE ERROR 
数 ， 例 如 w = ya R Vz 一 aj(z 一 本 ， 等 等 ， 也 可 以 类 似 地 讨 
论 . 只 是 需要 注意 找 出 多 值 函 数 的 全 部 村 点， 并 县 正确 地 确定 制 线 
的 作法 . 在 一 般 情况 下 , 割 线 可 能 不 止 一 条 ， 也 不 一 定 需要 用 一 条 
市 线 把 全 部 梳 点 都 连接 起 来 


2. Sto Inz 


WARM w = ine 的 定义 是 e" =* ， 也 就 是 说 ， 给 定 目 变 基 - 
的 一 个 数值 ， 凡 是 满足 es = 2 的 所 有 v 值 均 称 为 对 数 函 数 w = jnz 
的 函数 值 . 它 是 指数 函数 ww = e HRA. O w= wtiv，z = re ， 
就 得 到 e* .ei = re? .所 以 

u=lnr=inlzl v=ð+2nr (n=0,+t1,+2,..…). 


以 后 我 们 就 把 对 数落 数 w = In z 明确 表示 为 


28 


w = ln z = lnlz|+i(0 + 2n7x) = lIn |z| + i arg z. (2.11) 

因此 ， 对 数 函 数 w=lnz 也 是 多 值 的 ,其 多 值 性 的 来 源 是 宁 基 

z 辐 角 的 多 值 性 ， 多 值 性 的 表现 则 是 函数 值 w 的 虚 部 ， 对 应 每 一 

个 z 值 ， 有 无 穷 多 个 w 值 ， 它 们 的 实 部 相同 ， 虚 部 相差 2r 的 整数 
倍 ， 图 2.6 给 出 了 对 数 函 数 w= Inz 的 示意 图 . 


w 平面 


图 2.6 ZKH w = Inz 

w = lnz 的 枝 点 是 2=0 

和 œ. 作 割 线 连接 0 Aj œ, FF 

规定 割 线 一 侧 的 arg z 值 , 即 可 
得 到 w = in z 的 单 值 分 枝 . 

也 = lnz 有 无 穷 多 个 单 值 

分 校 ， 每 个 单 值 分 校内 ， 都 有 


(in z) = =. (2.12) 
相应 地 ， w= jnz & Riemann 
面 是 无 穷 多 叶 的 ， 见 图 2.7 . 


练习 2.11 证 明 : 如 果 f(z) 
是 G 内 的 解析 函数 ， 且 f(z) HR 
或 辐 角 为 常数 ， 则 f(z) 必 为 常数 . 图 2.7 w = In z 的 Riemann Mi 
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3. 其 他 多 值 函 数 
初等 范 数 中 还 有 反 三 角 函 数 和 一 般 的 笑 函 数 


. ae & 
arcsin z = = In (iz+ y 1-23) : (2.13) 
arccos z = = In (z+ y 2—1) l (2.14) 


arctan z = : Rana 
ie a 


2 二 e* "* (a 为 任意 复数 )， (2.16) 
它们 也 都 是 多 值 酒 数 . 而 且 , 不 过 是 对 数 函 数 或 对 数 函 数 与 根 式 函 
数 的 组 合 ， 因 此 它们 的 多 值 性 可 以 根据 这 两 种 基本 的 多 值 函 数 来 
Wie. 对 于 arctanz 和 2° 来 说 ， 只 涉及 到 对 数 函 数 ， 因 而 它们 的 多 
值 性 就 只 需 重复 上 面 的 讨论 . 对 于 arcsinz 和 arccosz 来 说 ， 由 于 同 
时 涉及 到 两 种 多 值 函 数 ， 因 而 比较 麻烦 .这 里 就 不 一 一 讨论 了 . 


(2.15) 


"2.5 SAT EBA HSER TE 


容易 理解 ， 函 数 的 解析 性 是 讨论 复 变 函 数 的 微 积分 的 最 基本 
要 求 . 但 也 容易 以 为 , 函数 的 解析 性 似乎 只 是 对 复 变 函数 的 非常 简 
单 的 限制 . 事实 上 并 非 如 此 . 解析 性 对 于 函数 施加 了 很 强 的 限制 . 
这 从 Cauchy-Riemann 方程 已 经 可 以 看 出 一 些 端倪 ， 从 函数 的 解析 
性 出 发 , 可 以 导出 函数 的 许多 重要 特性 . 复 变 函数 理论 的 主要 研究 
对 象 ， 就 是 解析 函数 . 我 们 将 在 以 后 的 各 章 中 ， 逐步 介绍 解析 函数 
的 方方面面 . 这 一 节 , 就 侧重 于 从 几何 的 角度 来 讨论 解析 函数 的 应 
用 . 这 本 来 是 解析 函数 理论 的 很 重要 的 一 个 方面 , 但 由 于 篇 幅 的 限 
制 ， 本 书 只 能 作 一 个 初步 的 介绍 ， 

复 变 函数 代表 了 一 个 变换 , 或 称 映 射 . 在 变换 5 = f(z) ZF, 
: 平面 上 的 一 点 就 变换 为 5 平面 上 的 相应 一 点 .如果 函数 5 = f(2) 
是 连续 的 ， * 点 邻 域内 的 一 点 当然 也 应 该 变 为 相应 的 《 点 的 邻 域 
内 的 一 点 ， 但 是 ， = 平面 上 的 一 个 区 域 ， 是 否 也 变换 为 〈 平面 上 
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的 一 个 区 域 ， 区 域 的 边界 是 否 还 变换 为 区 域 的 边界 ， 并 不 是 任何 
复 变 函数 都 能 够 保证 做 到 的 . 我 们 可 以 举 出 许多 反例 . 例如 ， 函数 
C= Rez 就 把 整个 z 平面 变换 为 5 平面 上 的 实 轴 ， 后 者 根本 就 不 构 
成 一 个 区 域 . 这里， 我 们 不 加 证 明 地 介绍 一 个 结论 : 解析 函数 可 
以 保证 z 平面 上 的 一 个 区 域 还 变换 为 6 平面 上 的 一 个 区 域 ， 区 域 
的 边界 还 变换 为 区 域 的 边界 ， 甚 至 边界 的 方向 也 保持 不 变 ， Re 
话说 ， 边界 的 内 部 区 域 仍 然 变换 为 相应 的 边界 的 内 部 区 域 . 

it ¢ = f(z) 在 区 域 G 内 解析 ， zo 为 G 内 一 点 .4 = f(z) 代 
表 了 一 个 变换 (映射 ) ， 它 把 2 平面 上 的 区 域 C 喘 射 为 《平面 上 的 
区 域 G* ， 把 zo 点 映射 为 相应 的 Ge = f(zo) 点 .在 2.1 节 中 曾经 提 
到 ， 当 f(zo) 关 0 时 ，|f'(zo)| 是 把 zo 处 的 微 元 dz 映射 为 bo 处 的 微 
元 d 的 伸缩 率 (放大 倍数 ) ， 而 arg f'(zo)( 这 里 不 妨 限 制 在 主 值 范 
图 内 ) ， 则 给 出 映射 的 偏转 角 ， 即 dc 与 dz AH. 可 以 设想 ， 
如 果 在 > 平面 上 有 两 条 曲线 ， All, MABE z2, BA, ECF 
面 上 ， 必 然 也 有 相应 的 两 条 曲线 ， 1 和 ts ， 相 交 于 Go 点 . 由 于 
f(z) — (zo) 
的 数值 ， 包 括 |f (z0) 和 arg f(z), Mz BF zo 的 方式 无 关 ， 因 
X, MG 5h 相 比 ，4 与 应 该 偏转 了 同样 大 小 的 角度 ， 这 就 是 
Ui, 在 解析 函数 所 代表 的 变换 之 下 ， 两 条 曲线 之 间 的 夹 角 保 持 不 变 
( 见 图 2.8). 正 是 因为 这 个 原因 ， 解 析 函 数 所 代表 的 变换 (映射 ) 就 
称 为 保 角 变换 ( 保 角 映射 ) . 当然 ， 在 不 同 点 处 ， 即 使 f(z) 均 不 为 
0 ， 变 换 都 具有 保 角 性 ， 但 由 于 它 的 数值 不 同 ， 因 而 各 处 的 伸缩 率 
和 偏转 角 均 不 同 ， 所 以 ,区域 的 几何 形状 就 会 发 生变 化 . 我 们 正 是 


f (zo) = lim 
2 +20 


z 平面 f(z) 平面 


Zo 3 h 4 bs 


图 2.8 解析 因数 所 代表 的 变换 的 保 角 性 
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要 选择 合适 的 保 角 变换 ， 把 z 平面 上 的 形状 比较 复杂 的 区 域 变换 
为 《平面 上 的 形状 比较 简单 的 区 域 . 例如 ， 把 z 平面 上 的 两 个 不 
相交 的 圆 所 围 成 的 区 域 变换 为 5 平面 上 的 同心 圆 所 围 成 的 区 域 . 

解析 喇 数 所 代表 的 变换 的 保 角 性 ， 是 有 条 件 的 ， 这 就 是 只 在 
f(z) #0 处 才 一 定 有 保 角 性 . 在 f(z) = 0 的 点 ， 由 于 arg f(z) 没有 
确定 值 ， 因 而 变换 可 能 是 保 角 的 ， 也 可 能 是 不 保 角 的 . 巧妙 地 利用 
变换 在 f(z) = 0 处 的 不 保 角 性 ， 更 可 以 把 (z 平面 上 的 ) 复杂 图 形 
变换 为 (平面 上 的 ) 简单 图 形 ， 例 如， 可 以 把 把 多 边 形 变 为 圆 . 

下 面 介绍 几 个 初等 函数 代表 的 保 角 变 换 . 

例 2.2 函数 C= az( 常 数 a 40) 在 全 平面 解析 ， 因 此 代表 了 
一 个 在 全 平面 都 保 角 的 变换 . 它 是 把 zs 平面 变 为 (平面 的 放大 ( 准 
确 说 ， 是 放大 加 旋转 的 ) 变换 ， 放 大 倍数 为 al ， 同 时 旋转 arga . 
由 于 dc/dz = 常数 a ， 所 以 任何 几何 图 形 在 这 个 变换 下 的 形状 都 保 
持 不 变 ， 只 是 大 小 和 方位 发 生变 化 . 

例 2.3 函数 C=z+6b(b= 常数 ) 也 在 全 平面 解析 ， 因 此 也 代 
表 了 一 个 全 平面 上 的 保 角 变换 . 它 是 一 个 平移 变换 . 将 5 平面 和 : 
平面 上 的 对 应 点 或 图 形 相 比较 ， 只 是 简单 地 整体 平移 . 

例 2.4 函数 5= 1/z 在 扩充 了 的 z FEER z =0 点 外 处 处 
解析 ， 因 此 它 代表 了 一 个 z=0 点 可 能 除外 的 保 角 变换 . CUE: F 
面 上 的 单位 圆 内 变换 为 〈 平面 上 的 单位 圆 外 ， 相 应 地 ，z =0 变 
为 5= co( 见 图 2.9) . 从 直观 上 也 可 以 判断 ， 这 个 变换 在 2 = 0 也 保 
fi: 在 z=0 点 相交 的 两 条 直线 ， 变 换 到 (平面 上 后 ， 则 是 相交 于 


z 平面 《平面 


2 二 (5 一 1/z 
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6= oo 点 的 两 条 直线 ， 交 角 不 变 . 


练习 2.12 证 明 : 在 变换 C= 1/z 之 下 ， > 平面 上 的 圆 
A(z? + y?)+ Br+ Dy+E=0 
仍 为 5 平面 上 的 圆 . 


例 2.5 变换 5 = ZE 称 为 分 式 线性 变换 ， 它 不 外 乎 是 上 述 
三 个 变换 的 组 合 : 
oz FP 一 + 人 (5 于) 1 


. (= = 一 ) ——., 
cez+d c c} cz+d 
因此 ， 它 也 是 一 个 全 平面 上 的 保 角 变 换 . 特别 是 ,在 分 式 线性 变换 
下 ， 圆 仍 保持 为 圆 . 由 于 
az+b az 十 pb/a 


aha cz+d/c’ 
有 意义 的 常数 只 有 三 个 . 另 一 方面 , 也 正好 是 三 个 点 决定 一 个 圆 . 
所 以 ， 通 过 指定 z 平面 一 个 圆周 上 的 三 个 点 以 及 5 平面 的 对 应 位 
置 ， 就 可 以 完全 确定 一 个 分 式 线性 变换 .图 2.10 给 出 了 两 个 特殊 
的 分 式 线性 变换 . 


fH 2.10 PÁRT EK 


例 2.6 函数 c= z" 也 在 全 平面 解析 . 但 是 ， 它 不 同 于 前 面 的 
几 个 变换 : CE z 平面 上 的 书 形 区 域 0 < argz < 27 XA c 平面 上 
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的 0<arg6<2nr， 因 而 把 一 叶 > 平面 变换 为 m 叶 56 平面. 它 把 
平面 上 的 扇形 区 域 0 < argz < 2r/n 变 为 平面 上 的 0 < arg¢ < 27. 
注意 ， 后 者 不 是 整个 5 平面， 而 是 沿 正 实 轴 割 开 的 5 平面, 这 个 变 
换 在 z =0 点 并 不 保 角 . 图 2.11 给 出 了 n=2 的 特殊 情形 . 

z 平面 《平面 


= 平面 ore 
图 2.11 变换 5= :2? . 注意 在 z= 0 点 不 保 角 


例 2.7 函数 C=e 也 代表 了 一 个 全 平面 上 的 保 角 变 换 LA 
2.12) .特别 是 ， 它 把 z 平面 上 的 带 形 区 域 0 < Im z < 2r( 或 其 他 平 
行 于 实 轴 且 宽度 为 2r 的 任意 带 形 区 域 ) 变换 为 整个 〈 平面 . 


《平面 


zme =e 


图 2.12 ”变换 CC = e: 
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将 保 角 变换 应 用 于 解决 实际 问题 ， 不 仅 涉 及 到 区 域 形状 的 变 
换 ， 而 且 还 要 涉及 到 数学 表述 形式 (例如 微分 方程 ) 的 变换 . 可 以 
想像 ， 只 有 在 区 域 的 形状 既 变 得 很 简单 ， 微 分 方程 的 形式 也 没有 变 
得 更 复杂 的 条 件 下 ， 保 角 变换 才 具 有 真正 的 实用 价值 . 

就 本 课程 而 言 ， 我 们 特别 有 兴趣 于 讨论 二 维 Laplace 算 符 
ae 8? 
Bx? t Oy?’ 
在 解析 函数 5 = E+ in = f(z) 所 代表 的 变换 (2,y) + (En) 下 的 变 
化 . 根据 偏 微 商 的 链 式 法 则 ， 可 以 得 到 

ð 0 6079 

dz Br Or dn’ 
@ 6 Ee ô On 3 
ðr? Ox | Ox OE Bx An 


= 28, 97d, 29), md (2 
ðr? ðE ðr? On OxOr \ OE Ox Ox \ On 


EO Fna a On A 


y? = (2.17) 


”Dr2 2 On Ox Br De’ | Ox OLN 
S| OF AOE gon 
Ox | Ox OEOn Ox On? 
_00 nð T a” o 3? 
ðr? OE ðr? An Ox D62 Ox On? 
dE An 3? 


Or Ox 09607 
同 理 ， 
Ə L? nð 
Oy OydE Oy On’ 
0 PEI Pha ,EV P (oo 0 
Oy? y? IE 3y? An Oy} O€? Oy} On? 
0 dn 6 
Oy Oy OE0n 
所 以 
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0 0 
~ Oa? t Oy? 


- |(#)'+ (4) |e+|Gy+@ 


2 2 2 2 
ie . Ze) 2 [ee Sa) 2 


vy? 


Or Oy?| OE ðr? Oy ðn 
„o [22n , 2 on] e 
Or Ox Oy Oy} 0607 
再 利用 练习 2.2 中 的 结果 及 (2.4) 和 (2.5) 式 ， 就 能 得 到 
V? = ð? O° 
Oz?’ Oye 


; 2 3? 8? 
= |F (2) +S). 


(2.18) 


这 个 结果 表明 : 在 解析 函数 5 = f(z) 所 代表 的 保 角 变换 之 下 ， 二 维 


Laplace 方程 
8? a? 

E + | u(z,y) = 0, 

在 f'l) #0 的 点 ， 仍 保持 为 二 维 Laplace 方程 
8? 8? 
医 F Z u(x(é,n), ¥(€,n)) = 0; 
二 维 Poisson 方程 
2 
区 + 2 ulz, y) = p(z, y), 
在 变化 后 也 仍然 是 二 维 Poisson 方程 
a + Soa EEDE) = el) 

其 中 


1 
o(€,9) = Faye Em yen). 
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(2.19) 
(2.20) 
(2.21) 
O22) 


(2.23) 


练习 3.13 证明: 在 解析 函数 ç= €+in = f(z) 所 代表 的 保 角 变 换 之 
下 ， 面 积 元 的 变化 公式 是 
dzdy = | f'(z)| "dgan. 


因此 ， 如 果 把 Poisson 方程 设想 为 平面 静电 场 的 方程 ， 非 齐 次 项 是 面 电荷 密 
度 ， 则 电荷 守恒 ， 
pz,y)dzdy = o(€,n)dédn. 


同样 ， 在 解析 函数 〈《 = f(z) 所 代表 的 保 角 变换 之 下 ， 二 维 
Helmholtz 方程 


ð? 3? 2 
E + a ulz, y) +k’ u(z,y) =0 (2.24) 
在 f(z) #0 的 点 ， 也 保持 为 二 维 Helmholtz WE, 
5+ | ete...) 
+g EEM) =0 (2.25) 


这 样 ， 在 应 用 了 保 角 变换 后 ， 就 可 以 把 形状 比较 复杂 的 区 域 
内 的 Laplace 方程 、 Poisson 方程 或 Helmholtz 方程 的 求解 问题 ， 转 
换 为 形状 比较 简单 的 区 域 (例如 ， 圆 ) 内 的 求解 问题 ， 在 本 书 的 数 
学 物理 方程 部 分 将 讨论 这 些 方程 的 求解 问题 . 
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第 三 章 复 变 积分 


3.1 复 变 积分 


复 变 积分 是 复数 平面 上 的 线 积 分 . 设 C 是 复 平面 上 的 曲线 ， 
函数 f(z) 在 C 上 有 定义 ， 如 图 31, 

nob 把 曲线 C 任意 分 割 为 n 段 ， 分 点 为 

zo = A, 21, 22, ee ee oe 
Ck 是 zx- 一 站 段 上 的 任意 一 点 ， 作 和 
数 

Do ACC) (ze — ze-1) = DO S (Ck) Azs, 
Eno, 13 max|Azx| > 0 AY, 
此 和 数 的 极限 存在 ， 且 与 Ce 的 选取 无 


k 3.1 关 ， 则 称 此 极限 值 为 函数 f(z) 沿 曲 线 
| C 的 积分 ， 记 为 
) fd fim DA (3.1) 


一 个 复 变 积分 实际 上 是 两 个 实 变 线 积分 的 有 序 组 合 
z)dz = ut+iv)(dz+id 
[1 | rin (ae tidy 
= f (uae vay +i | (wae + uav). (3.2) 
C C 


因此 ， 根 据 实 变 线 积 分 的 知识 ， 可 以 知道 ， 如 果 C 是 分 段 光滑 曲 
线 ，f(z) 是 C 上 的 连续 函数 ， 则 复 变 积分 一 定 存在 . 
和 实 变 积分 相似 ， 复 变 积分 具有 下 列 性 质 : 
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1. 如 果 积分 | Adz [fleas skies f fn(z)dz 都 存在 ， 则 
C C C 


filz) + fa(z) +--+ + fa(z)} dz 
Jl | 


= 人 heldz+ | peact-+ | fle) a 
C C C 


2.77 C=Ci+Cot---+Cr; 则 


J foldz+ | fadat | fle)de= | f(z) de 
Cl Co Üi C 


3 | fedz=- | feaz, 其 中 C- 表示 C 的 道 向 ， 


a. f af(zyde =a | fa 其 中 oa 为 常数 ; 


5 | f toaz FO 
C C 


6. p) f(z)dz| < ML, HP M 为 |f(z)| 在 C 上 的 上 界 ，1 为 
C 

C 的 长 度 . 

显然 ， 复 变 积分 的 数值 ， 不 仅 依 赖 于 被 积 函 数 和 积分 路 径 的 
端点 ， 而 且 还 依赖 于 积分 路 径 . 对 于 给 定 的 一 个 被 积 函 数 ， 当 端点 
面 定 时 ， 对 于 不 同 的 积分 路 径 ， 积 分 值 一 般 是 不 同 的 . 

例 3.1 R f Rezdz， C 为 (i) HAO 1， 再 平行 于 虚 
轴 1 一 1+i; (i) 沿 碟 轴 由 0 一 i， 再 平行 于 实 轴 i 一 1+i ; (iii) 
沿 直 线 0 一 1+i. 

解 对 于 (i), 


1 i 
f Reza = f zdz+ | pe 
C 0 0 2 
i 1 
f Rezaz= | tdr = — 
C 0 2 


对 于 (ii) ， 
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对 于 (ii), 
[Rerde= [a +itat = >(1+ + i). 


3.2 Ease aay Cauchy 定理 


Cauchy 定理 讨论 的 是 积分 值 与 积分 路 径 之 间 的 关系 这 和 涉 
及 的 区 域 有 关 . 下 面 区 别 这 两 种 区 域 : 

。 单 连通 区 域 : 在 区 域 中 作 任何 简 单 的 闲 合围 道 ， 转 道内 的 点 
都 属于 该 区 域 ; 

o 复 连 通 区 域 ， 或 称 多 连通 区 域 . 
图 3.2 给 出 了 这 两 种 区 域 的 示意 图 . 


OE OG 


图 3.2 单 连通 区 域 与 复 连 通 区 域 图 3.3 单 连 通 区 域 的 Cauchy 定理 


单 连 通 区 域 的 Cauchy 定理 WREX f(z) 在 单 连通 区 域 G 
中 解析 ， 则 沿 G 中 任何 一 个 分 段 光滑 的 闭合 围 道 C( 见 图 3.3) 有 


$ f(2)ae =0, (3.3) 
C 


这 里 的 C 也 可 以 是 G 的 边界 . 
证 为 简单 起 见 ， 下 面 在 更 强 的 条 件 下 证 明 这 个 定理 . H 


D 严格 的 证 明 见 参考 书目 [3] , 第 四 章 ，82 ;或 L.A. Ahlfors, Complex Analysis, 
McGraw-Hill Book Co., 1979 (中 译本 : 《 复 分 析 》， 张 立 ， 张 靖 译 ， 上 海 科 技 出 版 
社 ， 1984) ， 第 四 章 . 
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加 的 条 件 是 f(z) 在 G 中 连续 .以 后 (3.5 节 ) 将 会 看 到 ， 只 要 f(z) 
E G 中 解析 ， 即 f(z) 存在 ， 则 f"(z) 也 存在 ，z eG. Am f(e) 
连续 ， 即 四 个 偏 导数 Ou/Ox, Ou/dy, Ov/Ox 和 Ou/dy ES. 在 此 条 件 
直 可 以 应 用 Green 公式 


$ [P(z, y) dr + Q(z, y)dy] g/l (22 — x | dz dy 


f (2) de = $ [wdz — v dy] sig [vdz + udy|, 
而 将 上 面 的 闭合 围 道 积 分 化 为 面积 分 


$ (ude—vdy) m -Sf (=+) dz dy, 
$í passid) -人 -多 de dy. 


但 根据 Cauchy-Riemann 方程 , AmA ARI FRR RRG HO 
RA 


$ f(z)dz=0. O 
c 


从 上 面 的 证 明 可 以 看 出 , 由 于 Green 公式 的 要 求 ， 这 里 所 说 的 
单 连通 区 域 ， 只 能 是 一 个 有 界 区 域 ， 即 不 能 是 包含 ce 点 在 内 的 (无 
界 ) 区 域 . 以 后 我 们 会 看 到 ， 即 使 f(z) 在 ee 点 解析 ， 它 绕 oo 点 一 
周 的 积分 也 可 以 并 不 为 0. 

Cauchy 定理 还 可 以 减弱 为 : 若 f(z) 在 单 连通 区 域 G 内 解析 ， 
EAKR G = G +C 中 连续 . EAA. 

思考 题 ”对 于 任 一 解析 函数 的 实 部 或 虚 部 ，Cauchy 定理 仍 成 立 吗 ? 如 
果 成 立 ， 试 证 明之 .如 果 不 成 立 ， 试 说 明理 由 ， 并 举 一 例 . 


由 Cauchy 定理 立即 可 以 得 到 下 面 的 推论 : 
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推论 ESO 在 单 连通 区 域 世 中 解析 , 则 复 变 积分 | fdz 
与 路 色 无 关 . 

证 如 图 3.4 所 示 ， 取 GG 中 由 4 到 8 的 任意 两 条 曲线 C 和 
Cz, MJZ Cauchy 定理 ， 有 


$ f(z)dz = 0. 
ci+C7 


所 以 


/radu=-/ f(z)dz= | f(z)dz O 
Ci C3 Co 


既然 在 单 连通 区 域 中 解析 函数 的 积分 与 路 径 无 关 ， 因 此 ， 如 
果 固定 起 点 zx ， 而 令 终 点 z 为 变 点 ， 则 作为 积分 上 限 的 函数 
f(z) dz = F(z), 
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是 单 连通 区 域 G 内 的 单 值 函数 ， 称 为 f(z) 的 不 定 积分 . 


B z+ Az 
C3 (F 
Cı 
A z 
x] 3.4 3.5 
定理 WPA f(z) 在 单 连通 区 域 G 内 解析 ， 则 
Pa= | f(z) dz (3.4) 
也 在 G 内 解析 ， 并 且 
F(2)= 2 | sede = 10) (3.5) 


证 只 要 直接 求 出 F(z) 的 导数 即 可 . 为 此 , 设 z 是 G 内 一 点 ， 
z+ Az 是 它 的 邻 点 ， 如 图 3.5 ， 则 


z z+fAz 
ee J f(CO) de, F(z+Az)= J KO. 
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因为 积分 与 路 径 无 关 ， 所 以 


AF _ F(z+Az)-F(z)_ 1 [人 
~ Az 3 


aS = re f(O a6. 


由 此 可 得 
1 z+Az 
-af Hoac- se 


z+ôz 
=- 去 | [rO - re ad 


1 z 十 入 Zz 
< | IO - f|- Jae]. 


由 于 f(z) 是 连续 的 , 故 对 于 任 给 的 < > 0 , 存在 5 > 0, E4- s 
时 ， |f (0) — f(z)| LE, 所 以 


AF 
A — f(z) 


|S - f2)| < 


-e-|Az| =e, 


即 得 
te) = jim, Rr = 10) 


这 样 就 证 明了 F(z) Æ G 内 可 导 ， 并且 F'(z)= f). O 

在 复 变 函数 中 ， 除 了 不 定 积分 外 ， 也 还 有 原水 数 的 概念 . 

原 函 数 ”如 果 函 数 %(z) 的 导数 多 (z) = f(z), M H(z) 称 为 f(z) 
的 原 函 数 ， 上 面 定义 的 f(z) 的 不 定 积分 就 是 f(z) 的 一 个 原 函 数 . 
对 于 给 定 的 一 个 函数 f(z) 来 说 ， 原 函数 不 是 唯一 的 . 任意 两 个 原 
函数 之 间 只 相差 一 个 常数 . 这 是 因为 , 如 果 $1(z) 与 82(z) 都 是 f(z) 
的 原 函 数 ， 则 
| ®i(z) = f(z), $2(z)= F(z). 

所 以 ， [$1(z) ~ 62(z)] =0, 


$1(2) — $o(z) = C. (3.6) 
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向. 章 了 被 积 函数 的 原 函 数 ， 可 使 复 变 积分 的 计算 大 为 简化 ， 
因为 例如 ， 设 D(z) 为 f(z) 的 一 个 原 函 数 ， 则 f(z) 的 不 定 积分 


F(z) = f f(z)dz = F(z) + C. 
但 是 ， 显 然 有 


F (zo) = D(z) +C = 0, C= 一 更 ( zo ). 
所 以 


[ f(z) dz = (z) — F(z). (3.7) 


例 3.2 计算 积分 [2 dz, n 为 整数 . 


解 当 为 自然 数 时 ， z” 在 全 平面 解析 ， oo 是 它 的 
一 个 原 函 数 ， 因此 ， 对 于 e 平面 上 的 任意 一 条 积分 路 线 ， 均 有 


7 co ee [ont at]. (3.8) 
F n+l 
当 n= 一 2, 一 2" 在 不 包含 z= 0 点 在 内 的 任意 一 个 区 
此 ， 仍 有 
f z"dz= B [o+ 一 gre (3.8 ) 
n+1 


当 n= 一 1 时 ，z-! 也 是 在 不 包含 * =0 在 内 的 任 一 区 域内 解析 , 但 
HERRAN nz. 因此 ， 在 不 包含 z =0 的 任 一 单 连 通 区 域内 ， 

”dz 

— = lrb- lna. (3.9) 


这 里 需要 特别 注意 的 是 ， 在 一 个 单 连通 区 域内 ， 上 面 的 积分 
当然 是 与 路 径 无 关 的 . 但 是 对 于 不 同 的 单 连通 区 域 , 同样 的 起 点 与 
终点 也 还 会 给 出 不 同 的 积分 值 . 从 计算 的 过 程 看 , 这 里 的 原 沙 数 是 
多 值 函数 ， 因 此 积分 值 与 由 a 变化 到 ,的 方式 有 关 . 当 限 制 在 不 含 
z =0 的 一 个 单 连通 区 域内 时 ， 就 是 把 mnz 限制 在 某 一 个 单 值 分 梳 
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内 ,， 故 积分 值 nb-lna 是 唯一 确定 的 . 而 对 于 不 同 的 单 连通 区 域 ， 
就 可 能 对 应 于 in z 的 不 同 单 值 分 枝 ， 因 而 积分 值 也 就 可 能 不 同 . 


3.3” 复 连通 区 域 的 Cauchy 定理 


上 一 节 讨 论 的 是 单 连通 区 域 的 Cauchy 定理 ， 要 求 被 积 函 数 在 
单 连通 区 域内 解析 . 如 果 被 积 函 数 在 区 域内 有 奇 点 ， 则 单 连 通 区 域 
的 Cauchy 定理 不 适用 . 为 了 保证 被 积 函 数 的 解析 性 而 把 奇 点 排除 
在 讨论 的 区 域 之 外 ， 我 们 便 会 遇 到 复 连 通 区 域 . 

复 连通 区 域 的 Cauchy 定理 ”如果 f(z) 是 复 连通 区 域 G 中 的 
ELE RT PAL, U 


(3.10) 


其 中 Co,C1,C2,…,Cn 是 构成 复 连通 区 域 G 的 边界 的 各 个 分 段 光 
滑 闭合 曲线 ， C1,C2,…,C。 都 包含 在 Co 的 内 部 ， 而 且 所 有 的 积分 
路 径 走 癌 相 同 . 

证 如 图 3.6 ， 不 妨 取 Co, Ci, Co, e, Cn 均 为 逆 时 针 方 向 ， 作 
适当 的 割 线 把 C1, Co, :…, C 和 Co 连结 起 来 ， 从 而 得 到 一 个 单 连 
通 区 域 G ， f(z) 在 单 连 通 区 域 C 内 是 解析 的 ， 因 而 可 以 应 用 单 


oY 


43.6 SER RAY Cauchy 定理 
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连通 区 域 的 Cauchy 定理 ， 


toaz f odt poda f f(z) dz 


+ fl Dat p oaa f f(z)dz4+- 
+f fle)de+ $ fades f f(z) dz=0. 
an Cc... bn 


但 由 于 f(z) 在 G' 内 单 值 ， 故 沿 同一 割 线 两 岸 的 积分 值 互 相抵 消 ， 


bi a; 
d z}dz =0. 
[ f(z) e+ f f(z) 
ROLES DE) f(z)dz= 
Co or 


eee a f. f(z -5f f(z) dz. O 


和 单 连通 区 域 的 情形 一 样 ， 显 然 这 个 定理 的 条 件 也 可 以 减弱 
为 在 复 连通 区 域 G 内 解析 ， 在 闭 区 域 G 中 连续 . 


例 3.3 计算 G 2'de 值 ， ”为 整数 ， C 的 走向 为 道 时 针 方 


所 以 


向 . 
解 ” 当 为 自然 数 时 ， 显 然 ， 按 照 单 连通 区 域 的 Cauchy 定理 


$ zřdz = 0. 
C 


4n 为 负 整数 时 ， 如 果 C 内 不 含 z=0， 则 也 有 


$ 2 dz = 0. 
C 


如 果 C 内 含有 > = 0 ， 则 按 复 连通 区 域 的 Cauchy 定理 ， 有 
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f de 一 $ z”dz 
C |z|=1 


2r 27 
J (e ) eido = f e "idb 
0 0 
2ri, n = ~l; 
0, n = —2,~—3,—-4,---. 
总 结 上 面 的 结果 ， 就 有 


2ri, n=-1, 且 C 内 含有 > =0: 
f a= (3.11) 
c 


0, 其 他 情形 . 
或 者 ， 更 一 般 地 ， 
271, n=-1, 日 C 内 含有 z= a: 
fe —a)"dz= | (3.12) 
C 0, 其 他 情形 . 


3.4 Cauchy 积分 公式 


前 面 讨论 的 Cauchy 定理 ， 从 一 个 侧面 反映 了 解析 函数 的 一 个 
基本 特性 : 解析 函数 在 它 的 解析 区 域内 , 各 点 的 函数 值 是 密切 相关 
的 . Cauchy-Riemann 方程 可 以 说 是 这 种 关联 的 微分 形式 , 而 Cauchy 
定理 则 是 它 的 积分 形式 . 这 种 关联 性 在 Cauchy 积分 公式 中 也 清楚 
地 表现 出 来 . 

有 界 区 域 的 Cauchy 积分 公式 ” 设 f(z) 是 区 域 G 中 的 单 值 解 
TAM, G 的 边界 C 是 分 段 光滑 曲线 ，4a 为 G 内 一 点 ， 则 


(3.13) 


其 中 积分 路 线 沿 C 的 正 向 . 
证 根据 上 一 节 的 结果 ， 
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1 f E-to) al 


271i c z—a 

在 G 内 作 圆 |z - al = 7( 见 图 3.7) ， 
根据 复 连通 区 域 的 Cauchy 定理 ， 
f(z) - f(z) ~ fa), 


一 f(z) - Fla) ,, 
eee 


图 3.7 “有 界 区 域 的 Cauchy 积分 公式 
所 以 


laa Piece SO < 去 内 ar 
|z-al=r 


1 
二 If (2) — f(a)| dé. 
因为 f(z) 在 a 点 连续 ， 故 任 给 e >0， 存 在 5>0,， E4 |z-al <6 
时 ， 必 有 |f(z) - f(a)| <e ， 因此， 只 要 上 面 的 "<5， 妈 有 
f(z) 

pp 

但 是 左 方 的 值 与 e 故 必 有 
F) a 

ii cz2—a 
无 界 区 域 的 Cauchy 积分 公式 ”上面 的 证 明 只 能 适用 于 有 界 


区 域 ， 因 为 在 证 明 过 程 中 用 到 了 
dz 


es < oe: 2m. 


f(a). O 


= 271. 


C 


但 是 ， 很 容易 推出 无 界 区 域 的 结果 ， 此 时 ， 需 要 假设 f(z) 在 简单 
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闭合 围 道 C 上 及 C 外 (包括 无 穷 远 点 ) 单 值 解析 ， 而 来 计算 
ESOT | 
2ri Jo z—a j CR 

其 中 a 为 C 外 一 点 , 积分 路 线 C 的 走向 \ 

是 顺 时 针 方向 ， 即 绕 无 穷 远 点 的 正 向 ， 

如 图 3.8 . RE, EC 外 再 作 一 个 以 原 

点 为 贺 心 ， R 为 半径 的 大 圆 弧 Cr, 

这 样 ， 对 于 C 和 Ca 所 包围 的 复 连 通 区 


蜀 3.8 无界 区 域 的 
八 
- 根据 有 界 区 域 的 Cauchy 积分 公式 ， Cauchy 积分 公式 


271 c, 2-a 271 ct 一 0 
R 


这 里 积分 路 线 Ca WER AMINA]. 只 要 RR 足够 大 , 这 个 结果 
当然 与 R 的 具体 大 小 无 关 ， 于 是 ， 可 令 尺 -， co ， 而 得 到 
1 o {az= fo) — lim z £24, | (3.14) 


271 cad 2ri Caz 4 


为 了 计算 沿 大 圆 强 Ca 的 积分 的 极限 值 ， 需 要 用 到 下 列 引 理 . 
引 理 3.1 设 f(z) 在 oo 点 的 邻 域内 连续 , 当 6 < argz< 9,， 
z 一 oo 时 ， zf(z) 一 致 地 趋 近 于 天 ， 则 


Cr lim J f(z)dz = iK (62 — 81), | (3.15) 
R- o0 Cr 


其 中 Ca 是 以 原点 为 圆心 ， RR 为 半 征 、 夹 角 

为 6; -91 AI, |z| = R, 91 < argz < 02 ( 见 

图 3.9) . 

a ai 证 因为 / 些 =ile -6) ， 所 以 
CR 


J f(z) dz — iK (62 4) 2 / [ro Š =] i 
CR CR 


dz |dz| 
J. [zf(z) - K] = <f -Kl A 
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由 于 当 901 <argz<b ，z-oco 时 ，zjlz) 一 致 地 趋 近 于 K, 这 音 
味 着 任 给 s > 0， 存 在 (与 arg z 无 关 的 ) M(e) > 0, 使 当 |z|=R>M 
AY, |zf(z)-—Kl<e. 所 以 


f(z) dz 一 iK (62 = 01) < e(02 一 0), 
CR 
Bp 
gin f A f(z K (62-6). O 
把 这 个 引 理 应 用 到 (3.14) 式 ， 就 有 
f(z) 
= ie JM dz = fla) - K, (3.16) 
其 中 
K= lim z: 过 2 = f (oo). (3.17) 


当天 =0 时 ， 就 得 到 了 无 界 区 域 的 Cauchy 积分 公式 : 如 果 
f(z) 在 简单 闭合 围 道 C 上 及 C 外 解析 ， 且 当 z 一 ott, f(z) 一 致 
地 趋 于 0 Mil Cauchy 积分 公式 


f(a) = A ee (3.18) 


元 azea 


仍然 成 立 ， 此 处 a 为 C 外 一 点 ， 积 分 路 线 C 为 顺 时 针 方 回 . 


3.5 ”解析 函数 的 高 阶 导数 


从 Cauchy 积分 公式 ， 可 以 推断 出 一 个 重要 绪论 : 如 有 果 f(z) 在 
G 中 解析 ， 则 在 G 内 f(z) 的 任何 阶 导数 f°? (2) 均 存 在 ， 并 且 


(3.19) 


其 中 C 是 G 的 正 向 边界，z 为 G 内 任意 一 点 ， 如 图 3.10. 
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证 首先 求 f(z). 因为 
f(z+h)— f(z) 
h 


| c 
-rS ee fe) aç 


f(¢) 
-让 (con 
取 极 限 AO, EWN f'e), mA mA 


积 函 数 的 极限 即 为 f(C)/(C 一 z)? . 为 了 证 明 在 积分 号 下 求 极 限 是 合 
法 的 ， 可 以 研究 


O KO o £0) 
ca ea ft p= ee T os 


由 于 f(0) 在 C 上 连续 ， 故 在 C LA IFOI<KM. 设 z 到 C 的 最 短 
距离 为 6，i 为 C 的 长 度 ， 则 有 


图 3.10 高 阶 导 数 公式 


= ooo iG MI 
ea eg $ 区 el <r 0 
因此 ， 积 分 号 下 求 极限 合法 ， 
KO 


同样 ， 可 以 求 出 


wey ou. Fath) —- Ff) 
e aa “uaa 


LA f) f(¢) 
“tank f [eam | 


2C-2z-h 
> 27ri =f (C —z—-h)? a (Coz na apt Fac 


af IO 
= oni f (E- 2 


如 此 继续 ， 即 可 求 出 f(z) o 
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这 个 结果 说 明 ， 一 个 复 变 函 数 ， 在 一 个 区 域 中 只 要 一 阶 导 数 
存在 ， 则 它 的 任何 阶 导 数 都 存在 ， 并 且 都 是 这 个 区 域内 的 解析 画 
数 ， 而 在 实 变 函 数 中 并 非 如 此 我们 并 不 能 由 f'(z) 的 存在 推断 出 
f"(z) pigs 这 是 因为 , 复 变 函数 中 f(z) 在 一 区 域 中 处 处 可 导 (BD 
解析 ) 是 一 个 很 高 的 要 求 . RH f(z) 的 存在 只 包含 当 z 在 
数 轴 上 (一 定 区 间 内 ) 变化 时 对 fo) HEAR, TELARC fO 的 
存在 则 包含 了 在 二 维 平面 区 域 上 对 f(z) 的 要 求 . 

在 这 个 证 明 过 程 中 ， f(z) 的 解析 性 只 是 体现 在 : (1) f(z) 可 
用 Cauchy 积分 公式 表示 ; (2)f(z) 在 C LER. Alt, 重复 上 面 的 
步骤， 就 可 以 证 明 : 在 一 条 分 段 光滑 的 (闭合 或 不 闭合 ) 曲线 C 上 
连续 的 函数 $(C) 所 构成 的 积分 
= KACO] 

egez -2z 
( 称 为 Cauchy 型 积分 ) 是 曲线 外 点 z 的 解析 函数 ， f(z) 的 导数 可 以 
通过 在 积分 号 下 对 z 求 导数 得 到 ， 


Piya J MAS _ 
A 271 : (Ç — z)r+? dç. (3.21) 


f(z) = d¢ (3.20) 


3.6 Cauchy 积分 公式 的 几 个 重要 推论 


除了 解析 函数 的 高 阶 导 数 公 式 以 外 ， 从 Cauchy 积分 公式 还 可 
以 导出 许多 其 他 重要 推论 ， 进 一 步 揭示 出 解析 函数 的 重要 特性 . 

Morera 定理 由 设 f(z) 在 区 域 G 中 连续 ， 如 果 对 于 G 中 的 
任何 闭合 围 道 C ， 都 有 


f f2)de= 
C: 


则 f(z) 在 G 内 解析 . 


© 有 时 也 把 这 个 定理 看 成 是 Cauchy 定理 的 逆 定 理 ， 
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证 ”因为 对 于 到 中 的 任何 闭合 力道 C 都 有 $ Kadz=0, # 
积分 F(z) = J ”f(z) dz 与 路 径 无 关 ， 因 此 ， 在 


z+Az 
2o a f [1(O - f(z)]dc 


中 ， 积 分 路 径 可 取 为 直线 .由 f(z) 的 连续 性 ， 即 可 得 到 


peara < | -e-|Az| =e 30. 
Az 


F| < AR 


所 以 


dz ”dz 


dF(z) _ 成 二 总 这 


即 F(z) 解析 ， 其 导数 为 f(z) . 但 根据 3.5 节 (高 阶 导数 的 存在 性 ) 
即 知 ， f(z) 在 G Awe. o 

Cauchy 不 等 式 ” 设 函数 f(z) 在 闭 区 域 G 中 解析 ， 则 f(z) 在 
边界 C 上 连续 ，|f(z)| 在 C 上 必 有 上 界 、 而 且 达 到 上 界 M. 因此 


AQ | ent Ml 
a (=at x| < ` On drt!’ Sa 
其 中 1 是 边界 C 的 长 度 ，d 是 z 点 到 边界 的 最 短 距离 . 
特别 是 ， 当 边界 是 以 z 为 圆心 ，RR 为 半径 的 圆周 时 ， 


[f° (z)| < ae (3.23) 


[f° (2)| = 


这 就 是 Cauchy AFR. O 

最 大 模 定理 ”车 f(z) 是 闭 区 域 G 中 的 解析 函数 ， 则 模 |f(z)| 
的 最 大 值 在 G 的 边界 上 . 

证 设 M 为 |f(z)| 在 边界 C 上 的 上 界 ， 则 根据 (3.32) 式 ， 对 
于 解析 函数 [f(z)]”(m 为 正 整数 ) A 


1M™l LAs 
VOM <A osma - 
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此 式 对 任意 m 均 成 立 ， 故 可 取 极 限 m 一 co ， 由 此 即 得 


D (3.24) 


Liouville 定理 ”如 果 f(z) 在 全 平面 解析 ， 而 且 当 z > co 时， 
|f(z)| 有 界 ， 则 f(z) 是 一 个 常数 . 
证 以 任意 有 限 点 z 为 圆心 ,， RIPER Car, 则 根据 Cauchy 
不 等 式 ， 有 
POSTE 
Mr 是 |f(z) 在 圆周 Ca 上 的 上 界 . HA z> oH fle) 有 界 ， 故 
R —> œ ff Me 有 界 ， 


a 
所 以 
f(z)l=0 即 f(z) =0, 
由 此 即 证 得 


(325) 


注意 ， 这 里 事先 对 函数 在 无 穷 远 点 是 否 解析 ， 并 未 作 任 何 限 
定 . Liouville 定理 告诉 我 们 ， 在 满足 定理 的 条 件 下 ， 函 数 在 无 穷 远 
点 也 一 定 解析 . 

均值 定理 ”解析 函数 f(z) 在 解析 区 域 G 内 任意 一 点 a 的 函数 
值 f(a) ， 等 于 以 a 为 圆心 ， 完 全 位 于 G 内 的 任 一 圆周 上 的 函数 值 
的 平均 ， 即 | 


2r 
f(a) = = / f (a+ Re) dé. (3.26) 
0 


证 在 Cauchy 积分 公式 
i 
f(a) 271 a d 
中 ， 取 C 为 以 a 为 圆心 ，R 为 半径 的 圆 (但 要 求 完 全 在 G A), ， 故 
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在 C E, z-a=Re®, PV 


2n 
fw = 去 人 f(a+Re®) a0. o 


*3.7 Poisson 4 3È 


Cauchy 积分 公式 告诉 我 们 ， 对 于 区 域 G PHB BR f(z), 
边界 上 的 数值 就 完全 决定 了 函数 在 G 内 任意 一 点 的 值 . 考虑 一 个 
特殊 的 情形 ， 即 f(z) 在 上 半 平 面 解 析 ， 这 时 ， 就 有 

se) =- d Ma, 


2m Jo E 
其 中 C 是 上 半 平 面 内 的 一 个 简 
单 闭 合围 道 ， 且 z 为 C 内 任意 
一 点 . 现在 取 一 个 特殊 的 围 道 ， 
它 由 实 轴 上 的 线段 [-R, R] 和 以 
原点 为 圆心 ，R 为 半径 的 半圆 弧 
Cr 组 成 ( 见 图 311). RÆ R E 
WR, We 点 必然 在 围 道内 . 令 ¢=&+in， 就 有 
Tt J 
To | +t ami Jo, ZE 
现在 讨论 R> oo 的 极限 情形 . 上 式 右 端 第 一 项 的 积分 将 变 为 无 穷 
积分 ， 如 果 f(z) 满足 进一步 的 要 求 : 当 z 在 上 半 和 平面 趋 于 co 时 
f(z) 一 致 地 趋 于 0, ABZ 》 根据 3.4 节 中 的 引 理 3.1 ’ 第 二 项 的 积 
分 一 定 趋 于 0 . 这 样 ， 就 得 到 
_1 fj 
f(z) = 2ri 所 & 一 a (3.27) 
于 是 , 只 要 f(z) 在 上 半 平 面 解析 , 并 且 当 z 在 上 半 平 面 趋 于 ce 时 一 
致 地 趋 于 0， 那 么 ,根据 它 在 实 轴 上 的 值 ， 就 可 以 唯一 地 决定 它 在 
上 半 和 平面 任意 一 点 的 数值 . 更 进一步 , S > =ctiy, f(z) =utiv, 


图 3.11 上 半 平 面 的 Poisson 公式 
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还 可 以 单独 地 写 出 f(z) 的 实 部 与 虚 部 : 


u(z,y) = =f. Be ae (3.28) 
~ 1 f7 &—2)ulE,0) — yrlE,0) ye 
vlz y) = - 5 i GEEET: (3.29) 


可 是 ， 从 2.2 闻 我 们 还 知道 解析 冰 数 的 实 部 和 虚 部 不 是 互相 
独立 的 . 由 解析 函数 的 实 部 就 可 以 求 出 虚 部 (反之 亦 然 ) ， 从 而 可 
以 确定 解析 函数 本 身 . 因此 ， 可 以 设想 ， 如果 只 知道 解析 函数 的 实 
部 在 实 轴 上 的 数值 ， 也 有 可 能 求 出 解析 函数 的 虚 部 在 实 轴 上 的 数 
值 ， 从 而 完全 决定 函数 在 上 半 平 面 内 任意 一 点 z 的 值 . A. 考虑 
z 的 共 斩 点 2 - Fir kaa 
f(€) 


Oni at ase ¢- fey eu 
NE tL Th Al HE SK SY) SE EBS HE, 
(€ — x)u(E, 0) + yolg, 0) de 
2r mh (E= 2)? +y? i 
° (= 2)u(€,0) — yu 0) 
将 (3.28) 和 (3.32) StH 就 得 到 
l i (£ = x)u(E, 0) 
_ 1 f” yu(é,0) 
= = T Er dé. (3.33b) 
将 (3.29) 和 (3.31) 式 相 加 减 ， 又 能 得 到 
(€ — x)u(é,0) 
v(z, y) = F at (3.34a) 
1/ ws0) ， 
= i Fast pe (3.34b) 


(3.33) 和 (3.34) 诸 式 的 特点 是 ， 只 根据 f(z) 的 实 部 或 虚 部 之 一 在 实 
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轴 上 的 数值 ， 便 可 以 完全 确定 它 的 实 部 和 虚 部 在 上 半 平 面 内 任意 
一 点 的 值 ， 更 进一步 ， 当 然 也 就 给 出 f(z) 本 身 在 上 半 平 面 内 任意 
一 点 的 值 


ee akg, 0) 

f(z) = =f 二 1 (3.35a) 
2h. vt,0) 
= l: EN Grp (3.35b) 


而 且 , 将 (3.33) 和 (3.34) 的 各 式 适 当 组 合 , 或 者 直接 将 (3.27) 和 (3.30) 
两 式 相 减 ， 还 能 得 到 


ic 


y = FE) 7 
本 和 (3.36a) 


iz, de PO NE EE) 
ni a (E =- r)? +y? 
(3.33) ~ (3.36) 诸 式 均 称 为 上 半 平 面 的 Poisson 公式 . 这 些 结果 说 
AA: 如 果 f(z) 在 上 半 平 面 解析 ， 并 且 当 z 在 上 半 平 面 趋 于 oo 时 一 
致 地 趋 于 0， 根据 它 (或 者 它 的 实 部 或 虚 部 ) 在 实 轴 上 的 数值 ， 就 
可 以 唯一 地 决定 它 (包括 它 的 实 部 和 虚 部 ) 人 点 的 
BUH. 


思考 题 ”我 们 在 22? WHA, HRT PRAIA (上 庶 部 ) 就 可 以 
SRY HERB ( 实 部 ) ， 但 可 差 -一 个 可 加 常数 .可 是 在 上 面 的 (3.33a) 、(3.34a) 和 


(3.35a) 、(3.35b) 诸 式 中 并 不 出 现 可 加 常 
数 ， 为 什么 ? 


下 面 导 出 另外 一 种 Poisson 人 入 
式 ， 圆 内 区 域内 的 Poisson 公式 . 设 
函数 f(z) 在 圆 |z| < a 中 解析 ， 则 
对 于 圆 内 任意 一 点 z = rer <a 
( 见 图 3.12) ， 根 据 Cauchy 积分 公 
Ao A 图 3.12 ”关内 的 Poisson 公式 


dé. (3.36b) 
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a FO a f7 fla) 


= ~i(@-8) 
a a— re i0 
7 ES Cae, POR ae 0. . 
27 | a? +r? — 2ar cos(¢ — 8) GE Ie (3.37) 


另 一 方面 ， 对 于 圆 外 的 点 z2 = oa2/z = rie, ri =a7/r, HY 


该 有 
1 f(¢) 
一 一 d 
271 ¢ C= zi c 
a: i apie Omt i0 
~ On | a? +r? — 2ar; cos(¢ — 0) Ae a 
- [> r — ae le-®) ;0 
”27 | a? +r? — 2arcos(¢ 一 py 7 (ae Jag 
=0. (3.38) 
将 (3.37) 和 (3.38) 两 式 相 减 ， 就 得 到 圆 内 区 域 的 Poisson 公式 
a? — r? 2r flae?) 
pejs 2r J a? + r? — 2arcos(¢ 一 ay” 92) 


或 者 令 f(z) 的 实 部 和 虚 部 分 别 是 w(r 9) 和 vir, 9) ， 则 对 它们 也 有 
a? — r? f°" ula, 8) 
ulr, P) = 37 j @ +r —2arcos(p—o) (340) 


( oo Se i 3.41 
u(r, 6) = Qn 9 a +1? — 2arcos(¢ — 6) l (3.41) 
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第 四 章 无 穷 级 数 


无 穷 级 数 ， 特 别 是 车 级 数 ， 是 解析 函数 的 最 重要 的 表达 形式 
之 一 . 事实 上 ,除了 代数 函数 ,许多 初等 函数 和 特殊 函数 都 是 用 宪 
级 数 定义 的 . 

本 章 的 部 分 内 容 ， 具 有 复习 的 性 质 . 在 复 变 函数 理论 中 , 复数 
级 数 的 许多 基本 概念 ， 和 高 等 数学 中 的 实数 级 数 是 完全 相似 的 . 对 
于 这 部 分 内 容 ， 我 们 将 不 加 证 明 地 叙述 一 下 有 关 结 论 . 


41 复数 级 数 
一 个 复数 级 数 © , 
uo +u +u ++ un += Y un, (4.1) 
n=0 
如 果 它 的 部 分 和 
Sn = Uo + Uwi + U2 +--+ + Un (4.2) 


所 构成 的 序列 {Si} 收敛 ， 则 称 级 数 Sun 收敛， 而 序列 {5%} 的 极 
PRS = lim Sa, KARR 2 un 的 和 ; 否则 , 级 数 Y un 是 发 散 的 . 
级 数 的 收敛 性 ， 和 它 的 部 分 和 序列 的 收敛 性 是 完全 一 致 的 . 
因此 ， 根 据 序列 收敛 的 充 要 条 件 ， 可 以 写 出 级 数 收敛 的 充 要 条 件 
Cauchy 充 要 条 件 : 任意 给 定 。 > 0， 存 在 正 整 数 n， 使 对 于 任 


O Fun 的 实 部 和 虚 部 分 别 为 an 与 Bn, M 


X un = Yan 十 iS bn. 
因此 ， 一 个 复数 级 数 Y un 完全 等 价 于 两 个 实数 级 数 Y an MY Bn ， 反 之 亦 然 . 
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|un+l 十 Un+2 十 十 Un+pl < E. (4.3) 


特别 是 ， 令 p=1， 就 得 到 级 数 收敛 的 必要 条 件 


从 级 数 收敛 的 概念 可 以 看 出 ， 在 不 改变 求 和 次 序 的 前 提 下 ， 
可 以 将 收敛 级 数 并 项 . 例如 ， 
Ul 十 42 十 U3 十 U4 十 二 (uy + u2) + (u3 +u) +- (4.5) 
如 果 级 数 = jun Bea, WU RRR 2 un ARS. 绝对 收敛 
的 级 数 一 定 是 收敛 的 ， 因为 
lun+l 十 Un+2 te Untp| < [Until + [untel +--+ + huntpl. 


反之 ， 一 个 收 剑 的 级 数 ， 却 不 一 定 是 绝对 收敛 的 . 

由 于 SS lun| 是 一 个 实数 级 数 ， 而 且 是 一 个 正 项 级 数 ， 所 以 ， 
高 等 数学 中 的 任何 一 种 正 项 级 数 的 收敛 判别 法 都 可 以 用 来 判别 一 
个 复数 级 数 是 否 绝对 收敛 ， 下 面 列 出 最 常用 的 几 个 判别 法 . 

比较 判别 法 ”车 un|<w ,而 So ww 收敛, 则 È lun 收敛 ( 即 
> ww 绝对 收 各 ) ， 若 lum|>w, 而 YO wn 发散 ， 则 D lunl 发 散 


n=0 


比值 判别 法 ” 若 存在 与 ”无 关 的 常数 P， 则 当 
时 , 级 数 an 绝对 收敛 ; 当 || p> 1 时 ,级 数 2 lun| 发 散 


对 于 实际 工作 中 常用 的 许多 级 数 ， 分 式 fungi /un| 的 形式 往往 
HE un 的 形式 简单 得 多 ， 因 此 应 用 比值 判别 法 可 以 很 快 地 判断 
D lun 的 收敛 性 . 这 是 比值 判别 法 的 明显 优点 . 但 是 ， 这 里 的 p 必 
须 存在 . 如 果 不 能 直接 给 出 p 的 具体 大 小 的 话 ， 那 么 至 少 应 当 确 切 
地 证 明 出 p 的 存在 性 . 这 可 能 还 是 比较 麻烦 的 . 更 方便 的 当然 是 使 
用 它 的 极限 形式 ， 即 d'Alembert 判别 法 . 


u 
matt <p <i 
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d'Alembert 判别 法 ”如 果 lim |unti/un| =1< 1, W 2 un 绝 
对 收敛 ; 如 果 lim huntijun| =1> 1 则 È lun| 发 散 

d'Alembert 判别 法 是 根据 luns /ual 的 上 下 极限 来 判断 级 数 的 
绝对 收敛 性 , 一 般 说 来 , 求 上 下 极限 总 要 比 求 比值 判别 法 中 的 p 来 
得 简单 .但 是 d'Alembert 判别 法 仍然 有 缺点 , 这 就 是 用 来 判别 收敛 和 
发 散 的 是 两 个 标准 , 即 用 lim lun+i/an| 判断 级 数 > jun| 的 收敛 ， 

而 用 lim junt1/Un| 判断 级 数 的 发 散 因此 对 于 lim [unti/un| > 1 

及 im naun) < 1 的 情形 就 不 能 作出 判断 , 除非 Tm huni /un = 
im ee ne lim |un+i/un| + Cauchy 判别 法 的 优点 就 是 根据 同 
TSE Ti lua!" 来 判断 级 数 是 否 绝对 收 全 

Cauchy 判别 法 “如果 Tm Jun" <1, 则 级 数 È lun 收敛 ， 
如 果 Em Jun” > 1, 则 级 数 un BERL. 


当然 ， 现 在 对 于 lim es = 1 的 情形 仍然 无 能 为 力 . 对 
于 这 种 情形 ， 可 以 有 更 强 的 判别 法 ， 例如 Gauss 判别 法 . 第 十 六 章 
中 会 用 到 这 种 判别 法 . 
绝对 收敛 级 数 具 有 下 列 性 质 : 
1. 改换 次 序 ， 例如， 
to + uitu + u3 + uat: 
=uo + u, + U2 + U4 + u3 + us + us + us +... (4.6) 
2. 特别 是 ， 可 以 把 一 个 绝对 收敛 级 数 拆 成 几 个 子 级 数 ， 每 个 
子 级 数 仍 绝对 收敛 . 例如 ， . . 
> ür = S Yan + >》 Uond+1- (4.7) 


n=O n=0 n=0 


3. 两 个 绝对 收敛 级 数 之 积 仍然 绝对 收敛 ， 
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Sue > v = D UkUI. (4.8) 
k ! k,l 
这 里 的 乘积 是 一 个 二 重 级 数 


uovo + WoV1 + Uov2 十 uova 十 … 
十 Wivo + Uii + uiv 十 U1U3 + = 
+ u2vo 十 U2V1 十 U2V2 + U2U3 + >: 
+ U3v0 + UgU; + U3v2 + U3v3 + °° 


其 绝对 收敛 性 意味 着 可 以 按照 任意 顺序 求 和 ,其 值 不 变 . 例如 可 按 
k 十 1 = 了 的 大 小 顺序 排列 ， 


co oo n 
) Uk * J v = 》 Wns, Wn = ) UkUn—k- (4.9) 
k=0 1=0 n=0 k=0 


如 果 限 于 这 种 求 和 次 序 ， 则 乘法 的 条 件 还 可 以 放宽 成 : D wx, > 
都 收敛， 且 其 中 之 一 绝对 收敛 ; 或 Sur, Du Al Sun 都 收敛 


练习 4.1 设 D an 与 > bn 皆 为 正 项 级 数 ， 试 举 反例 ， 说 明 下 列 各 
种 说 法 不 正确 : 
1) 4& im nan 二 0 ， 则 > an WR; 


nm=1 
(2) azn < Q2n 十 1 ， 则 by an RË; 


n=] 


3) 4 lim ae œo, W 5 an 发 散 ; 


全 一 DO n=1 


(4) & ` an 与 > bn 发 散 ， 则 > Vanbn 发 散 . 


n=l 
练习 4.2 FH FIZA PHB: 
M E ee T O 
2 3 4 5 6 
A Ee Oe er e a re 
2 3 4 2 4 6 8 
l 
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42 二 重 级 数 


关于 二 重 级 数 问题 ， 需 要 作 一 些 补充 讨论 . 
所 谓 二 重 级 数 ， 指 的 是 排列 成 
ai + @12 + 413 + aig 十 十 Qin 十 … 
+ azı + 422 + a23 + a24 十 …… 十 Q2n 十 … 
+ azı 十 @32 + a33 + 034 +: + Q3n + 
+ see 
+ ami + G@m2 + Qm3 + Qm4 十 "十 Omn + °°: 


Tr RE, eA EB AF Se BB CR. 方 阵 的 每 一 项 用 ari 
表示 ， 其 中 的 第 一 个 指标 表示 行 ， 第 二 个 指标 ! 表示 列 . 
现在 求 出 方 阵 的 前 m ÍT n 列 共 m xm 项 之 和 
Sma= Y kh (4.11) 


1<k<m 
l<l<n 


由 Sinn 就 可 以 构成 这 个 二 重 级 数 的 部 分 和 序列 ， 容 易 理 解 ， 如 果 
部 分 和 序列 收敛 ， 


(4.10) 


lim Smn = (4.12) 
则 称 此 二 重 级 数 收敛 . S 就 是 这 个 二 重 级 数 之 和 ， 


9 = 5 Qk. (4.13) 


k,{=1 
这 时 ， 任 给 一 个 e > 0， 总 可 以 找到 一 个 正 整 数 N，,， 当 m,n>N 
时 ， 忆 有 


|S — S| < €. (4.14) 
例 4.1 二 重 级 数 
1 +1+1+1+ 
+1-1-1-1—. 
+ 1-1+0+0+. (4.15) 
+1—-1+0+0+-::: 
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的 Sma =2， m,n > 1， 所 以 ， 这 个 二 重 级 数 之 和 为 5=2. 
除了 这 种 求 和 方式 之 外 ， 当 然 还 可 以 考虑 其 他 求 和 方式 . 例 
如 ， 考 虑 到 上 面 的 部 分 和 


因此 ， 可 以 还 有 累 次 求 和 ， 


oO 


3 bs a = ti, | Jim, Sma 
k=1 


一 1 


D È au = i, | tm Son] 
前 者 是 先 按 列 求 和 ， 再 将 各 列 之 和 相 加 (可 称 为 逐 列 求 和 ) ; 后 者 
的 求 和 次 序 则 相反 (可 称 为 逐 行 求 和 ) . 需要 注意 ， 即 使 二 重 级 数 
收敛 ， 某 些 行 或 列 的 和 也 不 一 定 存在 , 因此 累 次 求 和 的 和 也 不 一 定 
FE. 例如 ， 上 面 的 二 重 级 数 (4.15) 式 就 是 如 此 ， 它 的 第 一 列 和 第 
二 列 的 列 级 数 都 不 收敛 ， 第 一 行 和 第 二 行 的 行 级 数 也 不 收敛. 

反 过 来 说 ， 如 果 逐 行 和 逐 列 求 和 的 和 都 存在 ， 这 两 个 和 数 也 
不 一 定 相等 ( 即 和 数 与 求 和 次 序 有 关 ) . 例如， 二 重 级 数 


a e 
k= See Wee k+2\k+2 
的 部 分 和 是 


所 以 


lim [lim Smn| = a lim | 


n= Ce 2 n OO 


lim Son | 一 an 


即使 逐 列 求 和 和 逐 行 求 和 的 和 数 相 等 ， 二 重 级 数 也 不 一 定 收 
KX. 例如 ，Kelvin 在 讨论 两 个 带电 球 之 间 的 相互 作用 力 时 ， 就 曾经 
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得 到 通 项 为 


a 
ʻa 
tens 
il 
— 


之 间 振 荡 . 

前 面 在 讨论 级 数 乘法 时 ， 还 涉及 另 一 种 求 和 方式 ， 即 (4.9) 式 
的 求 和 方式 从 方 阵 (4.10) 式 来 看 ， 这 相当 于 按 (次 ) 对 角 线 求 和 . 
这 个 和 数 ， 也 不 一 定 等 于 逐 列 或 逐 行 求 和 的 和 数 ， 或 是 按照 (4.13) 
式 求 出 的 和 . 例如 ， 将 二 重 级 数 (4.15) 式 按 对 角 线 求 和 ， 得 到 的 和 
数 为 4. 

二 重 级 数 的 和 与 求 和 方式 的 问题 ， 从 原则 上 说 ， 与 级 数 是 否 
绝对 收敛 有 关 . 如 果 二 重 级 数 绝 对 收敛 , 那么 ， 级 数 各 项 的 先后 次 
序 可 以 重新 排列 ， 因 而 不 同 求 和 方式 得 到 相同 的 和 数 . 


43 A A Ak 
设 ux (z) (k = 1,2,…) 在 某 区 域 G 中 有 定义 如 果 对 于 G 中 
一 点 ww， 级 数 2 wr(zo) WEB, MIRR 2 w(z) 在 zo WCB 
反之 ， 如 果 > velco) 发 散 ， 则 称 级 数 2 vle) 在 za 点 发 散 ， 
如 果 级 数 2 u (2) 在 区 域 G 内 每 一 点 都 收敛 ， 则 称 级 数 在 G 


内 收敛 ， 其 和 函数 5(z) 是 G 内 的 单 值 函 数 . 
如 有 果 对 于 任意 给 定 的 e > 0, 存在 一 个 与 > 无 关 的 N(e), 使 当 
n > N(e) HY, [S(z)-— So wr(z)| <e， 则 称 级 数 2 u (z2) 在 G 内 一 
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显然 ， 一 致 收敛 的 概念 总 是 和 一 定 的 区 域 联系 在 一 起 的 . 
数 的 一 致 收 总 性 是 它 在 一 定 区 域内 的 性 质 . 
要 判断 一 个 级 数 是 否 一 致 收 策 ， 除 了 直接 运用 定义 以 外 ， 篆 
用 Weierstrass 的 M 判别 法 : 奎 在 区 域 G 内 jur(z)| <ar> ak 5z 
无 关 ， 而 Yo a WEB, MMS an (=) 在 6 内 绝对 而 且 一 致 收敛， 


练习 4.3 ge WEAR : 


(1) 级 数 2 3 绝对 收敛 ， 但 不 -- 致 收敛 ; 


一 致 收敛 ， 但 不 绝对 收敛 . 


2) 级 数 > 


n+ = 
一 致 收敛 级 数 具有 下 列 重要 性 质 : _ 
1 连续 性 MR uO) ECKER, BEY ul) 在 G 内 一 
致 收 化 ， 则 其 和 函数 5(2) = È ul) 也 在 G 内 连续 
证 to 为 G 内 一 点 ， 
|S(z) — S(zo)| 
= |S(z) — Sn(z) + Sn(z) — Sn(zo) + Sn(z0) — S(20)| 
< |S(z) - Sa (2)| + [Sn (2) — Sn (z0)| + 15(20) ~ Sa (20)l; 


根据 级 数 D ulz) 的 一 致 收敛 性 可 知 ， 任 给 @ > 0 ， 总 可 以 找到 
N(e)， 使 当 n > N(e) 时 ， 


IS(z)— Sanz) < 3 |S(z0) ~ Sn(zo)| < $. 
又 因 Sn(z) = So ur(z) 是 G 内 的 连续 函数 ， 故 对 于 同一 个 。>0， 
总 存在 6>0 ， 使 当 Iz — zo] < ô 时 ， 
\Sn(z) — Sn (zo)| < 


综合 以 上 结果 ， 就 得 到 : 对 于 任 给 的 < > 0 ， 存 在 5 > 0 ， 只 要 
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Iz 一 zo| <6， 就 有 
|S(z) — S(zo}| < €. 
S(z) 在 zo 点 连续 . 由 于 xzoeG 任意 ， 所 以 5(z) EG AES. OD 
这 个 性 质 告诉 我 们 ， 如 果 级 数 的 每 一 项 都 是 连续 函数 ， 则 一 
致 收敛 级 数 可 以 逐 项 求 极限 (或 者 说 ，“ 求 极限 ”与 “ 求 级 数 和 ” 
可 以 交换 次 序 ) ， 


lim ) ur(z) = > lim wx(z). (4.16) 
‘| 2426 Zz 29 
k=1 k=1 


2 逐 项 求 积 分 “ 设 C 是 区 域 G 内 的 一 条 分 段 光 滑 曲线 ， 如 
T(z) (k=1,2,.…) 是 C 上 的 连续 函数 ， 则 对 于 C 上 一 致 收敛 的 


级 数 过 ux(z) 可 以 逐 项 求 积分 


| YuE f wed (4.17) 
C k=1 k=1 VC 


证 根据 性 质 1 知 uxr(z) 是 曲线 C 上 的 连续 函数 ， 故 积分 
> ur(z)dz FETE, MA 
Ck=1 


| Da = J D ube)de+ 人 madz 
C k=] C k=1 C 


= uk(z)dz Rn(z)dz, 
> [ (2)d2 + [ (2) 
其 中 Rs(z) = S(z)- Sale) = S ulz). 根据 级 数 的 一 致 收敛 性 ， 


k=n+1 


对 于 任 给 的 e > 0, FFE N(e) >0， 只 要 n> N(e) ， 就 有 
|S(z) — Sn(z)| = |Ra(z)| < e. 


/ Rn(z}dz 
C 


< lesa) ldz < et 
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lie C 的 全 长 . 两 端 取 极限 ， 即 得 


lim Ra(z)dz = 0. 
Tt 一 00 C 


所 以 
f Smears lim > wej = 5 f ux(z)dz. O 
C po Gia E C k=] FC 


3. BAK SB (Weierstrass 定理 ) if ulz) (k = 1,2,---) EG 
中 单 值 解析 ， 2 u(z) ÆG P— BC, 则 此 级 数 之 和 f(z) EGA 


的 解析 函数 ， f(z) 的 各 阶 导数 可 以 由 > ul) 逐 项 求 导数 得 到 


FP (z)= S ae) (4.18) 
k=1 


求 导 数 后 的 级 数 在 G 内 的 任 一 闭 区 域 中 一 致 收敛 . 
证 ”证明 共 分 三 部 分 . 
(1) 证 明 f(2) = D ule) TE G 内 解析 
因为 ui(z) 解析 ， 故 根据 Cauchy 积分 公式 


wi lS) ac 
ml) = a Pos 
= uK(S) ac 
fle) = Dt) = mf oO) ag 
af Ewe (RA — Bue 
- 1 f 10, 
as = 
e 
(2) 证 明 可 以 逐 项 求 导数 . 


GAG 内 任 一 闭 区 域 ，C' 是 它 的 边界 ， 则 fie) EG 中 
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解析 ， 故 有 
jp)(z) 一 fO 


= at (Ge) pri 4 


= 2 Ti > urle T 一 cr 


p! uk (C) a (Py, 
Leh. Car Ti = yw 
(3) 证 明 级 数 2 uP 在 G 中 一 致 收敛. 


如 图 4.1 a 在 G 内 总 可 以 再 取 一 个 闭 区 域 G ” ， 使 得 C 
包含 在 G 内 . 4G 的 边界 C0’' 到 G 的 边界 C" 的 最 短 距离 为 5. 
取 z 为 G 内 一 点 CAC" ENB. 

由 上 面 的 性 质 2 ， 可 以 断定 ， 

3 uk(C) 在 边界 œ 上 一 致 收敛 ， 


即 对 于 任意 给 ene > 0， 总 存在 a 
N(e) ， 使 当 n > N(e) 时 ， 恒 有 
ood | G / 
XO (O)| <e, 
k=n+1 
\4] 4.1 Weierstrass 定理 
4 是 任意 正 整数 ， 于 是 ， 
n+q n+q 
wol- = aif, a ee ; 
k=n+1 


n+q 


-|Z 2 uk(C) pat (¢— Sn 


dc| 


E i 


< r- sari i. 1" yO" 的 长 度 . 
所 以 F ul? (2) 在 (G 内 的 任 一 闭 区 域 j 中 一 致 收敛 ， 口 
k=1 
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44 Æ 级 K 


ERB EEA HY OAR, HAN, 
》 cn(z ~a)"” = eo t+ei(z—a)+e2(z-a)’ 


四 十 …: 十 cn(z 一 Q) 十 …. (4.19) 

XE- PPA AY ORR, 也 是 最 基本 、 最 常用 的 一 种 函数 

项 级 数 . 本 章 先 讨论 只 有 正 攻 次 项 的 芋 级 数 ， 下 一 章 还 将 讨论 含有 
Si FER TH) FER RL. 

Abel( 第 一 ) 定理 ”如 果 级 数 = cn(z 一 Qa)" 在 某 点 zo 收敛 ， 则 


在 以 a 点 为 圆心 ，1zo 一 al 为 半径 的 图 内 绝对 收敛 IME |z-—al<r 
(r < }zo — al) 中 一 致 收敛 ， 
证 因为 Š ne-a" AE co WEL, BRE RL URE A 
lim cy (zo — a)" = 0. 


因此 存在 正 数 g ， 使 les(ze -aej"|<qg、，、 所 以 ， 


mT 


Jen (2 — a)"] = en( | mer 
=| <1 Bl [2 — al < [zo — al Bf, > zaj 收敛 ， 故 


Oo 


》 cn 人 z — a)" FEA |z -al < |zo 一 a| 内 绝对 收敛 .| (4.20) 


n=0 


而 当 Iz —a| <r <|zo — al BY, 


len(z-a)"| <q 


HOT To ic, Be 


re 一 qd 


cn(z — a)” ÆR z -al <r (r< |z — a) F— BO. | (4.21) 


70 


推论 ARH 2 cn(z 一 a)" 在 某 点 zi AR, MER |z- a| = 


lz — a| 外 处 处 发 散 . 
证 用 反 证 法 . GRR Do cn(z— a)” 在 圆 |z — a| = |zl —a| 外 


某 一 点 zo Wes, Mik Abel 定理 ， 级 数 必然 在 圆 1z -al=|z 一 al 
(lz2 -al > ja-a) 内 收敛 ， 与 原 设 矛盾 . 故 级 数 PO 在 圆 
Iz -a| =|z1 —a| 外 处 处 发 散 . O 

由 于 一 个 级 数 在 z FR LHR, BREEAM, Ba 
发 散 ， 二 者 必 居 其 一 . 因此 ， 对 于 宪 级 数 来 说 ， 就 出 现 了 这 样 的 情 
况 : 在 :> 平面 上 一 部 分 点 宪 级 数 收敛， 在 另外 一 部 分 点 医 级 数 发 
散 . 这 些 收敛 点 与 发 散 点 之 间 存 在 一 个 分 界线 . 根据 Abel 定理 , 这 
个 分 界线 一 定 是 圆 . CTH, MRAP RB. Wea 
半径 称 为 收敛 半径 .作为 特殊 情况 ， 收 敛 半径 可 以 是 0( 这 时 ， 收 
敛 贺 退化 为 一 个 点 . 除 z = a 点 外 ， 蜂 级 数 在 全 平面 处 处 发 散 ) ， 
也 可 以 是 oo( 这 时 收敛 圆 就 是 全 平面 ， 只 级 数 在 全 平面 收敛 ， 但 在 
oo 点 可 能 收敛 ， 也 可 能 发 散 ) . 

在 讨论 医 级 数 的 性 质 时 ， 首 先 应 当 求 出 收敛 圆 (收敛 半径 ) . 

RFRA IA, AAW ART: 

1. 根据 Cauchy 判别 法 ， 当 


1 
Jim lcn(z — a)” |Y <i B) |z-al< Jim jen|!/” 


RALA; 2 


ae 1 
lim |en(z 一 ar" >1 B |z-al> 
n= oo 


lim |cn|!/" 
n= 00 


MARR AE, FAN D cl- 0)” 的 收敛 半径 是 


71 


2. 根据 d'Alembert 判别 法 ， 如 果 


lim 
Cn (z Ti a)” 


noo 


= |z—a| lim 
n> 


存在 ， 则 当 
n+l 
lim Casi a 一 <1 ER |z-al< lim 2 
n= Cn(z — a)” Cn +1 
时 级 数 绝 对 收敛 ; 当 
wee n+l 
lim cee >1 ER |z-aj> lim = 
7m 一 CO Cn(z—a)” => | Cn+] 


HRR RA. AE, RAH > cn(z a)” 的 收敛 半径 是 


a, (4.23) 


这 两 个 求 收敛 半径 的 公式 各 有 优 缺 点 . Cauchy 公式 是 普通 成 
立 的 ， 而 d'Alembert 公式 则 是 有 条 件 的 (要 求 极限 lim |cn/en+l| 存 
T). 但 当 后 者 能 适用 时 ， 往 往 计算 更 简单 些 . 


R= lim 


n 一 06 


练习 4.4 CMRR > anz” 和 by bnz” 的 收敛 半径 分 别 为 Ri 和 


n=] 
Ro, writ FIFRA CEE : 
1) s (Qn 一 bn)z"; (2) > Anbn 2"; 
n=! n=] 
eae | A bn 
(3) > — z2”, ân Æ 0; (4) > =r an #0. 
n=1 Qn n=1 Gn 


FT FER 2 cn(z -a)" 的 每 一 项 都 是 2 的 解析 国 数 ， Abel 


告诉 我 们 ， 宪 级 数 在 其 收敛 圆 内 任 一 闭 区 域 中 一 致 收敛 ， 因 
根据 4.3 节 ， 在 收敛 圆 内 ， 寡 级 数 代表 了 一 个 解析 函数 (或 者 
说 ， 寡 级 数 的 和 函数 在 收敛 圆 内 解析 ) ， 可 以 对 客 级 数 逐 项 积分 或 
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n=0 
= So [eat = za)" *'], (4.24) 
n=0 i 
n] OS, de-a)” 
I| Lee-a | 2n de 


= > cnt+1(n++1)(z—a). (4.25) 
=0 


前 面 说 过 ， 竹 级 数 在 收敛 圆 内 一 定 收 僵 ， 在 收敛 圆 外 一 定 发 
散 , 那么 , 对 于 收敛 圆 上 的 点 , 情况 如 何 呢 ? 回答 是 , EAL, 
级 数 可 以 收敛 ,可 以 发 散 ， 也 可 以 在 一 部 分 点 收敛 ,在 另 一 部 分 点 


发 散 ， 例 如 ， 
2 n 
ere 在 |z|= 1 上 处 处 收敛 ; 
下 在 |z|= 1 上 处 处 发 散 
1 十 二 二 二 在 |z|= 1 ERR 2 = 1 外 均 收 敛 ， 


而 在 z=1 点 发 散 . 
BÈ, RERIN, BRAKE LER EA. 特别 要 说 
BAM EL, RIE ST A, FERRO RE. 读者 容易 求 出 
上 面 三 个 级 数 的 和 函数 ， 可 以 验证 * = 1 点 是 它们 的 奇 点 . 


4.5” 含 参量 的 积分 的 解析 性 
4.3 节 中 有 关 函 数 级 数 解析 性 的 结论 ,也 可 以 用 来 讨论 含 参 基 
的 定 积分 和 无 穷 积 分 的 解析 性 . 为 此 , 先 讨论 含 参量 的 定 积分 所 表 
示 的 函数 . 
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定理 4.1 ik 
L f(t,z) & t fo z 的 连续 函数 ， te [a,b], z€G, 
2. 对 于 [a, 旭 中 的 任何 t 值 ，f(t,z) RG PHS EK, 


则 r= | f(t,z)dt 在 G 内 是 解析 的 ， H 


b 
F'(z) = f PEE) ae, (4.26) 


证 因为 f(t,z) EG 中 解析 ， 故 对 于 G 内 的 任何 一 点 z， 
Cauchy 积分 公式 成 立 ， 


rea = zi f Boa 
C 


= 


代入 F(z) 的 定义 ， eae (因为 z) 连续 ) ， 


= i Saç 
ddis [2 27i E- Fe z fn itt oal aç. 


这 是 一 个 Cauchy 型 积分 ， [ f(t, adt 连续 ， 故 F(z) 为 G 内 的 解 


Hrg. H 
-Afgr | [seat] a 


p 1 f(t,C) df(t, z) 
o Ext £ Sac at = [ Ma. D 


显然 ， 这 个 结论 也 适用 于 | f(t,z)dt ， 这 时 应 当 要 求 C 是 分 
段 光滑 曲线 ， 当 +t 在 C 上 变动 ，ze G 时，f(t,z) 是 1 和 z 的 连续 
函数 ,证明 的 方法 与 上 面相 同 . 

根据 定理 4.1 ， 并 应 用 Weierstrass 定理 ， 便 可 以 推出 含 参量 的 
无 穷 积 分 所 表示 的 函数 的 解析 性 . 

定理 4.2 ik 

1. f(t,z) È t fz 的 连续 函数 ，t>a，zE€G， 

2. MEM t >a, flt) A&G PHAM HK, 
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3， 积 分 f teaa 在 巨 中 一 致 收效 ， 即 任 给 = > 0 ， 存 在 
Tle), 4¥T2>T >Tle)#H, A 


T2 
f fea 
Tı 


则 F(z) = J ” f(t, zat 在 G 内 是 解析 的 ， 且 


<E, 


F'(z) = f PRED ae (4.27) 
证 任 取 一 个 无 界 序列 {an} 
ao = a4 < a2 < a3 L`: Llan < Angi 人 <, jim an = 00. 


令 un(z) = o f(t,z)dt ， 则 根据 定理 4.1 ， 可 知 un(z) 是 G 内 的 
单 值 解析 函数 ， 又 因为 
F(z) = 5 ün (2z) 


n=0 


在 G 中 一 致 收敛 ， 故 根据 Weierstrass 定理 ， 知 
F(z) = 》 ain(z) = I f(t, z)dt 
在 G 内 解析 ， 且 
F'(z)= X u,(z) = / oT at C 


Xt eS Bt ALS BY LIS Lah NIS: 

在 应 用 这 个 定理 时 , 需要 判断 无 穷 积分 (MRD ESAk 
敛 . 常用 的 一 个 判别 法 是 : 如 果 存在 函数 4(b), 使 得 |f(t,2)| < ott), 
2eG, 而且 J p(t)dt Wed, N J f(t, adt Æ G PAT A — 
致 收敛 

作为 含 参量 的 无 穷 积分 的 一 个 例子 ， 下 面 讨论 积分 


F(z) a] et cos 2zt dt. (4.28) 
0 
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这 个 积分 中 的 被 积 函数 显然 满足 定理 42 的 前 两 个 条 件 ， 而 且 因 为 
对 于 复数 >=z+i， 有 


| cos 2zt| = Vcosh’2yt — cos?2xt < cosh 2\yt| < e2lytl 
所 以 ， 对 于 > 平面 上 的 任意 一 个 闭 区 域 中 ， JIm :| < yo ， 十 是 ， 


—t2 — t? +2yot 
le cos 2zt| re TIE 


st 2 
一 下 2yot 
0 


Way, PRA SARA ICID (4.282) 一 致 收 和 你， 因此， 这 个 积分 作 
为 z 的 函数 ,在 > 平面 上 的 任意 一 个 区 域内 解析 . 更 进一步 ,就 有 


F'(z) = -f ee 2t sin 2zt dt 
0 


oc 20 2 
-22 | e * cos2zt dt 
0 0 


而 积分 


t? . 
=e sin 22t 


=.22F (2); 
解 这 个 微分 方程 ， 就 可 以 得 到 F(z) = Ce-: ， 其 中 常数 C 是 
C = F(0) = | edt = svi 
这 样 ， 最 后 就 得 到 


f e- cos 2ztdt = Ere. (4.29) 
0 


*4.6 Euler 求 和 公式 


对 于 收敛 级 数 ， 无 论 从 理论 上 或 实用 上 ， 重 要 的 问题 当然 是 
如 何 求 出 它 的 和 或 和 函数 . 从 原则 上 说 , 这 就 要 求 出 该 级 数 的 部 分 
M, 或 者 是 把 该 级 数 和 一 些 已 知 级 数 联系 起 来 . 这 需要 对 级 数 进行 
具体 的 分 析 , 而 且 也 只 有 在 少数 简单 的 情况 下 才能 够 实现 . 在 后 面 
几 章 中 , 我 们 也 还 要 陆续 介绍 一 些 级 数 求 和 的 技巧 . 但 在 一 般 情况 
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下 , 我 们 往往 只 能 进行 数值 求 和 ， 将 级 数 的 前 若干 项 相 加 ， 从 而 求 
出 级 数 和 的 近似 值 ， 只 要 精度 满足 要 求 就 可 以 . 

在 将 级 数 数值 求 和 (不 妨 限于 数 项 级 数 ， 对 于 函数 级 数 ， 可 以 
逐 点 求 和 ) 时 ， 级 数 的 收敛 速度 显然 是 一 个 重要 的 制约 因素 . MR 
级 数 收敛 得 很 快 ,不 多 几 项 相 加 就 可 以 达到 要 求 的 精度 ,那么 问题 
当然 就 十 分 简单 . 可 是 ,实际 上 往往 会 面临 另 一 种 情形 ， 即 级 数 收 
SU BAR. ney 要 求 级 数 


1 1 1 1 1 
ye = = A ya ig ge age (4.30) 
的 和 ， 如 果 多 许 误差 不 超过 10-! ， 便 至 少 要 将 前 10: 项 相 加 这 
种 收敛 得 慢 的 级 数 ， 往 往 是 交错 级 数 ， 


S (wn, Wn > 0, (4.31) 
n=0 
而 且 
Wn 
Wn > Wn+l, 一 人 1 
Wn+1 


纯粹 靠 级 数 的 各 项 彼此 抵消 而 逐渐 还 近 于 和 数 ， 
为 了 要 将 (4.31) 数值 求 和 ， 可 以 先 造 一 个 短 级 数 
f(z) = $ (-) wn", (4.32) 


1X PER HY ANERE. 级 数 (4.31) 的 和 ( 记 为 S) 就 是 
RRL (4.32) 在 收敛 加 上 2 = 1 点 处 的 值 f(1) . 用 1+z 乘 以 级 数 
(4.32) ， 就 得 到 


(1+ 2)f(z) = 一》 (-)"wnz"(l+2) 


n=0 
=wo(1 + z) — wiz(1 +z) + wez?(1+ z) 


— w32? (1 + z) + waz (1+ z)+ -> 
=w + (wo — wi)z — (wi — we)2z? + (we — w3)z? 


— (wa — wa)z 十 一 … 
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1 z = e A 
f(2)= 5+ Ta 》 (-)"2"Awn, (4.33) 


n=O 


其 中 Awn = Un -wn 是 将 级 数 (4.31) 中 各 项 去 掉 交 错 因 子 (-)" 
后 相 邻 两 项 之 差 ， 即 序列 {wn, n = 0, 1, 2.---} 的 一 级 差分 .现在 
(4.33) 式 中 出 现 的 新 级 数 仍 然 是 交错 级 数 的 形式 ， 于 是 ， 还 可 以 重 
get 

f= 5 — (we rs Ao) + (=) S(-)"2"A?wn, (4.34) 
其 中 A? wr = Wn — 2Wn41 + Wn42 是 序列 {wn, n = 0, 1, 2 .. -} 的 二 级 
差分 ， 如 此 继续 ， 就 能 得 到 


a 
fle) = Hs luo + TFs Au 


z a z E 
Ha) A (755) 全 wol 
之 ki n nak 
+() LO 2" A wa, (4.35) 


这 里 ， 我 们 不 去 讨论 这 种 做 法 的 合法 性 ， 或 者 说 ， 不 去 证 明 级 数 
(4.35) 的 收敛 性 . 回 到 原始 的 问题 ， 令 z = 1 ， 即 得 


a las ae 
+ (3) A 'wo + (3 ) i Awn (4.36) 


注意 2E 一 )"A*w 仍然 是 一 个 各 项 绝对 值 递 降 的 交错 级 数 , 这 样 ， 
就 得 到 了 Euler 的 求 和 公式 


l 1 1 
S = zwo 十 C) A? Wo + @) A? wWo 


E. (i) A‘ "wo + Re, (4.37) 


其 中 余 项 
l< (5 ) |t wo]. (4.38) 
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由 于 Euler 求 和 公式 中 要 求 各 级 差分 越 小 越 好 ， 而 一 般 交 钳 级 数 开 

头 若干 项 的 数值 变化 较 快 ， 因 此 ， 在 实用 上 ， 总 是 先 将 前 奉 干 项 直 

接 求 和 ， 再 对 剩 下 的 级 数 采 用 Euler 求 和 ， 这 样 效 果 会 更 好 . 
现在 就 用 这 个 方法 求 级 数 (4.30) 和 的 近似 值 ， 首先 有 (准确 到 

1077) 

—1)” 1 1 1 

Ratt AtB Vat 

— 0.7071068 + 0.5773503 一 0.5000000 + S’ 


s’ 


= 1 
= 0.3702435 + S$’, 


> C) _ 3 (~1)" 


Jasi Ara 


然后 ， 将 级 数 S 的 各 项 写 出 ， 并 求 出 各 级 差分 (MR 41). 
Euler 求 和 公式 ， 可 以 得 到 


2 
S= 5 x 0.4472136 + (5) x 0.0389653 


g o= 


按照 


1\° 1\* 
ig (5) x 0.0086815 + (5) x 0.0028088 


5 6 
+ (3) x0.0011271 + (Z) x 00005218 + R 
= 0.2346523 + Rr, 
7 
|R| < (5) x 0.002673 = 0.000021. 


所 以 ， 最 后 就 有 


表 


4.1 


mA naa ala 


10 


Wn 
0.4472136 
0.4082483 
0.3779645 
0.3535534 
0.3333333 
0.3162278 
0.3015113 


Awn 
0.0389653 
0.0302838 
0.0244111 
0.0202201 
0.0171055 
0.0147165 


Awn 
0.0086815 
0.0058727 
0.0041910 
0.0031146 
0.0023890 


ASwn 
00.0028088 
0.0016817 
0.0010764 
0.0007256 


Mun 


AŽwn 


Af wn 


0.0011271 0.0005218 0.0002673 
0.0006053 0.0002545 


0.0003508 


a ee ee 
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S ~ 0.3702435 + 0.2346523 = 0.6048958. 
Oc Bas EY) HER EL 

(1 - V2)2(1/2) = 0.604898 - -- 
其 中 ec(z) 是 Riemann ¢ 函数 .大 家 看 到 ， 误 差 只 有 2x 10°, M 
R: 的 估计 值 一 致 . 如果 直接 将 级 数 (4.30) es 则 必须 计 
算 2.5 x 10 项， 才能 达到 这 个 精度 . 


“4.7 发散 级 数 与 渐 近 级 数 


迄今 为 止 ,我 们 的 注意 力 都 集中 在 级 数 的 收敛 性 上 . 讨论 如 何 
判断 级 数 收敛 , 收敛 级 数 具 有 那些 性 质 ， 甚 至 还 具体 讨论 如 何 求 级 
数 的 和 . 但 是 ， 绝 不 要 认为 发 散 级 数 训 无 用 处 . 在 历史 上 , FES 
名 的 数学 家 都 研究 或 使 用 过 发 散 级 数 问题 ， 例 如 ， Stirling 在 他 的 
Methodus Differentialis (微分 法 ) 中 就 曾经 给 出 了 


1 
Inm! = ‘sh + 3 ln (m 十 >) 一 (m 十 = 十 5 ln(27) 


Bon (1/2) _ aaa 
ü ee Qn — Nn) (m+ 2) | i 
其 中 的 Bn(t) 是 和 Bernoulli 多 项 式 
ze" Bn (t) z” 
4s -二 ae (4.40) 


Stirling 只 用 级 数 的 前 几 项 就 能 计算 1g(1000!) 到 10 位 小 数 . 但 这 个 
级 数 是 发 散 的 ， 只 不 过 级 数 的 头 几 项 是 非常 迅速 地 减 小 的 , 所 以 不 
多 几 项 就 可 以 给 出 足够 好 的 近似 . Euer 还 曾经 讨论 下 面 儿 个 级 数 
的 “Aq” : 


1-14+1-—-1+4+1-141-14:::; (4.41) 
1-24+3-4+5—-64-—--:-; (4.42) 
人 二 (4.43) 
1 一 2 十 3! 一 4 十 5 一 6 十 一 …， (4.44) 


80 


利用 Euler 求 和 方法 ， 可 以 求 出 它们 的 “和 ”分 别 尽 
7 7 > 和 0.4008 ---. 
至 于 物理 学 家 更 不 排斥 发 散 级 数 , 事实 上 ,物理 学 中 广泛 使 用 的 所 
谓 渐 近 展开 常常 就 是 发 散 级 数 . 近代 物理 学 更 是 不 止 一 次 地 在 克 
服 了 发 散 困 难 后 而 发 展 到 一 个 更 高 的 水 平 . 问题 是 ， 从 数学 上 说 ， 
必须 在 收敛 级 数 的 和 的 概念 的 基础 上 ， 建 立 起 发 散 级 数 的 “和 ?的 
不 妨 再 仔细 分 析 一 下 级 数 (4.41) ， 它 的 部 分 和 序列 


Sn -> 1)" = = 5[1-( —1) | 
当然 是 不 收敛 的 ， 所 以 不 能 用 部 分 和 序列 的 极限 来 定义 它 的 和 . 


但 是 可 以 造 一 个 宕 级 数 。 
LY (4.45) 


它 的 收敛 区 域 是 |z| < 1. 上 面 的 级 数 (4.41) BEAT LA Be LE Kt ER 
数 (4.45) 不 合法 地 取 极 限 2 > 1 的 结果 .基于 这 样 的 理解 ， 应 当先 
求 出 第 级 数 (4.45) 的 和 函数 


> ) 2 = +z’ 
然后 就 把 这 个 和 函数 在 z — 1 时 的 极限 值 
1 


ise 2 
定义 为 级 数 (4.41) 的 “和 ”， 容易 验证 ， 这 样 定 义 的 “发 散 级 数 的 
和 ”和 上 面 用 Euler 求 和 公式 得 到 的 结果 一 致 事实 上 ， 这 个 发 散 
级 数 在 Fourier 的 Theorie Analytique de la Chaleur (中 译本 : 《 热 的 
解析 理论 》， 武 汉 出 版 社 1993 年 出 版 ) 一 书 中 就 曾经 得 到 过 . 他 在 
计算 Fourier 展开 时 ， 得 到 ( 见 该 书 中 译本 第 170 ~ 171 页 ) 


T sinh gx 


(s Sn 27 + L sin 37 ) 
一 = {singz — -si r+ >S Pam vee 
2 sinh x 2 3 


i . 1 . 
一 (sin x - qin 2e + 35 singe) 
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] 
十 (sine -3 gs Sinz + zz sin 3z — +- ) 


; 1 9 1 
一 (sinz 5 sin z+ = singe) + 


sin T sin 2r sin 3x 


但 结果 


n mm nn | 14H? 
fen = 1 时 并 不 成 立 ， 上 述 展开 中 sinz 的 展开 系数 a 不 可 能 表示 
成 这 样 的 发 散 级 数 ， 这 个 发 散 级 数 也 不 可 能 收敛 到 后 面 的 和 . 实际 
上 ,正确 的 结果 是 


1 a 1 
a, 二 axa | sinh z sin z dz = z’ 
恰恰 又 和 前 面 的 不 合法 的 计算 得 到 的 结果 一 致 . 

可 以 类 似 地 讨论 另外 几 个 发 散 级 数 ， 只 不 过 由 级 数 (4.43) 
(4.44) 造 出 的 万 级 数 PE ) 2" 2" A PNG "(n+ 1)! panne 
分 别 是 1/2 和 0， 而 级 数 (4.43) 和 (4. 4) By “<A” SU Ik A PER 
数 的 和 函数 在 收敛 圆 外 的 z = 1 点 的 值 . 

以 上 讨论 的 是 几 个 典型 的 发 散 级 数 . 在 一 种 特殊 的 限制 条 件 
下 ， 这 些 发 散 级 数 也 可 以 用 于 合法 的 计算 . 这 里 要 注意 ， 级 数 

1+0-14+14+0-141+4+0-1+4-::: (4.46) 
决 不 同 于 级 数 (4.41) . 级 数 (4.46) 的 “和 ”是 2/3. 在 一 般 情形 下 ， 
非 收 敛 级 数 的 正当 用 途 常常 是 渐 近 级 数 . 上 面 的 求 “ 和 ”规则 只 不 
过 是 在 这 种 背景 下 更 复杂 的 运算 过 程 的 缩写 . 

对 于 发 散 级 数 建 立 了 这 样 的 基本 认识 后 ， 就 可 以 着 手 介 绍 渐 
进 级 数 (或 称 渐进 展开 ) 的 概念 了 ， 为 此 ， 先 要 介绍 有 关 的 几 个 符 
号 与 术语 

1. 记号 O 和 o. 设 f(z) 和 6(z) 在 zo 点 的 邻 域内 有 定义 ， 且 
o(z) #0, Æ z > zo 时 ， 
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f(z) AR, 


p(z) 
Wid A 
f(z) =O(b(z)), 当 z 4 20; 
ü f(z) 
a g(z) = 
则 记 为 


f(z)=0(0(z))， 当 z 20. 
2. 渐 近 序列 . 设 函 数 序列 {on(z)} TE zo 点 的 邻 域内 有 定义 ， 
H. olz), #0(zo 点 可 以 除外 ) ， 者 对 于 所 有 的 m， 有 
Pn+1(2) 一 oO(gn(z))， 当 z 一 zo, 
则 称 函 数 序列 {pn(z)} 为 z > zo 时 的 渐 近 序列 . 
3. 渐 近 级 数 . 若 当 z 一 zo 时 ， 对 于 每 一 个 mE, WA 


m 


f(z) - 》 anga (2) = 0 ($m(2)), (4.47) 


则 称 È andn (2) 是 函数 f(2) 相对 于 渐 近 序列 {gn(z)} KADER, 
记 为 _ 
f(z) ~ Do angn(z) (4.48) 


渐 近 级 数 的 定义 说 明 ， e 越 接近 z。， 有 限 和 》 an6n(z)( 称 为 
z = zo 时 f(z) 的 渐 近 近似 ) REF f(z) ， 它 区 别 于 通常 的 级 数 
展开 ， 例如 Taylor 展开 


N 


F(z) =Ñ anz" +, 


n=0 


后 者 是 z 点 固定 ， 而 级 数 的 项 数 越 多 越 准确 ， 
lim 区 > = 0. 
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特别 是 ， 在 渐 近 级 数 的 定义 中 ， 并 未 要 求 级 数 2 andn(2) 收 


KN. 渐 近 展开 级 数 可 以 CM A AS) 不 征收 敛 级 数 ， 因此 对 于 一 
定 的 * ， 并 不 能 通过 多 取 项 数 ( 即 增 大 N) 来 无 限制 地 改善 近似 程 
度 . 例如 ， 对 于 指数 积分 


Ei( 一 z) = 一 dt, xr > 0, (4.49) 


T 


用 分 部 积分 的 方法 可 以 得 到 
—Ei(— = -dt 


T t? 
= e 1_ 1 2 ( ) 
x zr r? r” 
C t 
n+1 e 
十 (一 ) nay f page dt. (4.50) 


容易 证 明 ， 它 的 余 项 | 

: acy “Ss 

inte r+? : gente 

因此 ， (4.50) 式 的 确 给 出 了 -Ei(-z) 在 zx > oo 时 的 渐 近 展开 ， 然 
而 ， 由 级 数 的 相 邻 两 项 的 比 


Un+l 
Un 


根据 Cauchy 判别 法 ， 立 即 知道 这 个 级 数 发 散 ， 而 且 ， 对 于 一 定 的 
z，-Ei(-z) 的 渐 近 近似 中 应 当 取 N sz 项 ， 可 以 得 到 最 佳 还 近 ， 
因为 在 此 之 前 ， 级 数 各 项 的 绝对 值 递 降 ， 而 在 此 之 后 ， 绝 对 值 及 而 
递增 ， 

渐 近 展开 不 同 于 Taylor 展开 或 Laurant 展开 , 还 在 于 渐 近 级 数 
通常 都 有 一 定 的 辐 角 限制 ， 即 渐 近 展开 只 在 一 定 的 辐 角 范围 内 成 
立山 .对 于 同一 个 函数 ， 在 不 同 的 辐 角 范围 内 ， 渐 近 展 开 的 形式 
当然 不 同 ; 即使 在 两 个 不 同 区 域 的 公共 区 域内 ,两 个 渐 近 展开 也 可 
以 有 明显 不 同 的 结 采 


© 这 时 关于 O 和 o 的 定义 以 及 渐 近 序列 的 概念 都 应 作 相应 的 修改 
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在 arg z 的 一 定 范 围 内 ， 一 个 函数 最 多 只 有 一 个 渐 近 展开 ; 也 
就 是 说 ， 渐 近 展 开 ， nies 是 唯一 HY 系数 由 
= lim f(z) - 过 andn(2)| (4.51) 


lim = mlz) 


决定 . 但 是 , ATA BY ee BE le] — TRA A A A E TE 
F. 例如 ， 如 果 当 |argz|<a<7/2， M |z| > œ 时 有 


J(z] ~ $ angn(z) + 


n=0 


ae J(z)+e*, RA 


J(z)+e “~ Lantta) +: 


如 果 要 讨论 扇形 区 域 a < argz< PB 中，z 一 œ 时 的 渐 近 展 
开 ， 最 简单 的 渐 近 序列 是 {9(z)z-"} ， 其 中 8(z) 在 z 9 œ 时 的 行 
为 已 知 ( 它 就 决定 了 扇形 区 域 的 辐 角 范围 ) ， 


f(z) ~ $(2) 》 anz”, (4.52) 

而 把 . 
na ~ >》 Anz” (4.53) 

n=0 


ATE ER BUA SUE ALB AE AE ER. Ole, 
当 z 一 00 时， 在 a <argz<B8 中 有 


f(z)~ Ý anz”, glz) ~ Do baz”, 
n=0 n=0 


则 根据 渐 近 级 数 的 定义 ， 可 以 证 明 : 
1. Af(2)~ AY anz™, 4 为 常数 ; 


2. f(z) 十 9(z) ~ Dilan thn )2 "i; 


85 


3. f(z) glz) ~ (= anba-a ) r 
k=0 


n=O 
其 中 di = lim z fon 可 =-% 
= tee legate 


此 外 ,看 |z| > RET f(z) 连续， 则 当 |z| > RET 
F(z) = J K 一 ao 一 ait” |at: 
若 在 区 域 G : |z| > R,a < argz< 8 P f(z) 解析 ， 且 在 G 所 含 的 
任 一 闭 扇形 中 ， 当 z 一 co 时 ， 对 arg: 一致 地 有 
f(z) ~aotaiz | 十 aaz 十 asz 3 十. 
MEG 所 含 的 任 一 闭 扇 形 中 ， 当 z 一 co 时 ， 对 ag: 一 致 地 有 
f(z) ~ -a,27? — 2agz7* — 3a3z74 +++. 
有 关 求 渐 近 展开 的 具体 方法 ， 请 参阅 有 关 著 作 ， 例 如 
e A. Erdélyi, Asymptotic Expansions, Dover, New York, 1956. 
e N. G. de Bruijn, Asymptotic Methods in Analysis, North-Holland 
Publishing Co., Amsterdam, 1958. 
e H.Jeffreys, Asymptotic Approximation, Clarendon, Oxford, 1962. 
e R. B. Dingle, Asymptotic Expansions: Their Derivation and In- 


terpretation, Academic Press, London, 1973. 
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PAE 解析 函数 的 局 域 性 展开 


5.1 解析 函数 的 Taylor 展开 


前 面 我 们 看 到 ， 一 个 寡 函 数 在 它 的 收敛 圆 内 代表 一 个 解析 郴 
数 . 现在 ， 我 们 要 提 一 个 相反 的 问题 : 如 何 把 一 个 解析 函数 表示 成 
FRZ? 

定理 5.1 (Taylor) RAŽ f(z) 在 以 a 为 圆心 的 圆 C 内 及 C 
上 解析 ， 则 对 于 圆 内 的 任何 z 点 ， f(z) RAR A (或 者 
说 ， f(z) 可 在 a 点 展开 为 宪 级 数 ) 


f(z) = So an(z-2)", (5.1) 
n=0 
其 中 
_ 1 IO: gx fe) 
toa P Gaal ae (5.2) 
C 取 逆 时 针 方向 中 . 
证 根据 Cauchy 积分 公式 ， 对 于 圆 C 内 任意 一 点 z， 有 
_ 工 《AGO 
有 ee -dC. (5.3) 
但 是 ， 
1 1 1 Go fz-a\" 
rial ens oat rt) 
此 级 数 在 | 一 =| <r < 1 的 区 域 中 一 致 收敛, 因此 可 以 逐 项 积分 ， 


O 以 后 的 力道 积分 ， 除 特别 说 明 的 以 外 ， 均 为 逆 时 针 方向 . 
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f(z) = 元 ou 


2 f(D) 
7 > [anf (¢ —a)"+! aç (ema 


= a —a)”, 
a (Oy f° 4 
ý 元 A (C0) year n! ` 


对 于 这 个 定理 ， 需 要 作 以 下 说 明 : 

1. 定理 的 条 件 可 以 放宽 ， 只 要 f(z) 在 C 内 解析 即 可 这 时 对 
于 给 定 的 x， 总 可 以 以 a 为 圆心 作 一 圆 C', 把 z 包围 在 圆 内 . f(z) 
在 C' 内 及 C' 上 是 解析 的 ， 于 是 有 

fjs acad , 


n=0 


_ Fa) 
On Oni ae (C= Sora onl 


2. 这 里 Taylor 展开 的 形式 和 实 变 函数 中 的 Taylor 公式 相间 ， 
但 是 条 件 不 同 ， 在 实 变 函 数 中 ， f(z) 的 任何 阶 导 数 存 在 ， 还 不 足 
以 保证 Taylor 公式 存在 (或 Taylor 公式 收敛 ) ， 在 复 变 函数 中 ， 解 
析 的 要 求 (实际 上 是 很 高 的 要 求 ) 就 足以 保证 Taylor RUM. 

3. 收敛 范围 Roe f(z) 的 离 a 点 最 近 的 奇 点 ， 则 f(z) 在 
F] |z- a| < |b—al 内 处 处 解析 ， f(z) 可 以 在 圆 内 展开 为 Taylor 级 
数 (或 者 说 ， Taylor 级 数 在 圆 |z -al < 15 一 a| 内 收敛 ) . 这 就 是 说 ， 
f(z) 的 Taylor 级 数 收敛 半径 不 小 于 b-a. 另 一 方面 ， 收 纹 半 人 径 一 
般 也 不 能 大 于 一 a| ， GW, b RRA AEWA, E RR 
在 收敛 圆 内 处 处 解析 ， 与 上 点 为 奇 点 的 假设 矛盾 (除非 b 点 是 可 去 
奇 点 ， 见 5.5 节 ) BPW, RAR, HOOK R= b-a. BH 
f(z) 的 奇 点 完全 决定 了 Taylor 级 数 的 收敛 半径 .例如 
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T -> ye. elt (5.5) 


PRY GPS z _ 二 就 决定 了 Taylor RAHI ACETE R= [ail <1 
而 在 实数 范围 内 ， Taylor REA I A BE ez EH 
联系 就 难以 讨论 . = 


“So -£c et, Sheet, 


我 们 就 难以 理解 收 伍 半 径 为 何 是 1 ， 因 为 函数 1/(1 42?) 在 整个 实 
轴 上 都 是 连续 可 导 、 并 且 任 何 阶 导 数 都 是 存在 的 ! 
4. Taylor 展开 的 唯一 性 ”给 定 一 个 在 圆 C 内 解析 的 函数 ， 则 
它 的 Taylor 展开 是 唯一 的 ， 即 展开 系数 a 是 完全 确定 的 . 
证 假定 有 两 个 Taylor 级 数 在 圆 C 内 都 收敛 到 同一 个 解析 函 
数 f(z) ， 
f(z) = a0o+ai(z—a)+as(z—a) +- +an(z- a)” +- 
= ab +ai(z—a)+ablz—-a)} +---+a,(z-a)"+---. 
取 极 限 >-*a ， 则 由 于 级 数 在 C 内 的 任 一 闭 区 域 中 一 致 收敛 ， 故 有 
逐 项 微 商 ， 再 取 极 限 > 一 ao ， 又 得 
如 此 继续 ， 即 可 证 得 
An = Gn, n=0,1,2,.--. O 
Taylor 展开 的 唯一 性 告诉 我 们 : (1) 不 论 用 什么 方法 ， 得 到 的 
f(z) 在 同一 个 圆 内 的 Taylor 展开 是 唯一 的 . 因此 ， 不 一 定 要 用 求 导 
数 的 办 法 定 展开 系数 . (2) 如 果 在 同一 点 展开 的 两 个 Taylor 级 数 
相等 ， 则 可 以 逐 项 比较 系数 . 这 里 要 强调 ， 必 须 是 在 同一 点 展开 的 
两 个 Taylor 级 数 相等 ， 才 可 以 逐 项 比较 系数 . 同一 个 函数 在 不 同 点 
展开 得 到 的 两 个 Taylor 级 数 , 即使 有 公共 的 收敛 区 域 , 也 不 能 直接 
比较 展开 系数 . 
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5.2 Taylor 级 数 求 法 举例 


求 Taylor 级 数 的 方法 很 难 一 一 罗列 . A op HE 
见 的 方法 . 

作为 整个 问题 的 出 发 点 ,对 于 基本 初等 函数 , 应 当 利用 系数 公 
式 求 出 展开 系数 . 由 于 公式 的 形式 和 实 变 函 数 中 完全 相同 ， 因 此 ， 
i E a 


e7 siteto ar +24. -Di 2 |Z) eq, (5.6) 
sinz = eu oe = 3 S e |z| < co (5.7) 
2i = (2n +1)! i i 
cosz = re = > CO |z| < co (5.8) 
2 = (2n)? i 
ae | 
下 二 这 一 2, ; |z| <1. (5.9) 


对 于 其 他 函数 ， 总 是 尽量 利用 这 些 已 知 的 结果 例如 
oo aye "=U yee. |z| ke (5.10) 
有 理 函 数 总 可 以 用 部 分 分 式 的 方法 化 为 更 简单 的 形式 ， 例 如 


oO OO 
1 1 2 
一 一 -一 一 = 一 一 一 = — aa Oy, 22)" 
1 — 3z + 22? T 1 2 > z) 
= 1 
= A (2+! — 1) 2”, lal< 5 (5.11) 


SRS E A RE SO REREUT, 从 而 可 以 容易 
地 求 出 其 Taylor 级 数 . 例如 


1 d 1 dwn a 
foe ee A 


n=0 


= Som = = Pa t 1)”, g |z| <1. (5.12) 
n=0 


如 果 一 个 函数 可 以 表示 成 两 个 (或 几 个 ) 函数 的 乘积 ， 而 每 一 部 分 
的 Taylor 展开 比较 容易 求 出 时 ， 则 可 以 采用 级 歼 相 乘 的 方法 . 例如 
1 1 


1 二 3z 二 222 ”1 二 > ma oe 


= P (2H 1)", [I< mi (5.13) 
FA TAAL EM A AERTS, 故 级 数 相 乘 是 合法 的 ,乘积 在 两 
收敛 圆 的 公共 区 域内 仍 绝 对 收敛 . 
在 上 述 这 些 方法 都 不 太 适 用 时 ， 还 可 以 采用 待定 系数 法 . 
例 5.1 求 tanz 在 z=0 的 Taylor 展开 . 


解 由 于 tanz ERKA, KEE z = 0 的 Taylor 展开 应 只 有 
aT KE, 


oo r 
2k41 sin 之 
tan z = ) QAk+12 F = —, 
i cos z 


i > , 2k+1 
sin z = COSZ、 02k+412 F à 


© 


n=0 {=0 k=0 
OO Ti ( n-k 
m 2n 4+1 
= Q2k+1 | È 
PD Be 
n=0 k=0 


WER, BG 


n 


> (aa ne 
人 一 (2n — 2k)! Rt 


所 以 
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n=: wan 
n=1 Piaget fice 
2 6” 3 
这 三 2 Zi ~a3 + a5 a eE 
24 2 120 15 
因此 ， 有 


tanz 一 2 十 eee ae Aa 
7 3 15 315 


从 tanz 的 奇 点 可 以 判断 ， 级 数 的 收敛 半径 应 为 x/2. 
应 用 待定 系数 法 ， 能 得 到 系数 之 间 的 递 推 关系 ， 从 而 逐个 求 
出 展开 系数 ， 但 一 般 很 难 求 出 级 数 的 通 项 公式 ( 即 展开 系数 an 的 
解析 表达 式 ) . 然而， 如 果 我 们 只 需要 求 出 级 数 中 的 某 一 项 或 某 几 
项 系数 ， 待 定 系数 法 还 是 可 取 的 方法 之 一 : 
多 值 函 数 的 Taylor 展开 对 于 多 值 函 数 ， 在 适当 规定 了 单 值 
分 枝 后 ， 即 可 像 单 值 函数 那样 作 Taylor 展开 . 
例 5.2 RAHM (1 + 2)° 在 z=0 的 Taylor RA, 规定 
z =0 Wf (14+2)%=1. 
解 我 们 可 直接 求 出 函数 (+2) 在 z=0 点 的 各 阶 导 数值 ， 
f(0) =1, 
fO) =a (1 十 a oe =a, 


f0) =a(a— 1) (+a 一 | a =a(a—}), 


f™ (0) =al -1a - 2)---(a-—nt1) 027] 


=a(a—1)---fa-n-+l]), 


因此 
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(1 十 2)”=1 十 az 十 Mom ty... 


+ Moreton nt Dry. 


一 E 2” (5 14) 
È n i l 
n =0 


o) -1 和 (2) _ D 
称 为 普遍 的 二 项 式 展开 系数 . 
级 数 的 收敛 区 域 , 还 要 视 割 线 的 作法 而 定 . 收敛 半径 等 于 z=0 
到 割 线 的 最 短 距 离 , 所 以 , 最 大 可 能 的 收敛 区 域 是 |z| < 1, R=1. 
例 5.3 KLAX In(1+z) Æ z = 0 的 Taylor BH, Me 
ln(1 + 2 0 


解 在 上 述 规定 下 ， 函 数 In(1 +2) 可 表示 为 定 积分 ， 因 此 
In(1 + 2) = | ae | S 0 (-)"2"dz 
= >》 (=-)" 2 9 二 > = A 
n=0 


=>. i Me (5.15) 
WN RI Be AGAVE. 收敛 半径 等 于 z = 0 SIAR E 
离 ， 最 大 可 能 的 收敛 区 域 是 |z| <1，R=1. 
在 无 穷 远 点 的 Taylor 展开 MRAK f(z) 在 z = co 点 解 
析 ， 则 也 可 以 在 > = co 点 展开 成 Taylor 级 数 . 
什么 叫做 f(z) 在 co 点 的 Taylor 展开 呢 ? 就 像 f(z) 在 co 点 解 
析 的 概念 那样 ， 所 谓 f(z) 在 oo 点 展开 成 Taylor 级 数 ， 就 是 作 变换 
z 二 1/t ， 而 将 f(yt) 在 上 =0 点 展开 成 Taylor RW. [WA f(1/t) 在 
t=O 点 解析 ， 故 
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1 

f (+) = ag + ait + act? +. 十 ant 十 …， | 上 < r; (5.16a) 
Qn 1 

f(z) = aot + S44 Bae, Jz] > z (5.16b) 


值得 注意 的 是 ，f(z) TE co 点 的 Taylor 级 数 中 只 有 常数 项 及 负 
FI, RAER M, MAWE |z > 1/r ， 也 就 是 说 ,级 数 在 以 
ce 为 圆心 的 某 个 圆 内 收敛 . 


5.3 解析 函数 的 Laurent 展开 


一 个 函数 除了 可 在 解析 点 作 Taylor 展开 外 ， 有 时 还 需要 将 
ETE AY ABE RFP ERAN. XAT REGS Laurent 展开 . 

定理 5.2(Laurent) BRAX f(z) 在 以 b 为 圆心 的 环形 区 域 
Ri < |z -b| < R 上 单 值 解析 ， 则 对 于 环 域内 的 任何 z 点 ， f(z) 可 
以 用 宕 级 数 展开 为 


Oo 


2) = 5 an(z — 6b)", Ri < |z — b| < Ro, (5.17) 


中 二 一 OO 


其 中 
Stalin caine (9) 
~ 27i Jo (C—b)"t+! 
C 是 环 域内 绕 内 圆 一 周 的 任意 一 条 闭合 曲线 ( 见 图 5.1) . 
证 将 环 域 的 内 外 边界 分 别 记 为 Ci 
Al Co, WAR TES EM KAY Cauchy 积分 


Lf My 1 f 104 


dÇ, (5.18) 


a 1@=af 72 | {Oa 
图 5.1 Laurent 展开 对 于 C: sa ook 可 以 人 
结果 ， 
ei o Ses 
2ri Ca 6 一 2 ge a |z — b| < R2, 
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_ l FO) 
= 2ri a (Cyr de 
对 于 C1 上 的 积分 


271 œa 7z Ori C, ae (C 一 pa 


= af, SOE # 


> a a te mmf, FOC — b)*d 


令 —-k-l=n, EE 则 


_ t GO 
ot er i er Gos 


Zz 


= 3 Qn(z — 6)", |z -b| > Ra, 


其 中 


把 两 部 分 合并 起 来 ， 就 有 
f(z) = >》 an(z—b)", Ry <|z—b| < Ra, 


从 二 一 OO 


二 
on = rh br 


这 里 把 系数 an 公式 中 的 积分 围 道统 一 写成 了 C . (为 什么 能 这 样 
做 ? ) 这 个 结果 称 为 函数 f(z) 在 环 域 Ri < |z 一 6| < R: AW Laurent 
展开 ， 其 中 的 级 数 称 为 Laurent RW. O 

对 于 上 面 的 结果 ， 也 需要 作 一 些 补充 讨论 : 

1. 和 Taylor 展开 一 样 ， 本 定理 的 条 件 也 可 以 放宽 为 f(z) 在 
Ri < |z -b| < Ro 内 单 值 解析 . 
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2. 对 于 Laurent 展开 来 说 ， 系 数 (即使 是 正秋 项 的 系数 ) 

an # AFM), 

3. f(z) ZEA C 中 不 解析 . 一 般 说 来 , TEC, 上 是 有 奇 点 的 . 
至 于 4 点， 可 能 是 JO) 的 奇 点 ， 也 可 能 是 Ae) 的 解析 点 . 

如 果 5 点 是 Ci 内 的 唯一 奇 点 ， 则 Ci 可 以 无 限 缩 小 ， 收 伍 范 
转 就 变 成 0 < |z -中 < 及， 这 时 就 得 到 f(e) 在 孤立 奇 点 的 邻 域内 
的 Laurent REFF. 

同样 ， 外 圆 Cs 的 半径 也 可 以 为 vo ， 甚 至 在 ce 点 也 收敛. 

4. Laurent RITA ERM, MARR. ERMER C 内 
(lz 一 6| < R2) 绝对 收敛 , 在 Cs 内 的 任意 一 个 闭 区 域 中 一 致 收敛 ， 称 
为 Laurent 级 数 的 正则 部 分 ; REMER C1 外 (|z 一 6| > Ri) 绝对 收 
BM, 在 Ci 外 的 任意 一 个 闭 区 域 中 一 致 收敛 ,， 称 为 Laurent 级 数 的 主 
要 部 分 .两 部 分 合 起 来 , 就 构成 Laurent RW, 在 环 域 Ri < |z-bl < Re . 
内 绝对 收敛 ， 在 环 域内 的 任意 一 个 闭 区 域 中 一 致 收敛 . 

当 Ri =0 时， Laurent 级 数 的 主要 部 分 就 完全 反映 了 f(z) 在 
z 二 b 点 的 奇异 性 . 

5. Laurent 展开 的 唯一 性 ” f(z) 在 环 域 RI < |z-b| < R? 
内 有 两 个 Laurent RA, 


f(z) = > a-o) = > alzo. 


两 端 同 乘 以 (z — 6) ) ， 沿 环 域内 绕 内 圆 一 周 的 任 一 围 道 C 积分 
(这 两 个 级 数 在 围 道上 显然 一 致 收敛 , 因而 可 以 逐 项 积分 ) ， 则 由 于 


$ (2 — b)" Tt dz = 2ri dng, 
C 


故 有 ax = a ， 因为 天 任意 ， 故 有 

ak = ah, k = 0,+1,+2,---. (5.19) 
即 证 得 Laurent 展开 的 唯一 性 . 它 告诉 我 们 : 如 果 两 个 Laurent 级 数 
在 同一 环 域 处 处 内 相等 ， 则 对 应 项 系数 相等 ( 即 可 以 比较 系数 ) . 
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5.4 Laurent 级 数 求法 举例 


K Laurent 展开 , LA BRA AOR AR (这 时 要 计算 围 道 积 
分 , 一 般 是 比较 麻烦 的 ) . 但 是 ， 由 于 函数 在 给 定 环 域内 的 Laurent 
展开 是 唯一 的 ， 因 此 ， 不 论 用 什么 方法 ， 只 要 得 到 了 在 这 个 环 域 
内 收敛 到 f(z) 的 宪 级 数 ， 那 它 就 一 定 是 f(z) 的 Laurent 展开 . 所 
Li, Taylor 展开 中 讲 过 的 方法 ， 以 及 有 关 的 结果 ， 都 可 以 应 用 来 求 
Laurent 展开 . 

例 5.4 求 Gop 在 0<|z|<1 内 和 |:| >1 内 的 展开 式 . 


解 -在 0<|z|<1 内 的 展开 形式 一 定 是 OY anz". 


z(z-1) 人 
所 以 _ 
Ca 3 a = 12i 
E 0<ļz|<1. 
也 可 以 用 部 分 分 式 的 方法 : E g 


T 1) 在 |z| > 1 内 的 Laurent 展开 形式 也 是 > auat 


n= 一 Oo 


1 1 1 1 一 ln A, 
PP 7 (3) m2 i BE i 
之 

在 这 里 ， 我 们 看 到 ， 同 一 个 函数 在 不 同 的 区 域内 的 Laurent 展 
开 是 很 不 相同 的 . 1/z(z — 1) FE0 < [z| < 1 AB Laurent 展开 只 有 
一 个 负 守 项 ， 而 在 |z| > 1 内 的 Laurent 展开 有 无 穷 多 个 负 帮 项 ， 但 
ANZ A ERM. 

例 5.5 用 待定 系数 法 求 cotz XE z = 0 邻 域 内 的 Laurent 展 
F. 
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解 待定 系数 法 只 能 用 于 有 限 个 负 寡 项 OER) 的 情形 . 


cot z = D bair T, (5.20) 


n=— 1 


(HHARE—TRREM, AAEE 5.5 PH.) 


. ont! 
cos z = sinz > borna h 


n 二 一 1 
A (=) on (- k+l 
2 Gail’ La Cea Dm a 
AA (-)' 2(k-+1) 
SS 
1 
k=0 [=0 (2k +1) 
B fers) n (—)r-! 本 
2 2 Gn -TD "| 7 
由 此 得 到 递 推 关 系 
1 
> Qn — 3 F oa = Gn)! ah) 
逐次 求解 ， 即 得 
这 乱用 b- = 1; 
1 1 1 
n=l: geo Ot = op bı = 一 一 3 
1 1 1 1 1 
n=2 可 0-: 37 + 7b = rE b3 45° 
1 1 1 1 1 2 
n= 3 70-1 sb 十 5103 — 7705 = 6! bs = ~ 945% 
所 以 
ae ee eee (5.22) 


37a O45 
根据 cotz 的 奇 点 分 布 ， 可 判断 此 级 数 的 收敛 范围 为 0< |z <r 
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本 题 还 可 以 采用 级 数 除法 . 


1 1 
cotz = —— = — 
tan z 1 3 2 5 17 7 
sa + Ts? + 3557 + 
过 1 
1 2 
1 =z? — 一 -一 
下 本 “157 + ana +. 


1 Es iT a A 
| 
=| (3* + 

2 


1 4 By 17 & -3 
+ (32 UET + 3157 十 : 


+ (3 + S44 obo + ) -+ 
3 15 315 
_1[_ 1,2 (- 亏 5) 2 
a E 37 TA as gy” 
+- txixa) t] 
315 3 15 27 


例 5.6 KAZ In = 
数 展开 . 

E 本 题 中 指定 的 展开 区 域 是 环形 区 域 , 所 以 ， 如 果 能 作 顺 级 
数 展开 的 话 ， ies Laurent 级 数 . 

函数 In 一 = 有 两 个 枝 点 : z=1 和 z=2, 故 在 环 域 1<|z| < 2 
内 不 可 能 作 ae EF. 

在 环 域 2 < |z| < co 内 ， 函 数 In < 7 是 单 值 解析 的 ， 但 仍 必 
须 明确 规定 单 值 分 棱 后 ， 方 可 作 Laurens 展开 例如 ， 者 规定 在 割 
线 上 岸 arg(z -2) —arg(z-l1)=7, W 

2 


之 一 上 上 |: 一。 


E 在 1<|z| <2 K 2< |e] < co AR 


In =Q. 
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二 Tens 
z 2\z 3 \z 

-1 31 ot hw, 22—11 (5.23) 
2 222 323 nm zn 


思考 题 ” 若 对 单 值 分 校 作 其 他 规定 ， 函 数 In —— 在 环 域 < |z| < oo 
内 的 Laurent 展开 和 (5.23) 式 有 何 异 同 ? 


例 5.7 K exp {= (t- 7)} LE 0<|t|<oo 内 的 Laurent 展开 . 
解 用 级 数 乘法 ， 因 为 
m zN t" 
ezt/2 = (=) 7 It] < oo， 
DG EG), <em> 
1=0 
所 以 
co 2 Sy 
T a aa (0 


= 》 Inlet". (5.24) 
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其 中 


OO 
(-) Gy = | 
DX iis 相生 


oi aye (5.25) 
3 il +n)! (=) , n=-1,-2,—-3,--- 
PRA n 阶 Bessel 函数 . 
如 果 无 穷 远 点 是 函数 f(z) 的 奇 点 ， 而 在 无 穷 远 点 的 邻 域内 音 


值 解析 的 话 ， 则 可 将 f(z) 在 oo 点 的 邻 域内 作 Laurent 展开 (有 时 就 
简单 地 说 成 在 oo 点 作 Laurent 展开 ) . 

所 谓 f(z) 在 oo 点 的 邻 域内 (co 点 除外 ) 单 值 解析 ， 就 意味 着 
作 变 换 t= 1/z ， 函 数 fL/ 在 t=0 点 的 邻 域 内 t= 0 除外 ) 单 值 
解析 ， 因 而 


f (>) = > ant”, 0< | 上 <r， (5.26a) 
f(z) = ` ane, < |z| < oo. (5.26b) 


这 里 的 收敛 范围 可 以 看 成 是 以 oo 点 为 圆心 的 一 个 环 域 . 

f(i/t) 的 Laurent RARER (包括 常数 项 ) 部 分 是 正则 部 
Sy, FREES MS. 因此 ， 完 全 对 应 地 ， 我 们 把 f(z) 在 z= cx 
点 邻 域内 的 Laurent 级 数 中 ，z RP A IEMA, MER 
称 为 主要 部 分 正 此 项 完全 反映 了 函数 f(z) 在 co 点 的 奇异 性 . 

上 面 的 例 5.4 和 例 5.6 的 第 二 种 情形 以 及 例 5.7 ， 也 都 可 以 看 
成 是 在 oo 点 邻 域内 Laurent EF- 


思考 题 求 f(z) = sinz Æ œ 点 邻 域内 的 Laurent EF. 
5.5 ” 单 值 济 数 的 孤立 奇 点 
设 f(z) ARR (或 多 值 郴 数 的 一 个 单 值 分 枝 ) b 点 是 它 
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的 奇 点 . 如 果 在 2 点 存在 一 个 邻 域 ， 在 该 邻 域内 ( 除 点 外 ) f(z) 
处 处 可 导 ， 则 称 为 f(z) 的 孤立 奇 点 . 

孤立 奇 点 的 例子 我 们 已 经 见 过 很 多 . 这 里 举 一 个 非 孤 立 奇 点 的 
例子 . 例如 ， 对 于 函数 1/ sin(1/z) ,显然 ，1/z = nx， Bl z=1/nz7, 
n = 0,41, 土 2,… 是 它 的 奇 点 . M z = 0 是 这 些 奇 点 的 聚 点 (极限 
点 ) : 在 z=0 的 任意 一 个 邻 域 中 ， 总 存在 无 穷 多 个 奇 点 ， 故 2=0 
是 非 孤 立 奇 点 . | 

如 果 z =b 是 单 值 函数 f(z) 的 孤立 奇 点 ， 则 一 定 存在 一 个 环 
MO<|z-b< R， 在 该 环 域内 ， f(z) 可 以 展开 成 Laurent 级 数 ， 


OO 


f(2) = Do a-o". 


这 时 可 能 出 现 三 种 情况 : 
1， 级 数 展开 式 不 含 负 竹 项 : b 点 称 为 f(z) 的 可 去 奇 点 ， 例 
W, z = 0 就 是 函数 


a (-)" 
sinz _ 一 jx 
De oe 


1 1 3 2 
= = cot z = 52 + ae 十 一 -z 十 .…， BB 
z 5 


2. 级 数 展开 式 只 含有 限 个 负 帮 项 : b ARN f(z) 的 极点 . 
3. 级 数 展开 式 含有 无 穷 多 个 负 咽 项 : 5 点 称 为 f(z) 的 本 性 奇 


下 面 分 别 讨论 函 数 在 三 种 奇 点 处 的 行为 . 

可 去 奇 点 ”由 于 在 可 去 奇 点 处 ， 级 数 展开 式 中 不 含 仙 虎 项 ， 
故 级 数 不 只 是 在 环 域内 收敛 , 而 且 在 环 域 的 中 心 , 即 可 去 奇 点 z=8 
处 也 是 收敛 的 . 这 也 就 是 说 ,这 时 的 收敛 区 域 是 一 个 圆 ， 圆 心 在 可 
去 奇 点 z=》， 级 数 在 收 全 圆 内 的 任 一 朵 区 域 中 一 致 收 仇 ， 因 而 其 
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lim f(z) = em an(z — 6)" = ao. (5.27) 
函数 在 可 去 奇 点 处 的 极限 值 是 有 限 的 . 当然 , 就 可 以 用 此 极限 值 作 


为 1(z) 的 定义 ， 
fl ) f(z), z # b; (5 28) 
TT | limfe) := 


这 样 得 到 的 f(z) 在 5 点 也 就 是 解析 的 了 .这 正 是 可 去 奇 点 这 一 称 
谓 的 由 来 . 
反 过 来 说 ， 如 果 z = 是 函数 f(z) 的 孤立 奇 点 ， 而 且 f(z) 在 
z = 的 邻 域 内 有 界 ， 则 > =b 是 f(z) 的 可 去 奇 点 . 
证 将 f(z) 在 :=6 的 邻 域内 作 Laurent 展开 ， 
f(z)= >》 an(z-8)", O<|z-d <p. 


nN 二 一 OO 


因为 在 圆 ipa f(z <M ， 所 以 


higi 17(z)| M 
2ri Jo eek 


se | 这 人 ial 
an = 0, n=-—1,-2,-3,---. O 
极点 ”函数 在 极点 邻 域内 的 Laurent RITA ART eM, 
f(z) = > an(z- 8)" 


n=-m 


pr 


| 


a—m(z—b)7" + a-mai(z b) Tt +... 


+a-ılz =b) ' +ao +ailz— b)+- 


(z —b)~™ [a-m +a—m4i(z— 6) + a—m42(z b) +-->] 

= (2-6) "9$(z), (5.29) 
olz) 在 >= 虽 点 及 其 邻 域内 是 解析 的 ， a-m #0. b AMERA f(e) 
的 m 阶 极 点 ， 显 然 ， 只 要 p-e BB), | f(z) 可 以 大 于 任何 正 
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ax, Bll 
lim fiz) = oo: (5.30) 
Ar, eR ATER Ab AY PR BREE co, BA, ARER A Mae ht 
无 界 的 . 
反之， 如 果 b 是 f(z) 的 孤立 奇 点 ， 且 lim f(z) = co, WW be 
f(z) 的 极点 . 
证 因为 lim f(z) = 00, K4 [2-0] <4 FY, 


>M O< z= 
即 


. 1 
aT = 0. 
Fy =~ "92 
其 中 lim g(2) #0, F g(z) 在 z=b 及 其 邻 域 内 解析 .所 以 
fla) = (2 -0 = (2 "(2). D 
从 这 里 还 可 以 看 到 ， 如 果 z = 是 f(z) 的 m 阶 极点 ， 则 必定 
是 1/f(z) 的 mm 阶 零点 .上 肥 之 亦 然 ， 利 用 这 个 关系 ， 可 以 帮助 我 们 
寻找 极点 . 
例如 ，z = nr 是 1/sinz 的 一 阶 极 点 ; z = 2kri, k =0, +1, +2,- 
是 1/(e: -1) 的 一 阶 极点 ; z=1 是 1/(z 一 1 的 二 阶 极点 . 
本 性 奇 点 ”函数 在 本 性 奇 点 邻 域内 的 Laurent 展开 具有 无 穷 
lS fe. 
如 果 > = b 是 函数 f(z) 的 本 性 奇 点 ， 则 当 z 一 时， f(z) 的 极 
限 不 存在 .更 准确 地 说 ， z 一 的 方式 不 同 ， f(z) TERERAA 
的 数值 .例如 ， z= 0 是 函数 
es =E). 0 < |z| < œ 


n=0 
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的 本 性 奇 点 ， 当 z 以 不 同方 式 趋 于 0 时 ， 就 有 不 同 的 结果 : 

e 当 >z 沿 正 实 轴 趋 于 0 时 ，e4 一 oc ; 

e 当 >z 沿 负 实 轴 趋 于 0 时 ，e 和 一 0 

o 当 z 沿 虚 轴 起 于 0 时， e' 不 趋 于 一 个 确定 的 数 . 
特别 是 ， 

© 当 z 以 序列 土 /2nx,n = 1,2,3, F 0 Ht, e 恒 为 1 
{因而 以 1 AAR); 

e 3 z 以 序列 土 /(2n +1)r, n= 二 0,1,2,3,… 趋 于 0 时 ，el 个 恒 
为 -1 (因而 以 -1 ŽARA); 

e 当 z 以 序列 土 /(2n +1/2)7, n=0,1,2,--- BFOR, e be 
为 Fi (因而 以 Fi 为 其 聚 点 ). 

捉 实 上 ， 可 以 证 明 ， 对 于 本 性 奇 点 > = 来 说 ， 任 意 给 定 一 
数 4( 有 限 或 co) ， 总 可 以 找到 一 个 序列 zn 一 5， 使 得 f(z,) 一 4( 不 
UE). 更 准确 地 说 ， 在 本 性 奇 点 的 任意 一 个 小 邻 域 内 ， 函 数 f(z) 可 
VAR (并 且 取 无 穷 多 次 ) 任意 的 有 限 数 值 ， 顶 多 可 能 有 一 个 例外 . 

无 穷 远 点 ” 像 以 前 一 样 ， 可 以 通过 变换 z = 1/t, FE f(z) 化 
成 fi/ Rite. St=O 点 是 f(1/t) 的 可 去 奇 点 ， 则 z= oo 点 是 
f(z) 的 可 去 奇 点 ; t=O 点 是 fA 的 极点 ， 则 > = cc 点 是 f(z) 
的 极点 ; 若 上 = 0 点 是 HL/ 的 本 性 奇 点 ， 则 z = ce 点 是 f(z) 的 本 
性 奇 点 ， 

例如 ，z = oe 是 1/(1+z) 的 可 去 奇 点 ; z =o 是 1+z 的 二 
阶 极点 ; z= co ke’, sinz, cosz, 的 本 性 奇 点 . 


练习 5.1 试 就 z= oc 点 是 f(z) 的 可 去 奇 点 、 极 点 、 本 性 奇 点 三 种 情 
形 ， 分 别 讨论 f(z) 在 z= oo 点 邻 域内 Laurent 展开 的 特点 . 


*5.6 Bernoulli 数 和 Euler 数 


这 一 节 中 介绍 两 个 重要 的 展开 式 . 


先 讨论 函数 


f(z) = -4 (5.31) 


TE 0 < |z| < 20 中 的 Laurent EF. 在 函数 f(z) 中 ， 分 母 的 地点 为 
22nn, n= 0, +1, +2,- , WP EIP 0 < |z| < 27 中 作 Laurent 展开 . 


但 是 由 于 
> _ z 
eal 22 23 
ea ener ier aa — ji 
1 z 
= 5 = oi aio of Oe t 
fal a2 2 
+ a 


因此 f(z) 在 0< le < 2r 内 的 展开 式 中 ， 实 际 上 并 没有 仙 贤 项 ， 级 
数 实际 上 在 整个 圆 域 |z| < 2 中 都 是 收敛 的 ， 换 句 话 说 ， > = 0 点 
是 f(z) 的 可 去 奇 点 . 

下 面 来 求 出 展开 系数 cn. 注意 在 上 面 的 展开 式 中 ， >z 的 奇 次 
PHRA- M KAF, EAA 
z eb repe e 

=a A 人 ) 


之 
ez 一 1 ez 一 1 2 


第 一 项 为 z 的 偶 函 数 ， 展 开 时 只 ae Ka. TE 
(-)?~? 2n 
e? (2n)! “Gar 
Bn PRA Bernoulli 数 ， 用 待定 系数 法 可 以 求 出 它们 . 为 此 ， 将 上 式 
改写 成 


o0 wai [n/2] = yt r 
a Be 2 (OR REI 
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所 以 
in/2] 


(-) (n+t+1)! TER 
2 (2k)\(n -2k 4 i * 0 


这 就 是 Bernoulli 数 的 递 推 关系 . 由 此 可 以 求 出 


| 1 1 1 
B, ~ 一 6" Bo on 30° B3 ee 42’ 
1 5 691 
B4 = an? Bs = AAJ , 
" 30° > 66 ° — 2730 
7 3617 
B+ 一 一 = 
A 0 
应 用 上 面 的 结果 还 可 以 得 到 许多 有 用 的 展开 式 ， 例 如 
, ， jz/2 一 i> /2 a 
之 z ize +e _ Bn n 
D003 一 交 e 一 2 , |z| < 27; 
z 2 A z | on 
Da ea eae ova ’ |z| < 7; 
—. 2(27" -1 | 
ZCSCZ sjo tm = 14 ee |z| < T. 


用 同样 的 办 法 还 可 以 得 到 


9e:/2 (一 ) 
i= eh = Do m FO B 
其 中 EE， PRH Euler RY 
Eo = 1， El = 1， E, = 5， E3 =61, 
See 
(2k)! 
> j! Dore = k21. (5.32) 


OO 
Se E 7 
练习 5.2 WEAR: secz = > Temo Jaz 5 
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“5.7 oR FOV ahh 


by SUE PR ae Rb EAT, MIA eR. eam BY PRAY LE 
z = 0 点 作 Taylor 展开 ， 得 到 的 Tavlor 级 数 一 定 在 全 平面 收敛 . 

Liouville 定理 (OL 3.6 节 ) 告诉 我 们 ， 一 个 在 全 平面 解析 的 函数 
(因此 足 整 函数) ， 若 : 一 co 时 有 界 ， 则 必 为 常数 ， 因此， 除了 筑 
数 这 种 特殊 情形 外 ， 无 穷 远 点 一 定 足 整 函 数 的 奇 点 . 

FWA DWE SARA. 获 极 点 的 阶 数 为 n, M 
函数 一 定 就 是 n 次 多 项 式 . 

无 穷 远 点 也 可 能 足 整 函 数 的 本 性 奇 点 ， 它 的 Taylor 级 数 中 有 
EFEMER. e, sinz 和 cos: 就 是 这 样 的 整 函数 . 

hn FS RATE AR ICS A, WPA, KP REN 
写成 ec) 的 形式 ， 其 中 的 o(z) th R Rr. 

除了 极点 之 外 ， 在 有 限 远 处 都 解析 的 水 数 称 为 亚 纯 函 数 . 在 
任意 一 个 给 定 的 有 限 区 域内 ， 一定 只 有 有 限 个 极点 (ATA?) . 
无 穷 远 点 可 能 是 亚 纯 消 数 的 常 点 或 孤立 奇 点 ， 也 可 能 号 亚 纯 也 数 
的 非 孤立 奇 点 (极点 的 聚 点 ) .如 果 限 于 无 穷 远 点 是 亚 纯 函数 的 季 
点 或 极点 的 情形 ,， 则 有 限 远 处 一 定 只 有 有 限 个 极点 . 设 这 些 极点 为 
ber = 12 大， 每 个 极点 的 阶 数 为 mm ， 丁 是 ， 这 时 的 亚 纯 函数 

z) 就 可 以 写成 


f(z )= = p(z) + SI J) (2 _ b, = r4 am = Ts i 


r=} 
+e telz by], (5.33) 
9(z) ARERR. MEE Liouville 定理 ， 可 以 斯 定 8(z) 一 定居 常数 
(无 穷 远 点 是 亚 纯 函 数 的 常 点 ) 或 多 项 式 (无 穷 远 点 足 亚 纯 函 数 的 极 
点 ) ， 这 样 ， 把 上 式 通 分 ， 就 能 看 出 ， 这 样 的 亚 纯 函 数 一 定 能 表示 
为 两 个 多 项 式 相 除 . 
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第 六 章 ”二 阶 线性 常 微分 方程 的 
FEAR SLA IZ 


6.1 二 阶 线性 党 微分 方程 的 党 点 和 奇 点 


在 数学 物理 问题 中 , 经 常会 出 现 一 些 二 阶 线性 常 微分 方程 . 这 
里 先 讨 论 齐 次 方程 ,这 是 因为 ， 一 方面 ， 非 齐 次 方程 的 通 解 原则 上 上 
可 以 由 相应 齐 次 方程 的 通 解 得 到 (例如 ， 通 过 常数 变易 法 或 其 他 方 
法 ) ， 另 一 方面 ， 从 下 面 的 讨论 可 以 看 到 ， 本 章 介绍 的 级 数 解 法 ， 
原则 上 也 完全 适用 于 非 齐 次 方程 . 二 阶 线性 齐 次 常 微分 方程 的 标 
准 形式 是 l 

SB tpe) E taleu = 0, (6.1) 

p(z) 和 q(z) 称 为 方程 的 系数 . 显然 , 方程 的 解 是 完全 由 方程 的 系数 
决定 的 . 特别 是 ， 我 们 将 看 到 ,方程 解 的 解析 性 是 完全 由 方程 系数 
的 解析 性 决定 的 . 

用 级 数 解法 解 第 微分 方程 时 ， 得 到 的 解 总 是 某 一 指定 点 zo 的 
邻 域内 收敛 的 无 穷 级 数 . 方程 系数 p(z), g(z) 在 zo 点 的 解析 性 就 决 
定 了 级 数 解 在 zo 点 的 解析 性 ， 或 者 说 ， 就 决定 了 级 数 解 的 形式 ， 
iun, Je Taylor 级 数 还 是 Laurent 级 数 . 

如 果 p(z), a(z) 在 zo 点 解析 ， 则 zo 点 称 为 方程 的 常 点 . 

如 果 p(z), g(z) 中 至 少 有 一 个 在 zo RAR, NW zo 点 称 为 方 
程 的 奇 点 . 

例 6.1 超 几 何方 程 

dow 


; dw 
2(1~2) 75 + [y-(1+a43)2]— — afw =0 (6.2) 
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的 系数 是 


p(z) = y- OU +a+ pz 和 


z(1 — z) gel 


在 有 限 远 处 ， p(z) 和 g(z ) 有 两 个 奇 点 : z= 二 0 和 z=1. 


ap 


z(1 一 2) 


所 以 ， 除 


了 z=0 和 z=1 是 超 几 何方 程 的 奇 点 外 ， 有 限 远 处 的 其 他 点 都 是 


方程 的 常 点 . 
例 6.2 Legendre 方程 
(ee ae +11 + 1)y = 0, 
在 有 限 远 处 的 奇 点 为 z= 士 1 . 


$356.1 已 知 二 阶 线 性 常 微分 方程 


d?w(z) at ) 
soa + P(2) + a(z)w(z) = 0 
的 两 个 线性 无 关 解 是 wi(z) 和 wlz), WHE: 
_ âk) 20 ) 
p(z} = Ala)” q(z) = TG 
其 中 
wi(z) wi (z) wy(z) me 
“A = l l ; A = 
wos) whey}? IPT wo) wife 
wi(z) w'!(z) 
Ag(z) =|! 
i w3(2) w3(z) 


6.2 求 二 阶 线性 常 微分 方程 ， 使 其 解 为 : 


(1) wi(2)= z, we(z) = e. 


(2) wi(z)=exp {=}, wale) =exp {=}. 


a ,a 
(3) wi(z) = cos 一 ， wel(z)=sin-. 
之 + 


~ 


(4) wi(z)= ———, WwW2(2) = 


z? 一 1 z2—1 


(6.3) 


要 判断 无 穷 远 点 > = co 是 不 是 方程 (6.1) 的 奇 点 ， 则 必须 将 方 


程 作 日 变 基 的 变换 > = 1/t .这 时 ， 
2 ， 
dw _ ae a 
az dt dz“ dt? dt 
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因此 ， 方 程 (6.1) BA 

dew 2 1 /1l\ldw 1 £1 

dt2 T E E 12? (F) dt + pd (=) w= 0. (6.4) 
如 果 t = 0 是 方程 (6.4) 的 常 点 ( 奇 点 ) ， 则 称 无 穷 远 点 z = co 是 方 


程 (6.1) 的 常 点 ( 奇 点 ) ， 这 就 是 说 ，+ = 0 ( 即 2 = 00) 为 方程 常 点 的 
条 件 是 


(7) = 2t+ azt +ast to, (6.5a) 
q (+) = batt +b5t? +---, (6.5b) 
即 
pi) = +S 4S4..., (6.6a) 
a2) = +t (6.6b) 
由 此 可 见 ， 无 穷 远 点 是 超 几 何方 程 和 Legendre 方程 的 奇 点 . 
6.2 ”方程 常 点 邻 域内 的 解 
首先 ， 我 们 不 加 证 明 地 介绍 下 面 的 定理 岂 . 
定理 61 ”如果 p(z) 和 gq(z) 在 圆 |z - zo < R 内 单 值 解析 ， 别 
在 此 贺 内 常 微分 方程 初 值 问题 
a + p(z) + q(z)w = 0, (6.7a) 


w(zo)=co, w'(zo) =c (co, 01 为 任意 常数 ) (6.7b) 
有 唯一 的 一 个 解 w(z) ， 并 且 we) 在 这 个 加 内 单 值 解析 . 
根据 这 个 定理 ， 可 以 把 w(z) 在 zo MEIRE |z- zo| < RAK 
开 为 Taylor 级 数 


w(z) = S ck(z — 2)". (6.8) 


Q 定理 6.1 RP WH 6.2, 6.3 的 证 明 ， 可 见 参考 书目 [2], SE 2.2, 
2.3 和 2.4 节 . 
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显然 ， 这 里 (z 一 20)° 本 (> 一 zo) ) 的 系数 co 本 ca 正好 和 初 值 条 件 一 
致 . a (6.7a) ， 比 较 系 数 ， 束 可 以 
求 出 系数 ex - 系数 ck(k = 2,3,---) 均 可 用 co, ei 表示 . 
我 们 还 是 通过 一 个 实例 来 说 明 具 体 的 求解 过 程 . 
例 6.3 K aa 方程 


dy d 
(1-2?) 54 - 2% +1(1+ 1)y = 0 (6.9) 


在 z=0 点 邻 域内 的 解 ， 其 中 ! 足 一 个 参数 . 
解 可 以 看 出 ，z =0 是 方程 的 常 点 ， 因此 ， 可 令 解 


y= So car". (6.10) 


k=0 


代入 方程 (6.9) ， 有 


(1-2?) 》 crk(k—1l)r ?2ry crkr +Ul+1) Ñ ea" = 0, 
k=0 


大 一 0 k=0 
整理 合并 ， 就 得 到 
5 fo + 2)(k + Venza — [k(k +1) -I(l + DJer ba" =t, 


k=0 
因此 ， 根 据 Tavlor 展开 的 唯一 性 ， 可 得 
(k + 2)(k + leno — [k(k +1) -ll+1))cr = 0, 
即 


人 a 
(RE 2Q(k+1) © REDI) | 


这 样 就 得 到 了 系数 之 间 的 递 推 关系 . 肥 复刊 用 递 推 关系 , 就 可 以 求 
得 系数 


Cn 


_(2n-l-2)(2n+l- Dy 
Mn — 1) 
_ (2n -1—2)(2n 一 ! 一 4)(272 十 1 一 1)(27 十 7 一 3) a 
2n(2n 一 1(2 — 2) (2n — 3) 


n—2 


n—4 


= (nh) 
ny). 
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x (2n +1 —1)(2n+1—-3)---(1+1). 
(2n -1! 一 1)(27 +1) 
(2n + 1)(2n) Es 


_ (2n — l- 1)(2n — l — 3)(2n + D(2n+l—- 2) 
(2n + 1)(2n)(2n — 1) (2n — 2) 


C2n+1 一 


So 1—1)(2n ~1—3)---(-l4+1) 
x (2n +1)(2n4+1— 2)--- (E+ 2). 
利用 T 函数 的 性 质 ( 见 9.2 7) 


T(z+1) = zI (2), 


Cn—3 


T(ztn41) = (z+n)(2z+n-1)- (2z +1)\T (2), 


可 以 将 C2n 和 C2m 十 1 写成 


l [+1 
or -rt 
[+1 


on Gale (1 “(44)” 
2 2 
92n T n- =)r n+i ! 
_ 2 
C2n4+1 = Cl 


所 以 ， Legendre 方程 (6.9) 的 解 就 是 


y(z) = coy: (x) + crya(z), 


i = gn e (n+) 
yi(z) = St) rE) E 
7 2 2 


l 


(6.12) 


(6.13) 


(6.14) 


(6.16) 


(6.17) 


(ns T (nt1+3) | 
SN See eg. (GAS) 


y(x) = Leek r(- =) r(i+5) 


2 


正如 定理 所 说 ， 任 意 给 定 一 组 初 条 件 co 和 c ， 就 一 定 可 以 求 
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出 方程 的 一 个 特 解 . 特别 是 ， 如 果 取 co = 1, ct =0 ， 就 得 到 特 解 
yi(z) ; 如 果 取 co = 0 cl = 1， 就 得 到 特 解 vl). 显然， 这 两 个 特 
解 yi(z) 和 yo(r) 是 线性 无 关 的 ， 从 这 两 个 线性 无 关 特 解 出 发 ， 就 
可 以 构造 出 方程 的 通 解 . 因此 ， 如 果 把 上 面 解 式 中 的 常数 cc 和 ci 
看 成 是 任意 登 加 党 数 ， 那 么 ， 上 面 得 到 的 就 是 方程 的 通 解 了 . 

在 上 面 求 得 的 特 解 中 ， ul) 只 含有 z HRK, yla) RE 
A r ST, Bl y(r) 是 zx RRR yle) 是 z WaT eR. 从 求 
解 的 过 程 来 看 ， 这 是 由 于 北 推 关系 中 只 出 现 系数 cx42 和 ec， 而 与 
Ck+1 ER, 因此 C2n 完全 由 CO 决定 ， C2n+1 完全 由 Cl 决定 . 从 根本 
上 来 说 ， 方程 的 解 的 对 称 性 (这 里 指 的 是 奇偶 性 ) ， 当 然 应 该 是 
FEA RT PVE RY BR. 事实 上， 在 Legendre HEPS r> -zx ， 就 有 

[1 一 (~2)’] ran = (2) ZE 2. (l+ 1)y(—2) = 0, 

即 仍 为 
(1— x”) a = 2z WO2) +i(l + 1)y(—2) = 0. 
这 说 明 ， 在 变换 z 一 -z 之 下 ， Legendre 方程 的 形式 是 不 变 的 . 
所 以 ， 如 果 y(z) 是 Legendre 方程 的 解 ， y(-z) 也 一 定 是 Legendre 
方程 的 解 . 因此 yli) yle) 也 是 Legendre 方程 的 解 . 我 们 知道 ， 
y(z)+y(—-2) 一 定 是 z 的 偶 画 数 ，y(z)-y(-z) 一 定 是 zx WAAR. 

通过 这 个 实例 , 可 以 看 出 在 常 点 邻 域内 求 级 数 解 的 一 般 步 又 . 
这 就 是 : 将 方程 常 点 邻 域 内 的 解 展开 为 Taylor 级 数 ， 代 入 微分 方 
fe; 比较 系数 ， 得 到 系数 之 间 的 递 推 关 系 ; 然后 反复 利用 北 推 关 
系 ， 求 出 系数 cx 的 普遍 表达 式 (用 ce 和 ci 表示 ) ， 从 而 最 后 得 出 
级 数 解 ; 由 于 递 推 关 系 一 定 是 线性 的 (因为 方程 是 线性 的 ) ， 所 以 
最 后 的 级 数 解 一 定 可 以 写成 

w(z) = cowi(z) + c1we(z) 

的 形式 . 

需要 指出 的 是 , 一 般 说 来 ， 系数 之 间 的 弟 推 关系 中 ,会 同时 出 
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BR ck, Chai, ck+2 三 个 相 邻 的 系数 ,因此 cx 会 同时 依赖 于 co 和 cl ， 
最 后 求 得 的 wi(z) 或 wl) 就 不 会 只 含有 z HBR aa IKE. 


6.3 ”方程 正则 奇 点 邻 域 内 的 解 


这 里 只 讨论 极点 性 的 奇 点 ， 一 般 说 来 ， 方 程 的 奇 点 可 能 同时 
也 是 解 的 奇 点 . 不 但 可 能 是 解 的 极点 或 本 性 奇 点 , 还 可 能 是 解 的 村 
点 ， 我 们 再 次 不 加 地 介绍 另 一 个 定理 : 
定理 6.2 MR 是 方程 
p(s) 4 glew =0 
的 奇 点 ， 则 在 ple) 和 a) 都 解析 的 环形 区 域 < |z - zol < RAL, 
方程 的 两 个 线性 无 关 解 是 


wi(z) 一 (z — zo)” D ck(z 一 zo)", (6.19a) 
k=- oo 
we(z) = gwı(z} ln(z — zo) + (z — zo)”? 5 dy(z — zo)", (6.19b) 


其 中 P1, P2 和 g 都 是 常数 . 

显然 ， 如 果 pl 或 p2 不 是 整数 ， 或 g +0, 方程 都 有 多 值 图 数 
解 ， zo 为 其 枝 点 . 

现在 的 问题 是 ， 如 果 我 们 把 解 (6.19a) 或 (6.19b) 代入 方程 ， 就 
会 发 现 , 尽管 仍然 能 得 到 系数 之 间 的 递 推 关系 ,但 却 无 法 求 出 系数 
的 普遍 表达 式 . 因为 这 时 的 级 数 解 中 ， 一 般 说 来 ， 都 有 无 穷 多 个 正 
吞 项 和 负 短 项 ， 反 复 利用 递 推 关系 将 会 永 无 休止 . 

例外 的 情形 是 如 果 级 数 解 中 只 有 有 限 个 负 寡 项 ， 这 时 总 可 以 
调整 相应 的 p 值 ， 使 得 级 数 解 中 没有 负 短 项 ， 


wi(z) = (z — zo0)"! EC 6)": 


k=0 
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Ww2(z) = gwi(z)In(z — zo) + (2 — z0)"? CAE 一 zo)". 
k=0 
于 起 ,有 反复 利用 递 推 关 系 就 可 以 求 得 系数 的 普遍 表达 式 . 当然 ， 还 
必须 要 定 出 p W. 
我 们 把 这 种 形式 的 解 称 为 正则 解 . 当 g 关 0 时， w2(z) 的 形式 
和 wi(z) 不 同 (含有 对 数 项 ) ， 因 而 需 分 别 求 解 . 当 9 = 0 时，w2(z) 
的 表达 式 中 不 含 对 数 项 ， 两 个 解 的 形式 相同 . 
为 了 找 出 方程 奇 点 邻 域 内 存在 正则 解 的 条 件 ， 不 妨 先 取 
w(z) = (z 一 20)2 S olz Szo, 


k=0 


同时 把 p(z) 和 gq(z) ETE 0 < |z — zo| < R AE Laurent 展开 
p(z) = (z — z0)7™ $ ar(z — z0)", 


k=0 


q(z) = (z — z0) ” E as z0)". 
k=0 


由 于 z= zo 点 是 方程 的 极点 性 奇 点 ， 故 m, n VARK, HELDA 
一 个 为 正 整 数 . 将 w(z) AK pe) 和 q(z) 的 级 数 表达 式 代 入 方程 ， 
并 消去 因子 (z-z), TRS 


cr(k+p)(k+p—1)(z— zo)" 


k=0 
+(z— zo) 7" >》 al(z 一 2z0) > cr(k+p)(z— z0)" 
t=0 k=0 
+ (2 = 20)?" S$ bi(z = 20)' 5 ck(z — zo) =0. 
1 一 0 k=0 


ARM Ee, HORE ER a in RE A, RAB OK i p 值 以 及 
系数 cx 的 普遍 表达 式 ， 我 们 就 求 出 了 正则 解 we). 特别 是 ， 为 了 
要 求 得 两 个 正则 解 ， 前 提 当 然 是 必须 求 出 两 个 p 值 ， 即 p 必须 是 
二 次 方程 的 解 . 我 们 考察 一 下 上 面 得 到 的 等 式 . 在 等 式 左 端 共 有 三 
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a NA 0 cop(p — 1)(2— zo)’, coaop(z — 20)'~" Al 
iets - 2)". 因此 ， 为 了 要 能 求 得 两 个 p H, XT SHA 
He (Rix Fe oe BO CE. Bli-m>0, 2-—n>0. ATE, zo 
应 该 是 plz) 的 不 超过 一 阶 的 极点 ， 是 9(z) 的 不 超过 二 阶 的 极点 ， 
即 (z 一 zo)p(z), (z 一 z0)2q(z) TE zo 点 解析 .这 种 奇 点 称 为 方程 的 正 
则 奇 点 ， 否 则 ， 称 为 非 正则 奇 点 . 

这 样 看 来 , 在 方程 的 正则 奇 点 的 邻 域内 , 两 个 解 可 能 都 是 正则 
解 . 尽管 上 面 的 分 析 还 不 完全 (未 讨论 含 对 数 项 的 正则 解 的 情形 ) ， 
但 是 ， 这 个 结论 却 是 正确 的 ， 见 下 面 的 定理 (不 证 ) . 

定理 6.3 方程 

Fe 4 p(2) +a) = 0, 
在 它 的 奇 点 zo 的 邻 域 0 < jz- zoj < REAA IE 


wi (2) =(z — zo)” ` ck(z — zo)", co Æ 0, (6.20a) 


k=0 
wa(z) =gwı(z) ln(z — zo) 


+ (2-20)? Y de(z— zo)", 9 或 四 关 0 (6.20b) 


的 充 要 条 件 是 zo 为 方程 的 正则 奇 点 . 

pi 和 ps 称 为 正则 解 的 指标 . 

这 样 , 我 们 将 正则 解 wi(z) 或 wa(z) 代入 方程 , 通过 比较 系数 ， 
求 出 指标 和 递 推 关 系 ， 并 进而 求 出 系数 的 普遍 表达 式 , 便 可 以 求 得 
方程 在 正则 奇 点 的 邻 域内 的 解 . 实际 的 求解 过 程 ， 总 是 先 将 wi (z) 
形式 的 解 代 入 方程 , 如 果 能 够 同时 求 得 两 个 线性 无 关 解 ,当然 任务 

告 完 成 ， 没 有 必要 再 将 w2(z) 形式 的 解 代 入 方程 . 如 果 这 时 只 能 

求 得 一 个 解 (例如 pı = 12 时 ) ’ 那么 ， 就 还 必须 再 将 w(z) 形式 的 
解 (这 时 的 9 一 定 不 为 0) 代入 方程 求解 . 所 以 ， 求 方程 在 正则 奇 总 
邻 域内 的 解 ， 一 般 说 来 , 要 比 在 常 点 邻 域内 求解 的 问题 复 末 一 些 ， 
特别 是 如 果 方 程 中 还 含有 参数 , 需要 讨论 各 种 可 能 性 . 这 可 以 从 下 
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一 厄 给 出 的 实例 中 看 出 . 
需要 指出 ， 根 据 音 微分 方程 的 普遍 理论 ， 对 于 一 个 二 阶 线性 
稍微 分 方程 


d217) 
T + (2) =+ q(z)w = 0, 


PRCERUT—tH mc), Re, BATE 


w2(z) = awto f | OF (ae exp |- f roa } a (6.21) 


来 求 出 第 二 解 . 这 是 因为 这 两 个 解 都 满足 方程 


d? d 
= +p(2) Z + q(2)w =0, 


dz? 
Se + p(z) E + aleju =0. 
用 oz(z) 和 ui(z) 分 别 乘 这 两 个 方程 ， 再 相 减 ， 便 可 得 到 
dow dw, d dw 
wi ge wa gee tle) (wi GP — wa Ge) =O, 
Bil 
d dwe dw, 2 dw 
ie (wr ge 2 Ge) tte) a = 0 
分 ， 可 得 


w Se 一 wa = Aexp - 上 rica 
两 端 除 以 w? ， 又 可 以 得 到 


< (=) = = exp - f ro] | 


再 积 ， 就 得 到 上 面 的 结果 ， 
a 显然 ，z =0 和 z=1 都 是 超 几 何方 程 
1 E t-A +tetA)d -abw =0 (6.22) 


的 正则 奇 点 ; r= +1 也 都 是 Legendre 方程 


dy dy 
(=) (DD 
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的 正则 奇 点 . 
为 了 判断 无 穷 远 点 是 否 为 正则 奇 点 ， 同 样 要 作 变 换 z = 1/t ， 
如 果 t = 0 是 变换 后 的 方程 的 正则 奇 点 ， 即 t= 0 点 是 变换 后 的 方 


程 的 奇 点 ， 且 
a =2- PG) 


eal Aea) 
在 t=0 点 解析 ， 亦 即 z= oo 点 是 变换 前 方程 的 奇 点 ， 且 zp(z) 和 
z2q(z) TE 2 = co 点 解析 ， 则 称 2 = oo 点 是 变换 前 的 方程 的 正则 奇 
A. 所以， 无 穷 远 点 2 = oo 也 都 是 超 几何 方程 和 Legendre 方程 的 
正则 奇 点 . 


和 


6.4 Bessel 方程 的 解 


Bessel 方程 


dy 1dy v? 
Siuh- g y=0 (6.23) 


是 应 用 中 常见 的 常 微分 方程 ， 其 中 v 是 常数 ，Rev > 0 ， 容易 判 
断 ，z =0 是 方程 的 正则 奇 点 ，z = co 是 方程 的 非 正 则 奇 点 . AD 
讨论 Bessel 方程 在 xz = 0 邻 域 内 的 解 ， 给 出 求解 的 完整 过 程 . 
设 
V(Z) = 2? S ar", co #0, (6.24) 
代入 方程 (6.23) ， 得 


Dex(k+ p(k +p- rt ?+ X celk + pjat te? 
k=0 c= 
oO 


Oo 
k 2 k 一 2 
十 CkE ty 》 Chr be = Í, 


k=0 k=0 
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约 去 z?”? ， 即 得 
》 am [4 +p) — v’) z + Ne cpr"? = 0. 


k=0 k=0 


根据 级 数 展开 的 唯一 性 ， 即 可 比较 系数 . 
FA RTE FE 2° 项 的 系数 ， 得 


co(p” mF v’) = 0, 
因为 co 关 0 ， 所 以 得 到 指标 p 满足 的 方程 ( 称 为 指标 方程 ) 
p-r =. (6.25) 
因而 求 得 
pı =n, p2 =v (6.26) 


因为 Rev >0， 所 以 Rep: > Repo. 
Ase 的 系数 ， 得 
of(p+1) -rv|=0 BM er (2p +1) = 0. 
因此 


cl =0, 当 p 头 一 1/2; (6.27a) 
afte, 当 p= 一 1/2. (6.27b) 
以 后 将 看 到 ， 即 使 p= -12 ， 仍 可 以 取 ci =0. 
Aa 的 系数 ， 得 
ol(p+n) -v°]+cn-2=0 即 can(2p+n)+cn-2= 09, 
因此 ， 得 到 递 推 关系 


Cn = 


1 
反复 利用 递 推 关 系 ， 就 可 以 求 得 
1 l 


n = —— a C- 
C2 nn Gay ae oe 


(6.28) 


a) = 
TO a Drm p= BO 
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1 1 
Fai 


n! T(n+p+1!1) gan O (6.29) 
nn 1 
ey 
ial : aq C2n- 
Cr Dr 
ne d (5) 7 (p+ 5) 1 区 
CD) 
= 0. (6.30) 
用 p= pi =v 代入 ， 邑 得 
ys(z) = coz ps et) 2 (3 E (6.31) 
Rico = sony HAN 
J. (z) = > RT 二 eh 1) (3) 16:32) 
用 p=ps= -vA A 
y2{7) sary: reti (z ) (6.33) 
k=0 
HY oO = TED ' 又 可 得 
J- (1) = > E em | (6.34) 


现在 补充 讨论 一 下 p =-1/2 的 情形 . 前 面 曾经 提 到 ， 这 时 仍 
然 可 以 取 ci = 0. 因为 如 果 ezo, M 
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or) 
r (nt rae 


其 结果 只 不 过 是 在 yle) 中 再 增加 一 项 


fore) 
> eat n+l = (= J: ) 


n=0 k=0 UT (n+ +5) (3 f 


2 
=e1y/ 251 2(2). 
只 不 过 是 在 ya) 中 再 全 加 上 第 一 解 . 

很 容易 以 为 现在 已 经 完成 了 求解 Bessel 方程 的 任务 ， 因 为 上 
面 的 确 求 出 了 两 个 指标 , 并 且 对 应 于 每 一 个 指标 , 也 都 求 出 了 相应 
的 解 ， 当 v # 整数 时 的 确 如 此 ， 因 为 这 时 求 出 的 两 个 解 I(r) 和 

J_v(z) 线性 无 关 ， 但 是 ， 一 个 明显 的 事实 是 : 当 v =0 时 ， 上 面 的 
求解 过 程 只 是 给 出 了 同一 Te 


C2n41 = 


AOE i 4 A (6.35) 
这 表明 ， 这 时 的 第 二 解 应 该 即 
y2(7) = gJo(z) Inz + dee" g £0. (6.36) 
k=0 
求 微 商 ， 得 
cute) = ga) ) Inz + gJoz) - p tD deket- . 
Lu = e E iea E 


1 vad 大 一 2 
-9Jo(z) = + V dak(k ~ 1)x*~*. 
k=0 
代入 零 阶 Bessel 方程 
dy lidy 


Ta A 
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即 得 


PJ 1 dJ = 
| ata th o| pa 9 


) 2 
十 >D dgk(k 一 1)c*~?* + 5. dpka*~? 十 5 = 0. 
k=0 k=0 k=0 


注意 Jo(z) 也 是 零 阶 Bessel 方程 的 解 ， 上 式 第 一 行 中 nr 前 方 括号 


1 z 3 sok 4S dik’a* +Y dia"? =0. (6.37) 
k =0 k=0 
SEREIN Jo(z) 的 级 数 表 达 式 . 
现在 比较 各 项 的 系数 . 对 于 x" 项 ， 有 59:0+do:0=0， 所 以 


9 任意 ， do 任意 . (6.38) 


dı = 0. (6.39) 
由 x? 项 的 系数 ， 可 以 求 得 -g++ 4d2 十 do = 二 0， 所 以 
d» = -za 十 79 (6.40) 


MERS, Oe Ve see SLES ema a” 
项 的 系数 ， 得 


—)* 2k 
g: oS 92k- i i + dox(2k)? +dok-ə = 0, 
于 是 得 到 
(-) 1 1 
dak = - Gite -2 — Ferg 22k kI 
| ___! 4 oe i l L 
(2k)? | (2k—2)2 ** 4 (k1) (k= 1)! 2-2 k— 1 
(-) 1 1 
~ RR! 22% EF 
EE e Meg at) E A [z+ l | 
k2(k —1)2 2 7*"4 kk 2?* 天 一 1 
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s+ 


_(-)F 1 A NE. 
= Gee - ar | a el eat) 


Ek kl 
比较 rt 项 的 系数 ， 又 得 到 
(2 十 1)2d2k+i + dzr-1 = 0, 
由 寺 di =0， 因 此 ， | 
dirt: (6.42) 
最 后 ， 就 求 出 了 v=0 时 的 第 二 Wik 


y2(7) = gJo(x)Inz +o) ye =) i 


流行 的 做 法 是 取 
gaT do = -4 [In2 +40], 
HPE y 函数 就 是 函数 的 对 数 微 商 . 由 工 函数 的 性 质 FT(z+1) = 
2r (2), ASE 
中 (z +n) = wae a ea? 


这 样 得 到 的 解 ( 记 为 No(z)) ei | 
No(z) = STOLE < 二 a Oyi 41) (3 ) i (6.44) 


1 1 


如 果 说 ， 前 面 指出 的 =0 时 Jasle) 实际 上 是 同一 个 解 ， 是 显 
而 易 见 的 汕 实 ， 那 么 ， 当 v=n,n=1,2,3,… 时 ， 前 面 仍然 只 是 求 
出 了 一 个 解 ， 乍 一 看 来 ， 的 确 似乎 有 点 费解 . 这 是 因为 ， 前 面 我 们 
的 确 求 出 了 两 个 不 同 的 指标 值 ， 而 且 , 也 的 确 求 出 了 两 个 形式 看 来 
并 不 相同 的 解 . 但 足 ， 事 实 并 非 如 此 . 我 们 可 以 从 三 方面 来 说 明 . 
B—, “v=an,n=1,2,3,--- 有 时， igi 


oe Fra ers) aE n+ 1) G) 
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中 前 =0,1,...,n—1 各 项 的 系数 均 为 0 ? 这 是 因为 > 一 0, 一 上 , 一 2, 
都 是 函数 的 一 阶 极点 . ule 


r 2k—n 
Jas Doe G ) 
&k-n=l, 就 有 


= (-)"*! d 
J_a(2) = IE 


_y yN 2l+n 

> TD 人) 

(—) J (x), (6.45) 
和 第 一 解 Ju(z) 线性 相关 . 第 二 ， 在 级 数 解法 中 ， 本 来 总 是 自然 地 
约定 级 数 解 的 首 项 系数 不 为 0, 但 是 , 现在 却 奇怪 地 违反 了 这 个 约 
E: 在 导出 Jv(r)(v = 42,3,…) 时， Meo =2*/T(1--v)， 这 恰恰 
是 规定 了 co = 0. B=, 我 们 当然 可 以 舍弃 掉 这 个 不 合理 的 规定 ， 
使 得 y(r) 的 级 数 中 前 面 & = 0,1,…,n 一 1 诸 项 的 系数 不 为 0, 但 这 
势必 导致 从 k=n AE A 这 也 可 以 从 递 推 关 系 


C2k = — 


1 
K(k — Jp- : 
看 出 . 4vankh, PE cn 无 意义 ， 因 而 以 后 各 项 系数 也 都 失去 
意义 . 
以 上 的 分 析 , 无 非 是 要 说 明 , 当 v =n, n=1,2,3,--- BY, Bessel 


d d l 

Py 1 y n? 

oo + its 1- 时)v= 
的 第 二 解 也 一 定 含 有 对 数 项 ， 邵 


y2(r) = gJn(z)lnz + ae g #0. (6.46) 
k=0 


将 y(r) {LA n BY Bessel 方程 ， 即 得 
ge es (: = =) Ja (a) In 


da? £ 


~ (=)*(2k +n) (x \2k+n-? 
t A ae k! (k+n)! (5) 


k=0 
+ a — nk-n-1)r-"-? 
k=0 
oO 2 oS 
+ X dilk sne Ty ( 一 =) So art = 0. 
k=0 k=0 


注意 Ja(z) 也 是 nn BY Bessel 方程 的 解 ， 上 式 第 一 行 中 ine WATS 
内 诸 项 之 和 应 为 0 ， 所 以 


一 2K 十 于 2k+n-2 
?2 (+ 而 k! TET Qt” 


十 D dy [(k - n)? — nr "+ Joa = 0, 
k=0 k=0 


或 者 写成 


—)* 28 十 人 22n 
DD k! (k+ n)! Qak+n—1~ 
k=0 


OO Oo 
+X dek(k — 2n)" + > dir"? =0. (6.47) 


现在 来 比较 等 式 两 端 各 项 的 系数 . 
由 z? 项 的 系数 ， 得 do.0 =0， 所 以 


do 任意 . (6.48) 
由 zx! 项 的 系数 ，di(1 -2n)=0， 所 以 
desb. (6.49) 


由 zx” 项 的 系数 ， 有 
daryi (2k + 1)(Qk —2n +1) + dni =0, 
所 以 
1 


Eo 6.50 
(2 十 1(2K 二 27 十 1 7? 


d2k+1 = 


126 


对 于 r” 的 系数 ， 需 要 区 别 上 <m kan kon 三 种 情形 ， 当 
k< ntf, 
dək 2k(2k 一 2n) + dək- = 0. 


所 以 
1 1 
d2k = kin kj 24- 2 
_ 1 1 ta 
~ kk—-1)(n—k)(n—k+1) 24 7’ 
(n—k—1)! 1 
Se ee 6.51 
k! (n — 1)! 224 a (9:99) 
特别 是 
1 1 2 
don—2 = fin i 22m) oo (6.52) 
1 
2an 179 + don .0 十 dzn = 0. 
所 以 
don 任意 ， (6.53) 
- 
g=-2 ' (n — 1)ld2n-2 = Gh (6.54) 
当天 >m 时 ， 
"aik k-n 2k 
+ dzk2k(2k — 2n) + dsr-2 = Q. 
所 以 
a a S T o (Q 2k-n 1 
2k = — Ebon) 2 ~ E(k — n)! 2-8-1 kfk — nn)? 


er cea 1 
K(k k(k =n) 2? ae k! (k-n)! \k kn D2k—nt1g 


Gk 


SEE Rn nl) 2 
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(—)*-" 1 1 1 1 i 
(; a gee =) 


kl(k =n)! 一 1 k-n k-n-l 2k- n+l I 
—)* rn! 1 k-n 
k! (k — n)! 22k -2n Ek- nikt Read — 
1 1 1 1 
pe Ea) (6.55) 
因此 
y2(Zj 一 gJn(z)inz 十 》 doz” 
k=0 
nl] 
一 9 (n—k—-1)! (x\2k-" 
= gJn(x)ln r 一 5 2- TE (3) 
on ae ote nonnl /zr\2k-n 

do Sat kl (k ar (5) 

T a aa | ae ere 
Lea k°R-1' ‘n+ 
jo + ++ +1) ( 

k-n k-n-1 2 
名 一 人 
9 (n-k-1)! k-n 
=gJn(z)lns -5 2, (2) 
k=0 
= k 2k+n 
na nd =) 
+ don2 "aera (; 
= k 
_9 (—) (i 1 E 1 
PAET Ea" 人 
1 l r 2k+n 
erae (6.56) 
通常 取 
ae dən = 一 1 [2In2+ vn+1)+v(1)). 
n rn! 
这 样 便 有 


n—1 


. 2 z Lexn(n—k—1)! /ry2*-n 
Na(z) = Jn ~ 》 VOT (= 
Gi ieee S ans (5) 


le (o | 
= Re aaa 


+ w(k + 1)] Gy", n=1,2,3,.... (6.57) 
比较 一 下 前 面 得 到 的 No(z) 的 表达 式 (6.44) ， 可 以 看 出 ， 这 里 的 
Nn(z) 也 适用 于 n = 0， 只 要 理解 为 这 时 须 去 掉 第 二 项 的 有 限 和 . 

现在 我 们 才 完 成 了 Bessel 方程 的 求解 问题 ,当然 ,一 个 常 微分 
方程 的 特 解 还 可 以 有 其 他 (无 穷 多 种 ) 取 法 .我们 将 在 第 十 七 章 中 
继续 讨论 这 个 问题 . 

Dp 

TY + ple) SY + ls)w =0 
RE a 同时 回答 : 在 什么 情况 下 , 方 
程 的 第 二 解 不 含 对 数 项 ; 在 什么 情况 下 , 方程 的 第 二 解 可 能 含 对 数 
项 ; 在 什么 情况 下 , 方程 的 第 二 解 一 定 含 对 数 项 . 我 们 的 结论 是 : 
者 规定 方程 在 正则 奇 点 处 的 两 个 指标 Repi > Repz Ml 


“4p. — po # FORAY, 第 二 解 一 定 不 含 对 数 项 ; 


“pı = pz 时 ， 第 二 解 一 定 含 对 数 项 ; 
Mp -~ pz= 正 整数 时 ， 第 二 解 可 能 含 对 数 项 . 


为 了 简单 起 见 ， 不 妨 假设 z = 0 点 是 它 的 正则 奇 点 . 于是， 在 
z 三 0 点 的 邻 域内 ， 可 将 方程 的 系数 作 Laurent 展开 
p(z) = a i% )= Dont 


OO 
w(z) = 2° > oa. 


k=0 
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代入 方程 ， 就 有 
X clk + p(k + p — 1)z"t?-? 


k=0 
+ oat etka Sone D arti 
k=0 
即 
Der(k+p)k+p —1)2 1?” 
人 一 0 
20 k 
gj ` > [a(k 十 Pp 一 站 十 bi cre" =i. 


大 一 0 {=0 
比较 等 式 两 端 最 低 次 寡 ， 即 >? 的 系数 ， 可 得 
co [plp — 1) + aop + bo] = 0. 
由 于 co 关 0， 所 以 


es 
这 就 是 指标 方程 ， 注 意 其 中 的 ao 和 bo 为 


ao = lim zp(z), bo = lim z°q(z). (6.59) 


根据 指标 方程 可 以 求 出 两 个 指标 ， pk 和 pa . 规定 Rep: > Repo . 
再 比较 z 的 系数 ， 得 


(n+ p)(n+ p—1)en + > [az(n +p—1) + bi) cn- =0, 
i=0 


Bp 
[(n +p)(n+p—1)+ao(n+p)+ bo |en 


十 ` [ai(n +p—l) + bi) en~i = 0. 


这 样 便 得 出 了 系数 之 间 的 递 推 关 系 . 反复 利用 递 推 关系 , 就 可 以 得 
到 系数 cn 的 普遍 表达 式 ， 当然 ， 在 cn 的 表达 式 中 一 定 含有 p. 
用 p= m 代入 ， 即 可 得 到 解 wi(z) . 再 用 p= po 代入 ， 又 可 得 到 解 
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w2(2) WR pi ~ po 了 整数， 我 们 就 求 出 了 方程 的 (两 个 线性 无 关 
的 ) FER. 
_ 但 是 ,需要 注意 ,， 当 pk = po 时 , 显然 这 样 只 能 得 到 同一 个 解 . 
所 以 ， 这 时 第 二 解 一 定 含 对 数 项 . 
当 pi ~p = 正 整数 m 时 ， 对 于 第 二 解 的 系数 cm, A 


[(m + p2)(m + p2-1)4+ aom + p2) + bole} (2) 


m 


+ 》 [alm + p2-1) +b) ,=0. 
i=l 
注意 m+p= p, MUA 
0+ > farlo -D Hb, = (); 
i=l 


因此 
[ao = 1) +b |e} Oy AOR. co 无 解 ; 


当 > [a 一 站 ) +b le (2) ， = 0 时 ， ol?) 任意. 


对 于 第 一 种 情形 ， 方 程 的 第 二 解 也 一 定 含 对 数 项 ， 对 于 第 二 种 情 
形 ， 当 然 还 能 继续 求解 ， 只 是 这 时 以 后 的 各 项 系数 ct (n>m) 会 
同时 依赖 于 co(2) A cD . 第 二 解 wz(z) 便 有 两 项 , 一 项 正比 于 O , 
一 项 正比 于 chi). 再 仔细 分 析 一 下 ， 就 会 发 现 ，c Moy? 之 间 的 
关系 与 co Acs? 之 间 的 关系 完全 一 样 , 因此 , Och’ 成 正比 的 项 正 
好 就 是 第 一 解 (最 多 可 能 差 一 个 常数 倍数 ), 因而 不 妨 取 cl? = 


*6.5 ”方程 非 正 则 奇 点 附近 的 解 


ORE T ZEEE Ma se RAE 我 们 知道 ， 方 程 

d? w 

dz? 

在 它 的 奇 点 zo YB 0 < 上 -eol < RAP PTEMBER 


+ ra) <= = + g(z)w = 0 


13] 


zo 为 方程 的 正则 奇 点 . 如 果 方 程 的 奇 点 z = zo 不 是 正则 奇 点 ， 在 
> = zo 点 的 邻 域内 仍然 可 以 有 正则 解 ， 但 是 最 多 只 能 有 一 个 止 则 
fe. 根据 6.3 节 的 讨论 ， 如 果 将 p(z) 和 alz) TE 0 < |e- zo) < RAYE 
Laurent 展开 

plz) = (2-20) $ a(z = zo)", 


k=0 


则 当 且 仅 当 p(z) 的 阶 m 和 al) 的 阶 n 满足 


时 ， 指 标 方程 为 一 次 方程 ， 因 此 方程 才 有 并 且 只 有 一 个 正则 解 . 
当 这 个 条 件 满足 时 ， 当 然 完 全 可 以 模仿 正则 奇 点 处 的 求解 步 又 求 
解 ， 这 里 不 再 资 述 . 
如 果 无 穷 远 点 z = ce 是 非 正 则 奇 点 ， 原 则 上 应 当 作 变换 z = 
Mt， 然后 解 在 4=0 点 的 邻 域内 讨 i 人 即 可 ， 但 是 ， 也 可 以 直接 令 
wz) = 2 OS oye 


k=0 


同时 将 p(z) 和 9(z) TE z = co 点 的 邻 域 内 作 Laurent 展开 


plz) =z "Sage" s gz) =z "Dm 


k=0 


代入 微分 方程 ， 则 得 到 


>》 clk apkepas haa X az- ! X a(k — p)z* 
k=0 i=0 k=0 


ee ae ao = 0. 


k=0 


所 以 ， 方程 只 有 一 个 正则 解 的 条 件 是 


m>0,#Hm>n+1, 
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即 在 z = co 点 p(z) 的 阶 大 于 o(z) BT. 注意 ， 方 程 只 有 一 个 正则 
解 的 条 件 ， 对 于 有 限 远 处 和 无 穷 远 点 ， 在 形式 上 有 所 不 同 . 
现在 讨论 男 一 种 情形 ， 即 方程 非 正则 奇 点 邻 域 内 不 存在 正则 
解 ， 或 方程 有 一 个 正则 解 ,但 我 们 要 求 这 个 正则 解 之 外 的 另 一 解 . 
这 时 ， z= 2 应 该 是 解 的 本 性 奇 点 (当然 还 可 能 是 枝 点 ) ATH 
写 解 在 z = zo 点 的 这 种 奇异 性 ， 不 妨 假设 
w(z) =e? y(z), 


使 得 > = zo 是 ex 的 本 性 奇 点 ， 而 v(z) 可 以 写成 正则 解 的 形式 


ulz = (Fo) 2 cule — zo)", co #0. (6.60) 
这 种 形式 的 解 称 为 常规 解 . oe 则 得 v(z) 的 方程 
a +p (a) +g (zv =0. (6.61) 


其 中 
p*(z) = p(z) + 2Q'(2), 
q’(z) = a(z) + p(z2)Q'(z) + Q(z) + [Q'(z)] . 
根据 方程 只 有 一 个 正则 解 的 要 求 ， 就 有 可 能 恰当 地 选择 Q(z) ， 并 
进而 求 出 解 w(z) 
下 面 我 们 就 来 求 Bessel 方程 
get e+ (1-5) ee 


在 无 穷 远 点 邻 域内 的 常规 解 ， 设 


y(z) =e? w(x), (6.62) 
则 v(x) 满足 方程 
ey +p (2) +q" (x) =0, (6.63) 
其 中 
p(z) = Ż ~ +2Q' (z), (6.64) 
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2 l 
dle) = 1-5 +S + "+ [oo] 


(6.65) 


为 了 保证 z = co E ec) 的 本 性 奇 点 ， 可 取 Q(z) 为 z 的 多 项 
式 ， 这 也 同时 满足 了 P(e) 的 阶 m > 0 的 要 求 ; 再 进一步 ， 为 了 使 


得 p*(z) 的 阶 大 于 gq*(z) 的 阶 ， 则 必须 取 Q(z) = Xz HA 
1+ 和 A =0, 
即 入 = ti. 这样，w(z) 所 满足 的 方程 就 是 


设 _ 
v(x) = 2? Soe, 
i=0 
则 有 
2 + (= + 2a) Yalp- Dao" 
= : 1 一 0 
(3-5) Dar 
l=0 
Bp 
> [p = 1)? ox v | ar! + 入 》， [(2p 十 1) = 2l Jast 
l=0 1=0 


比较 z! 项 的 系数 ， 即 得 


l 


(6.66) 


(6.67) 


所 以 ， 如 果 只 取 到 解 的 首 项 ， 则 在 无 穷 远 点 z= co 附近 ， Bessel Fy 


程 的 解 便 可 写成 


y(x) = coet ji +]. 


(6.68) 


为 了 求 出 整个 解 ， 不 妨 先 将 p = -1/2 代入 ， 于 是 方程 就 化 为 


> ry? 2 -i = 一 ! 十 1 _ 
2 3) -oo i = 0. 
=6 = 
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(6.69) 


再 比较 ot! 项 的 系数 ， 得 到 递 推 关系 
WE AE 
-or (6.70) 

扩 复 利用 弟 推 关系 ， 就 可 以 得 到 系数 ce 的 普遍 表达 式 : 


dv? —(2k-1)? 1 


Ck = 


Ck = 52k zye- ! 

lk [e - 2k- 3)"] yay 

= ety Ag) 

_(-) jav? ~ Qk - Da [av? Oks 3)°] = 

”22kk! 

x [av? -= 3] fv? = 1°] (5) co 

7 En : (6.71) 
其 中 (n, 0) =1, 

a - (2k ~1)"] fv? ~ (26-37) i [a =] fae? = 17 

vee 22k kl 

通常 令 


/en j-a (+2), (6.72) 
于 是 就 可 以 求 得 Besse 方程 在 无 穷 远 点 z = co 邻 域内 的 解 . 
但 是 ， 容 易 判 斯 ， 这 个 级 数 解 的 收敛 半径 


Ck-1 
Ck 


这 说 明 ， 在 一 般 情 况 下 , 这样 得 到 的 级 数 解 是 发 散 的 ， 除 非 v 是 半 
奇数 ， 即 v = n+ 1/2 ， 这 时 从 xz-"! 项 起 ， 各 项 的 系数 均 为 0， 
级 数 截 斯 为 多 项 式 ， 


R= lim 


koe 
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将 入 = ti 代入 ， 就 得 到 Bessel 方程 的 两 ee 


yı (x) as = (— ae 二 eit 2 Orne k) (6.73) 
= si (n+ 1/2, k) 
(2iz)* (6.74) 


mv 不 是 半 奇 数 ， 那 么 ， 得 到 的 级 数 解 实 际 上 是 Bessel 方 
程 的 解 (事实 上 ， 是 Hankel 函数 ) 当 jz| 一 œ 


wo- Ee a 


(一 T <argr < a (6.75) 
: 2 , LT 7 = (v, k) 
Be) ~ yael- T-a) Gy 
k=0 
(—27 <argr <T). (6.76) 


把 它们 重新 作 线性 组 合 ， 还 可 以 得 到 Bessel 函数 和 Neumann 函数 
{E |z| > œ, -r<argz<r 时 的 渐 近 展开 ， 


(1) (2) 
iti H, ’(x) + Hy’ (zr) 


2 
3 
Fa 
= 
O 
oO 
wh 
ATT 
R 
| 
> 
~|S 
mp 
W 
Me 
N” 
= 
N 
a 
N” 


(2r)24 


HS) (xr) - HP (x) 
2i 


l 一 , 2k) 
~ [2 [an (e- F- 3) n 


:=0 
+ cos (2-2) 5 EP rE (6.78) 


k=0 


Nv(z) = 
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第 七 章 fF tH HE H 


7.1 WMP RMS AM rts 
解析 函数 的 唯一 性 


在 这 一 节 里 , 介绍 解析 函数 的 两 个 重要 性 质 , 它们 具有 非常 重 
要 的 理论 价值 . 

EM MR f(z) 在 a 点 及 其 邻 域内 解析 ， f(a) = 0 ， 则 称 
z=a 为 f(z) HER. 

设 f(z) E z =a 点 及 其 邻 域内 解析 ， 则 当 |z - ol 充分 小 时 ， 


f(z) = 》 an(z - a)”, (7.1) 
n=0 
Me z= HFE, WVE 
QQ = @; =°:: = am- 1 = 0, Qm $O. (7.2) 
此 时 ， 称 :=a 点 为 f(z) 的 mm 阶 零点 ， 相 应 地 
f(a) = f'(a) =. -= f Vah=0,  f'™ (a) #0. (73) 


专 点 的 阶 数 都 是 确定 的 正 整 数 一 一 在 函数 的 解析 区 域内 ， 不 可 能 
有 分 数 次 的 零点 . 

解析 函数 零点 的 一 个 重要 性 质 是 它 的 孤立 性 ， 即 

定理 7.1 者 f(z) MESES, AAD: = a 在 内 的 区 域内 
解析 ， 则 必 能 找到 圆 |z - ol = p(p > 0) ， 使 在 圆 内 除了 > = ao 可 能 
为 专 点 外 ， f(z) 无 其 他 零点 . 

证 Wah f(z) 的 m 阶 零点 ， 则 


f(z) = (2 — a)" $(z), 


137 


ol) TE z-a] < R WEE, Hola) £0. 因为 6(z) 在: =o 点 连续 , 即 
{EZR = > 0， 存在 p> 0， 使 当 j:-ol < ph, {BA lb(z) -olajl <e. 
不 妨 取 = = ld(ajl/2 ， 则 得 
e) > lola) -e= alelol>0 

由 此 即 证 得 f(z) 在 lz-al<p 内 除了 >z-a 之 外 没有 其 他 去 点 ， O 

这 个 定理 称 为 解析 了 薄 数 的 考点 孤立 性 定理 . 根据 这 个 定理 ， 
可 以 推出 解析 水 数 坊 点 的 下 面 两 个 重要 性 质 : 

推论 1 it f(z) EG: |z-a\ < RAR. ATE CARE f(z) 
WASTER {zn}, A 

Peo 

{H zn ża, W f2) 在 G AHO. 

证 因 f(z) 在 =a 点 连续 ，lim f(z) = fla). ER > a 
一 个 特殊 序列 ， 即 {en}. “MORIA 

Jim f(z2n) = fla). 
(E flay =0% 政 
f(a) = 0, 

Bl z =a 是 f(z) WES, FALE f(z) 的 非 孤 立 专 点 ( 即 f(z) WAR 
的 极限 点 ). 在 >=a 的 任何 邻 域内 总 存在 无 穷 多 个 fe) WER. 
根据 上 面 证 明 的 零点 孤立 性 定理 ， 知 上 必 有 f(z) 三 0. HAE f(z) 不 
HEA, Ez = a 点 必 存 在 一 个 邻 域 ， 在 此 邻 域内 除 >= a 外 f(z) 
CAR. 口 

从 上 面 的 证 明 可 以 看 出 ， 推 论 1 中 的 条 件 lim on = “可 以 减 
弱 为 序列 {en} 的 一 个 极限 点 为 a . 

推论 2 设 f(z) 在 G:|z-al<R 内 解析 ， AEG 内 存在 过 a 
点 的 一 段 弧 ! 或 含有 a G ELEK A f(z) =0, 
则 在 整个 区 域 G 内 f(s) 

证 这 个 推论 因为 这 时 在 ! 二 或 9 内 总 能 找到 一 个 
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以 z=a 操 为 极限 点 的 序列 {on}. H enta. O 

推论 2 的 成 立 范围 是 以 : = a 点 为 圆心 的 圆 域 ， 但 足 很 容易 推 
广 到 一 般 形状 的 区 域 . 

推论 3 设 f(z) 在 G 内 解析 . 若 在 G 内 存在 一 点 z=a 及 过 a 
所 的 一 段 弧 i 或 含有 a 点 的 一 个 子 区 域 g, 在 ! 上 或 g 内 f(z)=0， 
则 在 整个 区 域 G 内 f(z)=0. 

证 不 妨 在 G 内 任 取 一 点 z=5， 证 明 存 在 5b 点 的 一 个 邻 域 ， 
在 此 邻 域内 f(z) =0. 为 此 ， 如 图 7.1 所 示 ， 作 一 折线 连接 :=a 和 
2=b. 在 折线 (上 的 点 ) 到 G 的 边界 的 最 小 距离 为 4， 则 将 折线 任 
意 分 割 为 n tt, Hoan 

ao = A, A1, Q2, `°, Gai Qn = b, 

只 要 相 邻 两 点 则 的 距离 小 于 d 即 可 . 以 每 一 分 点 ax 为 圆心 ，r 为 半 
径 作 圆 域 ok :1z-akl<r， 只 要 d/2<r<d， 则 所 有 的 和 均 处 于 G 
内 , 且 彼 此 相合 . 这 时 , 由 推论 2 首先 可 以 得 知 , 在 go 内 f(z) =0. 
因此 ， 在 go 5 91 的 公共 区 域 go BEI 内 当然 也 有 (2) = 0% 再 
次 利用 推论 2 ， 又 可 证 得 在 
9 内 有 f(z) 三 0. 如 此 反复 利 
用 推论 2 ， 即 可 证 得 在 9. (BD 
在 5 点 的 邻 域 ) 内 f(z) 三 0 . 
由 于 点 的 任意 性 ， 这 样 就 
证 明了 在 整个 区 域 G 内 均 有 
f(z)=0. OU 

很 容易 把 推论 1 改写 成 解析 函数 的 唯一 性 定理 ， 

定理 7.2 BREKI G 内 有 两 个 解析 函数 fi1(z) 和 f(s), A 
在 G 内 存在 一 个 序列 {zn}; fi(zn) = falen) Æ {2r} 的 一 个 极限 
Az =a(# 2m) CREG A, WWE GAA fil) = fle). 

证 FRAT ite 0B Pa gl) = f(z) — fa). HERIZ, R 
据 推 论 1 即 可 得 到 G 在 内 (2) =0, BPA) fpe. I 

同样 ， 可 以 把 推论 3 改写 为 推论 4 (证 明 从 略 ) . 
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推论 4 f(z) Ml fo(z) 都 在 区 域 G 内 解析 ， 且 在 G 内 的 一 
段 弧 或 一 个 子 区 域内 相等 ， 则 在 G 内 户 (z) = fez) - 

作为 它 的 特殊 情形 ， 还 有 : 

推论 5 ”在 实 轴 上 成 立 的 恒等式 ， 在 z 平面 上 仍然 成 立 ， 只 
要 这 个 恒等式 两 端的 函数 在 2 平面 上 都 是 解析 的 . 


7.2 解析 延 拓 
先 介 绍 一 个 例子 . 
FR 2 
Sot sitzt? te (7.4) 


在 以 z = 0 点 为 圆心 的 单位 圆 9 : |z| < 1 内 收敛 ， 代 表 一 个 解析 
函数 ， 记 为 hi(z) ， 在 贺 外 ， 级 数 是 发 散 的 .利用 这 个 等 级 数 表达 
式 ， 可 以 求 出 fie) 在 单位 圆 内 任意 一 点 的 函数 值 及 各 阶 导 数值 . 
例如 ， 在 z=i/2 点 ， 有 


` 2 
Pojar 1+3-2- 5+4: 3. (=) rare 


fo (ame RNS OB (A) 


因此 ， f(z) 在 z= is 点 的 Taylor 展开 是 
aG ;) (2-3) (7.5) 
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这 个 级 数 当 然 也 在 它 的 收敛 国 g: 
lz 一 /2| < r 内 收 合 ,也 代表 了 一 个 
解析 函数 ， 记 为 fo(z) - 

fi(z) 和 f2(z) 有 什么 关系 呢 ? 
显然 ， 在 gi 与 92 的 公共 区 域 gı Ng 
内 ， fi(z) = fo(z). “BEL, 


f(z) = (70) 


图 ?7.2 Me HT ET 


并 且 
A? (5) = 一 一 人 (7.7) 


所 以 ， 也 能 求 得 


fo(z) = Lay (z 一 5) 
p 2 


ene < —. (7.8) 


一 一 


l-z’ 

因此 ， fi(z) 和 户 (z) 只 不 过 是 同一 个 函数 (BP 1/0- z)) 在 不 同 区 
域内 的 表达 式 . 这 两 个 表达 式 都 有 各自 的 有 效 范围 : 9g1:|z|<1 和 
g2 : |z — (i/2)| < V5/2 . 同时 9 Al go 也 有 公共 区 域 gi 门 g; . 在 公共 
区 域内 ， fi(z) = folz). 

这 样 ， 我 们 从 定义 在 一 定 区 域 % 内 的 震级 数 出 发 ， 有 可 能 得 
到 在 男 一 区 域 go 内 的 另 一 瞪 级 数 表达 式 ， 在 两 个 区 域 的 公共 部 分 
nA 内 二 者 相等 .重复 这 个 步 又 ， 就 有 可 能 超出 原来 的 定义 范 
围 ， 甚 至 可 能 扩展 到 整个 > 平面 . 

从 这 个 例子 ， 可 以 引出 解析 延 拓 的 概念 . 

EN BRAK f1(z) 在 区 域 g 内 人 解析， 函数 fo(z) 在 区 域 g 
内 解析 ， 而 在 9 与 go 的 公共 区 域 gi Ooo A, f(z) = f(z) MER 
fo(z) 为 fil) 在 g2 内 的 解析 延 拓 ; MZ, fi(z) fe fo(z) TE 91 内 的 
解析 延 拓 . 
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显然 , 采用 解析 延 拓 的 办 法 ,就 可 以 用 来 扩大 函数 的 定义 域 和 
解析 范围 . 例如 ， 用 级 数 或 积分 定义 的 唔 数 ， 本 来 都 有 一 定 的 运用 
范围 ， 但 足 ， 通 过 解析 延 拓 ， 就 可 能 定义 出 在 更 大 范围 内 的 解析 函 
数 . 在 上 面 的 例子 中 , 就 得 到 了 在 区 域 g Ug 内 解析 的 图 数 f(z)， 

jaya} Be 2 € gi: BS 
falz), z € gp. 
这 方面 的 一 个 实际 例子 ， 就 是 T 函数 . 由 常用 的 积分 定义 (只 在 右 
半 和 平面 解 析 ) 出 发 ,经 过 解析 延 拓 ， 从 而 得 到 它 在 全 平面 的 定义 ( 详 
HL 9.4 节 ) ; 

男 一 类 要 用 到 解析 延 拓 的 问题 是 常 微分 方程 的 求解 问题 .， 例 

如 ， 对 于 二 阶 常 微分 方程 


+p(z) + g(z)w = 0, (7.10) 
通 第 也 只 能 求 得 在 一 定 范 围 内 的 解 式 . 通过 解析 延 拓 ， 可 以 从 这 个 
解 式 推算 出 在 其 他 范围 内 的 表达 式 . 


例 7.1 iw 是 方程 (7.10) 的 解 ， 在 区 域 G 内 解析 . 若 w 
是 wi 在 区 域 Go 内 的 解析 延 拓 ， 即 


wi 三 w, z€Gi(\G», (7.11) 
试 证 明 : wn 仍 足 方程 的 解 . 
d? wy 


+ p(z) dt + glei = g0), 
o(2) 在 Go 内 解析 ， 因 为 w 是 方程 (7.10) 在 区 域 G, 内 的 解 ， 故 在 
其 子 区 域 G, NG: 内 ， 仍 满足 方程 


d? dw 
qe} tp(2) oe + q{z)ur = 0. 


而 在 此 子 区 域内 ， wi(z) Swilz), W 


a? w iw 
at + plz Da +qlzjw = z€Gif\Go. 
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BJ g(z) =0,2€G; (\ G2 AS TE RT A CH ME — tE, ABN WET 
g{z) 三 0, z € Go, 
小 即 wi Æ Go 内 满足 方程 


Pu dw ee 
T + p(z)—— + q(2)W =0. O 


dz 

例 7.2 Bow Al wo 都 是 方程 (7.10) 的 两 个 线性 无 关 解 ， 且 均 
在 区 域 G1 内 解析 , Æ w M w PRE w 和 ws 在 区 域 Go 内 的 解 
ETE. BPE ze G 站 Ga 中 

wi 三 WI we = we. (7.12) 

IRE: o Mm DRETZ. 

证 由 例 7.1 H, a A o ED TE E G 内 ) 的 解 ， 由 本 
和 we 的 线性 无 关 性 9， 


Ui, W2 
Afw, w) = a #0. 2c EG). (7.13) 
Wy We 
设 
Alt, ti) =]? | = gle), (7.14) 
Ul Uy 
g(z) TE G2 内 解析 由 于 在 : € Gi QG 中 ， 
wy 三 Wy. wo = we, (7.15) 
E g(z) #0, 2 E€ Gi QG. (RRR TEE, REE TS 
g(z) #0 2€». (7.16) 


ETLi, w Al wE Gz A) 仍 线性 无 关口 
RENT UE Th E Eee Ie Pe RMB. ABT RE 
党 浅显 地 介绍 了 一 下 解析 延 拓 的 概 仿 ， 并 没有 涉及 解析 延 拓 的 一 


CT PEE, MA Afw, w] 在 Gi 内 任何 ARAF, XENA 
A(z) = A wi(z2),w2(2)| = A(z0) - exp |- f ro ac] ; 
20 


只 要 Afwr(z), we(z)) 在 基 :点 z0 A, Alwy (2), w2) HAs. 
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系列 理论 问题 . 例如 ， 解 析 延 拓 能 和 否 实现 ， 这 取决 于 函数 的 可 点 分 
作 ， 可 以 理解 ， 如 果 在 暴 级 数 AO) 的 收敛 圆 go 的 边界 上 “ 布 满 
了 ” 奇 点 , 即 在 收敛 圆周 上 任意 一 点 ， 其 任意 小 的 邻 域内 部 有 fil) 
HAS, ABA, Eg 内 重新 作 Taylor 展开 ， 其 收敛 范围 绝 不 可 能 
超出 9 .再 例如 ， 解 析 延 拓 的 结果 是 否 与 路 径 有 关 ， 即 沿 着 不 同 
路 径 延 拓 (到 同一 区 域 ) 的 结果 是 否 相 同 ， 或 者 说 ， 通 过 解析 延 拓 
得 到 的 函数 是 单 值 的 , 还 是 多 值 的 , 有 兴趣 的 读者 可 以 参看 有 关 的 
GH. 
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PF ” 留 数 定理 及 其 应 用 


8.1 留 数 定理 


留 数 定理 RRM G 的 边界 C 为 一 分 段 光 滑 的 简单 闭合 曲 
线 . PR ARR PM ae Ay AR br. K=1,2,3,---,n Fb, PR f(z) 在 G A 
HA E G 中 连续 ， 且 在 C 上 没有 f(:) 的 奇 点 ， 则 


$ f(z)dz = miy res fb). 


A= | 


(8.1) 


res f (bx) 称 为 f(z) 在 by 处 的 留 数 , 它 等 十 f( f(z) 在 以 的 邻 域内 Laurent 
展开 中 (b) BRB a"). 

证 ”如 图 8.1， 围绕 得 个 奇 点 bo 作 闭 合 曲 线 yn. 1E y AEG 
Al, Aa AN see, MRR REAK Cauchy TIE K A RUE Laurent 
展开 时 的 系数 公式 (5.18), WA 


Oa 
fse weg f(z)dz Qn 
=] “ Yk Oa 
= = ri Sa! o G OLG 
， C 
SAn D 0 图 381 留 数 定理 


留 数 定理 告诉 我 们 ， 解 析 困 数 的 围 道 积 分 俩 足 与 函数 在 围 道 
内 的 奇 点 直接 有 关 的 . AiR RO BRA, 只 需 计算 
出 函数 在 奇 点 处 的 留 数 即 可 . 

求 出 f(z) 在 奇 点 5 处 的 留 数 ， 从 原则 圭 说 来 ， 就 是 要 求 出 fle) 
TE = = b 的 邻 域内 Laurent EAP (c-b 项 的 系数 ， 在 极点 的 情 
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况 下 ， 通 过 微 商 的 计算 就 可 以 比较 容易 地 求 出 来 . 

一 阶 极点 的 情形 ob RE f(z) 的 一 阶 极 点 ， 则 在 5b 点 的 邻 
域内 ， 

f(z) =a_1(z -Dl +ao +alz-b)+az(z -b +. (8.2) 
以 (2-b) REHA Sh, 

(2 — b) f(z) =a- +aolz— b)+ ailz — b} +az(z — b)? + 
Pr UA 


a lim(z — b) f(z). (8.3) 


Fe all a OLA TOL ze f(z) 可 以 表示 为 P(z)/Q(z) Pe) 和 Q(z) 
部 在 5 点 及 其 邻 域内 解析 ，5 是 Q(z) HBTS, = Q(b) = 0, 
Q’'(z)#0, Pb)#0， 则 


a- = lim(z —b)f(z) = lim (2 —b) ae A (8.4) 


Q(z) - 


例 8.1 Ks 在 奇 点 处 的 留 数 . 
解 = tH 是 它 的 一 阶 极点 . 


H 
res f (+i) = 5- = 于 
之 | > 一 土 


iat _ ib: : 7 
例 8.2 求 一 一 一 在 奇 点 处 的 留 数 . 
解 z=0 ECM DRA. 


iat ibs iaz 
—-e . 和 


res f(0) = lim z- - =. = lim sila =b): 
高 阶 极点 的 情形 o= bE fem ARK, m>2?2, 


二 
+a-ilz—b) 二 ao 二 al(z 一 中 十 (8.5) 
两 端 乘 上 (b), 
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(z — b)” f(z) = Qm +a-m+il(z— b)+- “十 0- E 一 人 i 


Og Ge sah A 
这 时 a-! 是 (z - 6)" f(s) 的 展开 式 中 (2-b MRR, i 


1 ae l 


~ (m—1)! dzm-—t ii 


例 8.3 He 1/(-? +1)? 在 奇 点 处 的 留 数 . 
解 2= Hi 是 它 的 三 阶 极 点 . 


res f(+i) = 1i i +i)’. 


7 1d 1 | 


i 
4 


练习 8.1 if f(z) ARR 2-0 点 是 它 的 孤立 奇 点 ， 让 明 f(z) 人 在 


z 二 0 处 的 留 数 必 为 0. 


练习 8.2 #2 =0F8 Sa) Mn BA. 试 求 下 列 函 数 在 该 点 的 留 数 ; 
mia seal (2), 
(z) ` J(z) 
y (n — 1)f'(z) — zf” (2) 
全 A TC) 
练习 8.3 #2 — O88 S hI n RRR 试 求 下 列 函 数 在 该 点 的 留 数 : 
ay 工人) ， (2) L0, 
f(z)! hay 
pe Ca) (n+ 1)f'(2) + zf (2) 
oT Š TG 


Eea RK NWA MAME PRR /(:)/g(z) 在 奇 点 zo 处 的 留 数 : 
(1) 20 是 f(z) H m MER; 是 g(z) Wm ER; 

(2) co 是 9(:) MOPAR. H f(z) £0 5 

(3) zo 是 f(z) 的 BRA. FE ge) BBA 

(4) zo 是 f(z) 的 一 阶 极点 ， 是 9(z) KY BPE. 
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练习 8.5 总结 各 种 情形 卜 奇 点 (zo) 处 留 数 的 求法 ， 并 填充 下 表 : 


PK BX SE RAE 奇 点 类 型 留 数 
fiz) lim (2 — zo) f(z) =0 
2720 


fie) fim (2 ~ 20)J(2) #0 
f(z) lim f(z) 
:一 20 


= lim (2 ~ 20) f(z) == 
= lim (z 一 zo)*~' f(z) = 0 


~ 


:0 
lim (z — zo) f(z) #0 
220 


pet zo 点 为 9(z). f(z) 的 同 阶 零 局 


9(2) g(20) #0, 
f(z0) = 0, f'(z0) #0 


) 
g(z) zo 点 为 9(z) 的 m 阶 零点 
(z) f(z) 的 m 十 1 MEK 
9(2) g(z0) #0 


(2) [(20) = f'(20) = 0 
f(z0) F 0 


g(z0) #0 
(2) zo 点 为 S) 的 m RE 
(2) FH 9(20) £0 


gz) zo 点 为 9(z) 的 m 阶 零点 
fz) Mimin NFA 


应 用 留 数 概念 , 可 以 方便 地 讨论 有 理 函 数 的 部 分 分 式 . 例如 ， 


1 
(ET 可 
部 分 分 式 ， 
| Se ee (8.7) 


(Sl OD Zl 222" 2-3" 
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WA, ZEER A BAC, EMPRERR f(z) 在 一 阶 极 点 
=1.:=2 和 :=3 点 处 的 留 数 ， 因 此 


we 
ne 


1 1 
A= re —— = =, (8.8a) 
el 2 
1 
B = res 一 一 一 一 一 一 一 人 -1, 8.8b 
(z—1)(2 — 2)(z—- 3)|__, l ) 
1 1 
C = rs 一 一 一 一 一 一 人 ==. 8.8¢ 
(2 -—1)(2 -2)(2-3)}._, 2 (959 


如 果 函 数 f(z) 具有 高 阶 极 点 ， 也 可 以 类 似 地 处 理 . 例如 ， 
1 A B C D 


Gane Go Gr et er ee 
容易 看 出 

Dees one Š 5, (8.10a) 

Baws e a IM 

Cea EE EDIE = (8.10¢) 

pane Go HG SD = 5, (8.10d) 


以 上 的 讨论 都 足 局 限于 > 平面 上 的 有 限 区 域 的 ， 对 于 o, 
我 们 同样 可 以 定义 


(8.11) 


这 里 的 C' TA oo 点 正 向 (也 就 是 顺 时 针 方 向 ) 一 周 的 围 道 , EE 
内 除 co 点 可 能 是 f(z) 的 奇 点 外 别 无 奇 点 . 需要 提醒 的 征 ，res f (oo) 
FEAR SE f(z) 在 co 邻 域内 Laurent 展开 中 z! 项 的 系数 . 这 是 因为 ， 
作 变 换 t= 1/: ， 则 
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Ne yet 3 > j (1z = 一 一 一 
Rea ec) Ori A ae 271 i t 
> (> ) et = 0 点 邻 域内 虹 级 数 展开 中 t-' 项 的 系数 


i 
=~ f (2) 在 + = ORBA EA BUR HE PE IH A 


= — f(O) E: = oc SDA ER RUE Pe SH KR. 
(8.12) 
在 这 个 结果 中 ， 和 有限 远 处 不 同 之 处 在 于 : 

1. 从 结果 上 说 ,函数 f(z) Ro 点 的 留 数 ， 等 于 f(z) Bao 点 邻 
RA RAR RAP > 项 的 po 一 1] ， 这 里 多 了 一 个 负 切 . 

2. 从 概念 上 说 ， 由 于 2 项 是 属于 f(z) 在 x 点 分 域内 容 级 数 
展开 式 的 正则 部 分 因此 ， 即 使 oc 点 不 是 f(z) HFA, res floc) 也 
可 以 不 为 0. 反之 ,即使 ce 点 是 f(z) 的 奇 点 ， 其 至 是 一 阶 极点 ， 
也 可 以 为 0. 


练习 8.6 iz f(z} 在 2 二 x 点 分 域内 的 展开 式 为 
F(z) =o + HA2 Ho, 
WR f2(2) 1E 2 = oc 处 的 留 数 . 
练习 8.7 WRR: 行 除了 有 限 个 奇 点 外 ， f(z) Shier. Wer hy 
2) 在 扩 充 了 的 全 平 而 上 的 留 数 和 为 0. 


留 数 定理 把 围 道 积分 的 计算 转化 为 留 数 的 计算 ， 只 要 能 把 定 
积分 和 一 定 解 析 顺 数 的 围 道 积分 联系 起 来 ， 就 有 可 能 比较 简便 地 
计算 出 这 些 定 积分 。 


8.2 ”有 理 三 角 锁 数 的 积分 


作为 应 用 和 留 数 定理 计算 定 积分 的 第 一 类 例子 ， 研 究 有 理 三 角 
函数 的 积分 
I =) R(sin 8, cos 8)d8, (8.13) 


J () 


HF R iÈ sino, cos AARRE TRNK EEEN. EER 


dz 


z=, 则 
5 
z“ — I a l 
cos 6 = = dé = 一 ， 
z 1> 
| 


sin @ = 
212 
相应 的 积分 路 径 则 变 为 : 平面 上 的 单位 圆 的 圆周 |z| = 


gras] poe gy ade 
iz 


7 -$ a( oT. 
j=! pa 22 
上 (8.14) 


7 
2-1 z 


1 
-re 人 人 有 


|=1<1 
就 保证 了 有 


EHAK Rising. cosh) 在 积分 区 间 [0.27] 上 连续 ， 
2 = 1 St) 在 单位 圆 的 圆周 上 无 奇 点 . 


matr Jj > 22 
、 27 1 
例 8.4 计算 积分 1= | 站 
I + Ecos 
解 仿照 上 面 的 方法 步骤 ， 我 们 有 
27 
pe at= f neS ee 
o 1 十 ccosl piety pe tt | 


2 dz 2 
a oe a eee ee 
, 622422746 i 2 Ez? +22 +E 


2 | 
人 = i 
262 + Z ey EY V1 — £? 


这 里 在 计算 留 数 时 ， 要 注意 函数 2/(zz? + 2z +e) 有 两 个 极点 
—l + v1- e? 


但 由 于 它们 的 乘积 为 1 ， 所 以 不 难 判 断 ， 一 定 只 有 一 个 极点 ， 


(-1+ Vl —e)/e, SbF Siz A. 
练习 8.8 WE Risin 9, cos) 在 [0， 27] 中 有 奇 点 ， 则 通过 变换 2 = e 
SO). fe) ASU BUA 


E 
pAn 


z2? —1 


2z 


ki. R(sin 0, cos0) 变 为 f(z) 三 r( z; 
] 之 
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|z| = | EEAS. 设 这 些 奇 点 Br (k = 1,2, eG m) 均 为 一 阶 极点 ， 证 明 : 
/Rsing, cos 8) dg = 27 È` res {2} + eS {<2} 


|z|<1 大 一 1 2=Bp 


83 无 穷 积 分 


第 一 类 可 以 用 留 数 定理 计 算 的 定 积分 是 无 穷 积分 © 
了 =f f(x)dz. (8.15) 


在 复 平面 上 看 , 这 种 积分 是 沿 着 实 轴 进 行 的 ,并 不 构成 复 变 函 
数 的 围 道 积分 . 我 们 可 以 容易 地 将 实 函数 f(z) 延 拓 为 复 函数 f(z) ， 
但 为 了 能 构成 围 道 积分 并 应 用 留 数 定理 计算 , 还 必须 : (1) 补 上 适当 
的 积分 路 径 而 形成 闭合 围 道 ,计算 $ f(z)jdz ; (2) 在 补 上 的 路 径 上 


的 积分 , 或 者 与 所 要 求 计算 的 无 穷 积分 直接 相关 , 或 者 可 以 简单 方 
便 地 计算 出 来 . 最 自然 的 做 法 当然 是 补 上 以 原点 为 圆心 ，R 为 半径 
的 上 半圆 Ca ( 见 图 8.2) ， 而 后 今 
Roo. 这 样 ， 可 以 预见 ,我们 便 


Ca 需要 计算 J f(z)dz 的 极限 值 . 只 
CR 
要 f(z) 满足 适当 的 条 件 ， 这 是 可 
ROE A. 为 此 , 不 妨 进一步 假设 
ae 函数 fle) 满足 下 列 条 件 : 
中 无 穿 积 分 的 定义 为 
Poe i f(a)d 


有 时 这 种 极限 不 存在 ， 但 lim ie f(z)dz 存在 ， 称 为 积分 主 值 ， 记 为 


oo R 
vp f f(a)de = lim f(z)dz. 


R = +œ J-R 


显然 ， 当 这 叮 种 极限 都 存在 时 ， 它 们 必定 相等 . 
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1. f(z) 在 上 半 平 面 除了 有 限 个 孤立 奇 点 外 足 处 处 解析 的 ， 在 
实 轴 上 没有 奇 点 ; 

2. FEO < argz <r 范围 内 ， 当 |:| ”ec Ht, zf(z) 一 致 地 
趋 于 0， 即 对 于 任 给 的 @e > 0， 存 在 Mle) >0, 使 当 |1z|>M， 
O<arge<nY, |zf(2)| <e. 

这 两 个 条 件 并 不 苛刻 . 第 1 个 条 件 保证 了 原来 的 实 变 积分 不 
是 瑕 积分 ， 并 有 旦 可 以 应 用 留 数 定理 计算 围 道 积 

$ Heid? = f(z)dz +f f(z)dz = 271 ` res f(z). 

Jo J-R CR , 

AF fi 
第 2 个 条 件 ， 首 先 足 作为 常用 的 实 变 无 穷 积 分 的 收敛 条 件 
im rf(r)=0 (8.16) 
的 白 然 推广 ， 同 时 ， 艰 据 引 理 3.1 ， 又 保证 了 


im f f(z)dz = (8.17) 
Roo Cr 
于 是 ， 取 极限 Roc, RIFE 
f f(z)dz =2ni >》 resf(2). (8.18) 
ic 上 半 平 面 
需要 指出 的 是 , 这 里 求 出 的 只 是 积分 主 值 vp | Aedes 但 


足 ， 正 如 前 面 所 指出 过 的 ， 只 要 积分 | Jod 本 身 存在 ， 二 者 
一 定 相等 


例 8.5 计算 定 积分 1= 人 de 


x hae)? | 
R 此 时 显然 符合 上 述 要 求 的 条 件 ， 故 有 


PC 
I =| poet = 27i-res se 
2% (14+ 27) 一 (1 + 22)3 


2) 


上 上面 关于 留 数 定理 的 应 用 条 件 还 可 以 放宽 .如果 函 数 f(z) 在 
上 上 半 平 面 有 无 穷 多 个 扳 立 奇 点 ， 轴 =1. 2 ， 只 要 存在 曲线 序 
列 {Cm} ， 每 一 个 Cm 部 与 实 轴 上 上 从 -Rm 到 Ra 的 直线 段 构成 一 
个 围 道 ， 在 围 道上 没有 f(z) WAAL TE moot Cn 上 的 点 
:的 模 fe] 和 Ra HBT oo HL lm | 7Gdz = 0， 则 可 以 证 明 


Le. 


I f(x)dx = 27i > res f (bn ). (8.19) 


在 实 轴 上 有 奇 点 的 情形 以 后 讨论 . 
最 后 ， 我 们 还 应 该 对 村 应 用 留 数 定理 计算 定 积分 的 基本 思想 
有 一 个 比较 深入 的 理解 . 这 里 不 妨 再 重复 一 下 前 面 的 叙述 : 


为 了 能 够 应 用 留 数 定理 计算 无 穷 积分 ， 我 们 必须 
1 补 上 适当 的 积分 路 径 而 形成 闭合 力道 ， 计 算 faz: 


2. 在 补 上 的 路 径 上 的 积分 ， 或 者 与 所 要 求 计算 的 无 穷 积 
分 直接 相关 ， 或 者 可 以 简单 方便 地 计算 出 来 . 


因此 ， 如 果 是 f(x) RES MAER f fode, hF 


f f(r)dz = f(x)dz, 


所 以 仍然 可 以 采用 图 8.2 的 围 道 ， 并 重复 上 面 的 讨论 ， 而 得 到 


和 f(a)dz = sf f(r)dr = ri 2 res f(z). (8.20) 
: > 上 半 平 而 


基于 同样 的 考虑 ， 可 以 想到 ， 如 果 在 积分 | fode 中 ， 被 
积 函数 f(z) 具有 某 种 对 称 性 质 ， 例 如 
fe) = (ze )， (8.21) 
MWA, (ROT RA 8.3 中 的 围 道 来 计算 . 


154 


Re? ~ 
ay 
oe 7 o 
o 83 RIO 8A 


例 8.6 计算 定 积分 | 5 

解 由 于 这 里 的 被 积 函数 f(x) =a 是 的 函数 ， 所 以 ， 
我 们 可 以 采用 图 84 的 围 道 : 沿 止 实 轴 由 0 FR, WAIE E 
铀 ， 再 沿 正 虚 轴 由 iR 回 到 原点 ， 这样， 根据 留 数 定理 ， 有 


$ dz -f dr +| dz +f idy 
ele fp ltat Je lta Jp 1+ (iy) 


R 
R 
dr dz 
( | Lg 人 1+ 21 
‘ R 
. 1 


11+ 2z1|.-= 


十 是 ， 就 得 到 


dr V2 
= — 1. 
0 


在 这 个 例子 中 ， 当 然 仍然 可 以 采用 半圆 形 的 围 道 . 这 时 被 积 
RŽ 1/1 +2") 在 围 道内 有 两 个 奇 点 : =o" 和 z=e*wA. 计算 


155 


莽 妆 然 要 略微 大 一 些 . 可 以 设想 ， 如 果 要 计算 定 积 分 


nC 
f dr 
p100 * 
i 1+ x!9 


FAKA 7/50 RE I, 围 道内 只 有 一 个 奇 点 ; 而 采用 半圆 形 
围 道 ， 围 道内 则 有 50 个 奇 点 . 两 者 在 计算 基 上 的 差异 明显 可 见 
MER ELLET, 
7 形 围 道 和 半圆 形 围 道 两 者 还 都 可 供 
ne) 选择 的 话 , 那么 , 在 下 面 这 个 例子 中 ， 
扇形 围 道 就 只 能 足 唯一 的 选择 . 
例 8.7 计算 积分 f = 


1423 ¢ 
O R l 
ry 解 GIR, 这 时 应 该 考虑 夹 角 为 


2r/3 WY BATE FA (TS 8.5) . 
dz de dz 9 oi27/347 
ite ie ers 1+2xr3 
C 0 Cr R 


i2n/3 Rdg dz 
(1 = ) 3 十 3 
oe R 


= 27i res TE eee = ee ints, 
取 极 限 Ro, [AW 
; 1 
ue 1 十 2 
所 以 
gi es A 
R 
最 后 就 得 到 
[ ee ES RPR 
o 1+r3 3 1—ei2r/3 | 3cos T 3V3 


练习 8.9 ”计算 积分 PAE 


工 一 了 十 了 2 
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8.4” 含 三 角 函 数 的 无 穷 积分 


第 三 类 可 以 应 用 留 数 定 理 计算 的 定 积分 是 
T= J f(z)cosprdr 或 I= / f(x) sin prdz. (8.22) 
这 里 不 妨 假设 p>0. 
处 理 这 种 类 型 的 积分 ， 仍 可 以 采用 半圆 形 的 围 道 (图 8.2) . 但 
是 被 积 函数 不 能 简单 地 取 为 f(z)cospz 或 f(z)sinpz. 这 是 因为 ， 当 
0<argz<n, lz] = R= œ BY, EK% cos pz 和 sin pz 的 行为 复杂 出 
不 便于 直接 计算 
Jim J. f(z)cospzdz 或 jim J., f(z)sin pzdz. 
正确 的 做 法 是 将 被 积 函 数 取 为 f(z)e”* ， 如 果 函 数 fo 在 上 半 
平面 内 只 有 有 限 个 奇 点 ， 则 


R 
$ fea = fade | f(z)e'P* dz 
Cc -R CR 


R 
J f(a) [cos pr + isin px] dr + f f(z)e'?* dz 
~R CR 


= ni > res { f(z)e*}. (8.23) 
tpi 
这 样 ， 只 要 能 够 计算 出 
lim f(z)e'?* dz, 
那么 , 分 别 比较 实 部 和 虚 部 ， 当 然 就 可 以 求 得 J “Jojep N 


O 读者 当然 记得 ，z 二 co 是 函数 sinz R cos: 的 本 性 奇 点 . 这 意味 着 当 z 以 不 
同方 式 趋 于 oo 时 ， sinz 或 cos z 可 以 巡 近 二 不 同 的 数值 ， 这 当然 会 给 
lim f(z)cospzdz 或 lim f f(z)sin pzdz 
R Ro JCR 


Roos JC 


的 计算 带 来 -- 定 的 困难 . 但 是 ， 绝 对 不 要 误 认 为 这 两 个 极限 不 存在 . 


a f(z)sinprdz ， 为 此 ， 介 绍 一 个 引 理 . 


引 理 8.1(Jordan 引 理 )” 设 在 0 < arg: < 7 的 范围 和 内， 
Jz] oo 时 ， Q(z) 一 致 地 趋 近 于 0 WM 


(8.24) 


其 中 p>0， Ce 是 以 原点 为 圆心 ，R 为 半径 的 上 半圆 2 . 
证 当 z 在 Cr EM, z= Re, 


Q(z)er:dz | Q (Re'°) aeipR(cos6 二 isin 6) Peieidpg 
0 


Cr 


< | |Q (Re je PF" Re 
0 
<er | o Pisin? 46 
0 
w/2 
=2eR | @ PR sing qo 
0 


证 明 的 关键 在 于 精确 估计 sing 值 . 由 图 8.6 可 见 ， 当 0<0< 0/2 
At, 4 sinb > 20/r ， 所 以 


1 Fig 
J Q(lzje Pdz] < zer | e7PR 28/7 q0 
sin @ CR 0 
uj —pR 
= —— (l—e!? 
5 wS R ( e ) 
0 F /2 
= 一 (1 一 ery 
i| 8.6 p 


这 样 ， 就 证 明了 


Roo 


im f Q(z)eP:dz =0. O 
CR 
于 是 ， 在 满足 Jordan 引 理 的 条 件 下 ， 


O 从 证 明 过 程 可 以 看 出 ， 引 理 中 p > 0 的 限制 可 以 放宽 为 Rep>>0. 


f f(c)” dr = oni Ss res { f(z)e'?*}. (8.25) 
ia 上 半 平 面 
分 别 取 实 部 和 虚 部 ， 即 得 


人 f(z) cos prdx =Re ¢ 27i 5 res sewe} (8.26a) 
ii 上 半 平 面 


= 一 in > res owr} ， (8.26b) 


上 半 平 面 


[ f(x) sin pr dz =Im fan > res ewr} (8.26c) 


上 半 平 面 
一 27Re | 5 res HOGEI | À (8.26d) 
上 半 和 平面 
例 8.8 计算 积分 | San, a> 0 


解 根据 上 面 的 讨论 ， 有 


re'” 1 ;.; 
se = 271 ‘ Zes = mie “. 
-œ T +a 2 


所 以 
” zsinz = ° rsinz AO 
J. rd 一 Te J rE 一 ee (8.27) 
与 此 同时 ， 还 得 到 
®© rcosr 
a mradr=0. (8.28) 


这 是 显然 的 ， 因 为 被 积 尊 数 是 奇 晴 数 . 

如 果 f(z) 是 复 函数 ， f(z) = u(z) +iv(z) ， 那 么 ， 重 复 上 面 的 
计算 ， 还 可 以 得 到 
f [u(x) + iv(x)] eP? dz = 2ni 5 res { [u(z) 十 iv(z)| eP?) | 
ate 上 半 平 面 
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J (u(x) cos px — v(x) sin px] dz 


= Re fan ` res [u(z) + iv(z)] ep l 


上 半 平 面 


= —2r mf S res [u(z) + om | ， 


上 半 平 面 


J [u(z) sin DZ + u(x) cos pr] dz 


=Im fan >》 res [u(z) + ov | 


上 半 平 面 


= 2r ve > Tes [u(z) + woe | 


F PF iki 


8.5 ” 实 轴 上 有 奇 点 的 情形 


(8.29a) 


(8.29b) 


(8.29c) 


(8.29d) 


处 理 相应 的 复 变 积分 É f(z)dz 时 ， 实 轴 上 的 c 点 也 是 被 积 函 歼 的 


zjdz= tim 大” fjdz+ lim f” f(z)ar 


62 一 0 vc 十 62 


C 一 和 
如 果 这 两 个 极限 单独 都 不 存在 ， 但 是 jim | / f(z)dz + f’ (ajde) 存在 , we 
630 Léa e+ 


为 瑕 积分 的 主 值 存 在 ， 记 为 


vp. [Haas = lim [S ras + [fea] 
HR, MRRAORA EAR, BACH) EHS. 
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厅 点 ， 必须 绕 开 奇 点 而 构成 闭合 的 积分 围 道 . 下 面 我 们 通过 两 个 例 
子 来 具体 说 明 处 理 这 类 积分 的 基本 精神 . 


例 8.9 ”计算 积分 属 


解 这 是 一 个 反常 积分 ， 反常 性 既 表 现在 积分 区 间 为 无 穷 区 
间 ， 又 表现 为 被 积 函数 在 > = 0 点 不 连续 (z = 0 ANRA). HER 
分 在 主 值 意 义 下 存在 ， 


a dz 
z+r+r) 
= lim > dy ea "o OMS 
T Rito n, Z(1 +z +z?) not , «(1+24+27) 


-ô 1 
Si a ee 
60] f_, r(l+2+4+27) , eQl+z2+27)| 


因此 ， 在 应 用 留 数 定 理 计算 此 积分 时 ， 应 该 考虑 复 变 积分 


dz 
(le 


其 中 的 积分 围 道 C 如 图 
8.7 所 示 ， 由 以 原点 为 圆 
心 、56 为 半径 的 小 半圆 弧 
Cs 和 以 原点 为 圆心 、 为 
半径 的 大 半圆 弧 CR 以 及 
HAE -R--5M5OR 
构成 . 于是， 根据 留 数 定 
理 ， 有 


dz 和 dz $ dz 
sallkta) E aa TFET) Cs z(1+ 2+ 2?) 


„Fa oe 
y allta + 27) Cr 2(1+24 27) 
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因为 


3 


ee z(1+2+ 2?) = 


所 以 ， 根 据 引 理 31 ， 有 


lim 


dz = 
R00 Jo, 2lt+z+27) — 
又 因为 在 z=0 点 的 邻 域 内 ， 
z(1 十 2 十 22) z ” i 
所 以 


/ ers/ oe 4 [ao 十 alz 十 …:]dz 
Cs z(1 十 z 十 22) © cs 2 č; nea l 
在 极限 情形 5 一 0 下 ， 有 

人 

$0 Jo, z(l+z24+27) 0 7° 


这 样 ， 取 极限 R>, 6 一 0， 就 得 到 


fo 9) 
dz n 
.D. — = 一 一， 8.30 
ef zr V3 ( ) 


思考 题 ”如 果 积 分 围 道中 的 小 半圆 绝 是 从 下 半 平 面 绕 过 > = 0 点 ， 因 
而 把 z = 0 点 包围 在 围 道内 ， 是 否 会 得 到 不 同 的 结果 ? 为 什么 ? 

从 上 面 的 计算 中 可 以 看 出 ， 对 于 积分 路 径 上 有 奇 点 的 情形 ， 
我 们 总 要 计算 围绕 奇 点 的 小 圆 弧 上 的 积分 值 (准确 地 说 ， 要 计算 它 
的 极限 值 ) .这 时 我 们 可 以 利用 下 面 更 普遍 的 结果 . 

引 理 8.2 MRAK f(z) 在 z =a 点 的 邻 域内 连续 ， 并 且 当 
6, < arg(z —a)< 6z, |z- a| => ORT, (z-—a)f(z) 一 致 地 趋 近 于 大 ， 刚 
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Cs 
im | f(z)dz = ik(@2 —6;),) = (8.31) 
6-40 Cs 


其 中 Cs 是 以 z =a 为 圆心 ，6 为 半径 , KAH +0 
62-6, WBL, |z-a| = 6, 6; < arg(z—a) < b2, 
见 图 8.8. 


证 此 引 理 的 证 明和 引 理 3.1 的 证 明 相 仿 ， 因 为 


J a eta 
Cs z-a 


f(z)dz — ik(@2 — 61) 
Cs 


所 以 


Une AG 


|dz| 

a| 
由 于 当 0 <arg(z—a) <0, zz-a 一 0 时， (z 一 a)f(z) 一 致 地 趋 近 
于 上 ， 这 意味 着 任 给 es > 0 FFE (与 arg(z - a) 无 关 的 ) r(e) > 0， 
使 当 |(z 一 o)| =5<r 时 ，|(z 一 a)f(z) 一 k|<e. 所 以 


Ke- a) f(2) = a} 


< elb: = 61), 


J f(z)dz 一 ik(O2 = 8.) 
Cs 


即 
lim f f(z)dz =ik(@2 - 01). O 
在 有 些 情况 (例如 ， 含 三 角 函 数 的 无 穷 积分 ) 下 ， 本 来 实 变 积 
分 并 不 是 瑕 积分 , 但 由 于 在 相应 的 复 变 积分 中 ， 并 不 是 简单 地 将 被 


上 却 可 以 出 现 奇 点 . 这 从 下 面 的 例子 中 可 以 看 出 . 


例 8.10 ”计算 积分 {3 | 


解 很 自然 地 ， peek e_ dz ， 积 分 围 道 C 和 例 8.9 
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相同 (图 8.7) . 


iz 一 4 eit 
foes 一 dz + Sas f “art f | ae. 
= CR z 


在 积分 围 道 包 围 的 区 域内 ， 被 积 函 数 解析 ， 故 围 道 积 分 为 0. 根据 
Jordan 引 理 和 引 理 8.2, 分 别 有 


im | “de =0, mf S a E 
R-~ 00 C 6-30 
R 
oo elz 
J — dr = 71. 


比较 两 端的 实 部 和 虚 部 ， 即 得 


因此 


vp. | cSt dz = 0, | Su" dx = a. ~ (8.32) 
eget, ye Dœ T 
关于 这 种 类 型 的 积分 ， 还 可 以 举 出 
co > 2 | 
a M de =n; (8.33) 
T 
”sin zj 3 (8.34) 
x? sea Ck 
— 00 
® sinfr 2 
J y? a ae 18:35) 
° Sin” 115 
|. a dz = 1957i (8.36) 
* sin’ x 11 
J. — a dr = 207° (8.37) 


————— 


oc. [n/2] 
J mi ae ir ae i (; ee —) . (8.38) 


计算 这 些 积分 ， We hs 例如 ， 


@ 见 T. M. Apostol, Math. Mag. 53(1980), 183. 
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为 了 计算 (8.33) 式 中 的 积分 ， 就 应 该 考虑 复 变 积分 


t= ei22z 
¢ 5 az, 
C 之 


积分 围 道 C 仍 如 图 8.7 . 这里， 就 复 变 积 分 而 言 ， 在 实 轴 上 可 以 有 
aj ra. 但 这 种 奇 点 ， 一 般 说 来 ， 只 能 是 可 去 奇 点 或 一 阶 极点 . 这 从 
引 理 8.2 就 可 以 看 出 . 如 果 是 二 阶 或 二 阶 以 上 的 极点 ， 或 是 本 性 奇 
点 ， 沿 小 圆 弧 Cs 的 积分 就 可 能 趋 于 co . 


8.6 ”多 值 函 数 的 积分 


以 上 几 节 中 讨论 的 都 是 单 值 函 数 的 积分 ,现在 再 来 讨论 多 值 
函数 的 积分 O. 一 种 常见 的 多 值 函 数 积分 是 


I= J z*~'Q(x)dz, | (8.39) 
其 中 * 为 实数 ， Q(z) 单 值 ， 在 正 实 轴 上 没有 奇 点 . 为 了 保证 积分 
Jim .7 Q(z)dz = lim z Q(z) = 0. 
我 们 考 卡 相应 的 复 变 积分 
f aaz = J Aade 人 zs 'Q(z)dz 


ó 
+f ce oodz+ f 2°! Q(z)dz. 
R Cs 


由 于 z=0 及 z= oo 是 被 积 函数 的 枝 点 ， 所 以 需要 将 平面 沿 正 实 轴 
割 开 ， 并 规定 沿 割 线 上 岸 argz = 0 . 这 时 的 积分 路 径 由 割 开 的 大 
NAM (半径 分 别 为 RAM 6) 及 割 线 上 下 上 岸 组 成 ( 见 图 8.9). 沿 割 
线 上 下 岸 的 积分 显然 直接 与 所 要 计算 的 实 变 积分 有 关 ， 问题 是 如 
何 计算 沿 大 小 贺 弧 的 积分 值 . 


© 准确 地 说 ， 这 里 所 说 的 多 值 函数 的 积分 是 从 复 变 函数 的 角度 说 的 .从 复数 域 来 
看 ， 实 变 定 积分 中 的 积分 变量 z 在 7 > 0 时 应 该 理解 为 argz = 0 . 
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由 引 理 3.1 和 引 理 8.2 可 
以 看 出 , 如 果 在 0 < argz < 27 


Y 
的 范围 内 ， 
CR 
lim z Q(z) = 0, 
lim z°Q(z) = 90, 
R z 
ys 一 *Q(z)dz 


lim 
R- œ Cp 


更 进一步 ， 如 果 Q(z) 在 全 平 
面 上 除了 有 限 个 孤立 奇 点 值 解 (不 在 正 实 轴 上 ) 外 ， 是 单 析 的 ， 因 
而 可 以 应 用 留 数 定理 . 在 取 极 限 5 一 0, R 一 oo 后 ， 就 得 到 


(1 一 e f zs Q(rjdz = 2ri 5 res {2°-1Q(z)}. 
0 


全 平面 


图 8.9 


所 以 


zs 1QO(z)dz = >». res {2°~'Q(z)}. (8.40) 
全 平面 

需要 注意 ， 在 计算 留 数 时 ， 要 遵守 上 面 对 于 多 值 函 数 z* 所 作 的 限 

制 ， 即 0 < argz < 2r. 


思考 题 ”如 果 规 定 在 割 线 上 岸 arg z = 2r ， 是 否 影响 最 后 结果 ? 
思考 题 ”如 果 Q(z) 具有 一 定 的 对 称 性 质 ， 例 如 是 z Ha RRA 
数 ， 是 否 可 以 取 其 他 形式 的 围 道 ? 


ples 计算 积分 [ S 
解 这 里 的 被 积 函 数 显然 满足 上 述 讨论 中 的 要 求 ， 因 此 


[0 0) a—l 7 
T 271 ”ji(p+r)ta-1) _T ip(a 一 1) 
人 计 可 = ee 


——dr, 0<a<l,-7tT<yp<7. 


dz = 


z +e 1 — ero sin ma (8.41) 
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从 这 个 积分 还 可 以 推出 一 些 更 进一步 的 结果 . 例如， 作为 这 
个 积分 的 特殊 情形 ， p=0,， 则 


[ ZT eE. (8.42) 
o itz Sin ma 
在 少数 一 章 中 要 直接 应 用 到 这 个 结果 . 又 如 ， 比 较 (8.41) 式 两 端 
的 虚 部 ， 还 可 以 得 到 © 

J pom _ Fm sin(l Tae 


dr = — a 
z? +2rcosy +1 sin Ta sing 


(8.43) 


这 个 结果 是 在 0 < a < 1 的 条 件 下 得 到 的 ， 但 是 可 以 解析 延 拓 到 
O<a<2. 比较 (8.41) 式 两 端的 实 部 ， 也 可 以 得 到 同样 的 结果 . 


例 8.12 ”计算 积分 J pas 


解 这 个 积分 当然 可 以 模仿 上 面 讲 过 的 一 般 步 又 处 理 ， 只 是 
要 注意 这 时 在 正 实 轴 上 有 一 个 奇 点 ，z = 1 ， 因 此 必须 将 图 8.9 中 
的 积分 围 道 修改 为 从 z=1 点 的 上 方 和 下 方 绕 过 (如 图 8.10) . 请 读 
者 日 己 完成 这 个 计算 . 


1 
zdz ， 其 中 0<a<i. 


r°? 
1 


图 8.10 图 8.11 


下 面 ， 我 们 也 可 以 直接 利用 例 8.11 中 的 结果 (8.42) 而 计算 出 
这 个 积分 ， 为 此 ， 作 围 道 如 图 811. 于 是 有 


© 1785 Æ, Euler 实际 上 已 经 得 到 了 这 个 结果 ， 或 者 说 ， 这 个 结果 的 特殊 情形 ， 
即 a 为 有 理 数 m/n 的 情形 . 
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4 LA wales oa! 
re 
+ sae a 7 dz = 0. 
i l-r c, 2+1 


容易 证 明 
a-l a= 
li J dz=0, im f dz = 0, 
R> Jo 2 十 1 640 c 2 十 | 
a-l 
lim dz 一 一 ir.eir(c 一 1) 
e730 C 之 
所 以 oo oo 1 
6 dz — ine”? -f = dz = 0 
ő l-r 6 1l+z 
这 样 最 后 就 得 到 | 
oc re~! : oo r27! 
l d = mire f dz 
6 l-z n l-z 
, -ixa n 
= m+e ETR = z cotra. (8.44) 


另 一 种 多 值 函数 的 积分 涉及 对 数 函 数 ， 先 讨论 下 面 的 例子 . 
Bi 8.13 计算 积分 | lag 


— dr. 
l+24+2? 


解 取 围 道 如 图 8.9 ， 计 算 复 变 积分 


R 
In z Ing In z 
— dz: = a L 一 一 一 一 一 d 
fs ° l IT 十 z 十 23 = 1 十 2 十 2 
R 
ô in re?" 
E E a oe a Lee? 
6 


i In z 
-i Jo re {T4272) 
全 平面 
ae (2 _ E) 4 
7 3V3 3V3 3V3 
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因为 


根据 引 理 3.1 和 引 理 8.2 ， 有 


In z In z 
Ros J. er e n a cae 
所 以 ， 取 极限 R40,5 50, BI 
ln z ® Ing + 2ri Ani 
i mept- / Toere a a 
尽管 现在 沿 割 线 上 下 岸 的 积分 都 与 所 要 计算 的 积分 有 关 ， 但 是 ， 


非常 不 巧 , 它们 却 相互 抵消 掉 了 , 而 只 剩 下 一 个 并 非 我 们 所 要 计算 
的 定 积 分 


ü 1 2r 
这 样 ， 试 图 通过 围 道 积分 了 了 ee? 一 dz 的 
努力 就 失败 了 ! 失败 的 原因 是 ， 和 根 式 函数 不 同 ， 对 数 函 数 jnz 的 
多 值 性 表现 在 虚 部 上 ， 因 此 沿 割 线 上 下 岸 积分 时 ， 其 实 部 (B Inz) 
抵消 掉 了 . 但 是 , 应 该 说 , 这 种 “失败 ”， 标 志 着 我 们 对 于 应 用 留 数 
定理 计算 定 积分 的 认识 的 深化 ， 上面 的 计算 ， 除了 具体 的 计算 结 


果 外 ， 至 少 还 有 两 方面 的 收获 第 一 ， 对 于 定 积分 | fede, M 
果 f(z) KERES (因此 可 能 无 法 用 8.3 节 中 的 方法 计算 ) , 可 以 通 

用 留 数 定理 计算 围 道 积分 $ f(z) inzdz 来 求 得 . 第 二 , 如 果 要 
计算 积分 1/ ”f(z)Inzdz ， 则 可 以 考虑 复 变 积分 A f(z)In?zdz. 因 


为 这 时 割 线 上 下 岸 mnz 的 函数 值 hn?z 和 (lnz + 2ri)” 相互 抵消 ， 
剩 下 的 正好 有 我 们 所 需要 的 Inz 项 . 
现在 就 来 完成 例 8.13 中 所 要 求 的 积分 计算 . 为 此 ， 考 虑 积分 
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f mz gs, BC 不 变 ， 重 复 上 而 的 计算 步骤， 就 得 到 


1 十 之 十 2 


ec 2 oo 2? 
f In’z oes Uda) a 
E E E i lj+X+r 


全 平面 
= ER i] = Sa 
Jf/3 19 9 3/3 | 


于 是 


g lnz ji 1 8 
一 ini | 一 一 一 一 一 dz 十 ant | dz = en". 
o I+2+2? o hee + et 3/3 


所 以 ， 就 可 以 得 到 我 们 所 要 求 的 积分 


”zx 
除 此 之 外 ， 也 还 可 以 再 次 得 到 (845) 式 的 结果 ， 


BSR WR f(z) 具有 一 定 的 对 称 性 质 ， 例 如 是 z 的 奇 函 数 或 偶 函 
数 ， 是 否 可 以 到 其 他 形式 的 力道 ? 


以 上 讨论 了 留 数 定理 的 一 种 最 基本 的 应 用 一 一 计算 定 积分 . 
由 于 篇 幅 的 限制 , 这 里 只 介绍 了 最 常见 的 几 种 类 型 的 定 积分 . 除了 
这 几 种 类 型 之 外 ， 还 有 其 他 一 些 类 型 的 定 积分 ， 包 括 像 4.5 节 中 的 
含 参 基 的 无 穷 积 分 (4.29) ， 也 可 以 用 留 数 定理 计算 . 读者 可 以 参阅 
有 关 书 籍 ， 例 如 参考 书目 [1, 2, 8. 

当然 ， 留 数 定理 也 不 是 万 能 的 ， 有 些 类 型 的 定 积分 Win, Hh 
后 面 第 十 章 (10.30) 式 的 积分 ]) ， 就 难以 利用 留 数 定理 来 计算 . 在 本 
书 的 第 十 章 和 第 十 一 章 中 ， 也 还 介绍 了 计算 定 积分 的 其 他 方法 . 


‘8.7 ”应 用 留 数 定理 计算 无 穷 级 数 的 和 
本 节 将 讨论 留 数 定理 的 另 一 个 应 用 ， 即 计算 菜 些 无 穷 级 数 的 
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A. 设 有 无 穷 级 数 > s(n), KH f(z) RCMB RT ART 
非 整 数 的 极点 外 ， 它 在 全 平面 解析 .如果 存 在 另 一 个 函数 Gz), 
z= 0, +1, +2,--- 是 它 的 一 阶 极点 , 且 在 这 些 极点 处 的 留 数 的 为 1， 
除了 这 些 极点 外 ， G(z) 也 在 全 平面 解析 . 这 样 ， 作 一 个 闭合 围 道 
Cw ,将 nm=0, +1, 42,--,4N BREAN, FE, 根据 留 数 定理 ， 有 


$ G(z)f(z)dz = ml 5 f(n) + 5; res [G(z) f(z)] i 
CN 


BN f(z) 的 极点 
如 果 当 N oo 时 ， 能 求 出 $ G(z)f(z)dz 的 极限 值 (例如 ， 在 一 
定 条 件 下 为 零 ) ， 则 我 们 可 以 算出 f(n). 

这 里 有 两 个 问题 需要 解决 ， 一 是 要 找到 这 样 的 函数 G(z) ， 二 
是 如 何 求 出 £ G(z)f(z)dz 的 极限 值 ， 对 于 前 一 个 问题 ， 回 答 是 
G(z) 可 取 为 xcot ns， 对 于 后 一 个 问题 , 我 们 用 下 面 的 引 理解 决 . 

DIR 8.3 i f(z) 除了 有 限 个 孤立 奇 点 外 处 处 解析 ， 知 存在 
HRR>OMM>O, Hi| >R}, [zef(2) <M. Ny 


$ Tcot mz f(z) dz 一 0， 当 N 一 oo， (8.47) 
CN 


其 中 Cw 为 正方 形 围 道 (如 图 
8.12 所 示 ) ， 顶 点 为 


(N +1/2)(1 +i) 
和 
(N 4+ 1/2)(1 i). 
证 首先 ， 在 上 面 取 定 的 


cot 人 之 
$ TOURE 4, 
rere Z 图 
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由 留 数 定理 ， 有 
T cot 7z . Tt Cot 7 
$ 一 一 一 一 qz = 2ni- res {77 | 
CN z & ~ 二 0 


N 
nm COt Tz 
+ 271 res { zom) . 
> z z=łŁn 


n=| 


但 rcot rz/z Ay (Bea Ez = 0 点 的 留 数 必 为 地; 而 在 之 一 多 处 ， 
1 


— 


3 


wr cot rz T COS 7 Z 
res 4 一 -一 一 一 
Zn n 


z(sinTz) | _ 


~ 
w = 


rcotrz/z Œ z = +n 处 的 留 数 互相 抵消 ， 所 以 ， 就 有 
f TCOt Az jz 0, (8.48) 
Cx z 
于 是 ， 等 式 
TcotfTz f(z) dz =$ iT cot Wz [Fc 一 =| dz 
Cn CN se 


一 定 成 立 ， 上 为 任意 常数 . 但 因为 |zf(z)| AR. f(z) 在 |z| > 已 之 
外 不 可 能 有 奇 点 ， 即 全 部 奇 点 均 在 1z| < RA, MA zf(z) 在 % 点 
解析 ， 所 以 


Ql a? 
= hae Uae Ear R, 
zf(2) Goth oe |z| > 
或 
ao ai +aez+::: 
IA eg |z| > R. 


Mi ai +azz +asz? +- 在 |z| <1/RARR-TROT RR HEME 
I |z| < 1/R' P (R > R), [ai+a:z +a3z2? +- |<M', Bf 


ao M' 
ee ee 


当 N 足够 大 ， 可 使 Cy 上 的 所 有 点 均 满足 |z| > R, W 
TCOLAZ z)— ak dz 
$ taz |f- S| 


< w x (cot nz 在 Cn 上 的 上 界 }. 


lz) > R. 
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但 当 z 处 于 Cn 的 两 条 垂 边 上 ，z =4(N4+1/2), |cotrz| <1; 当 
z 处 于 Cw 的 上 下 两 条 边 上 ，y = 十 N+1/2) |cot nz) 在 z=0 点 
BRK, i 

e2t(N 41/2) + 1 


cot mz FE Cn En EF = <2. 


e2r(N+1/2) _] 一 


因此 ， 当 NN —> oo ff, 
Jim A nT cot rz [ro — z] dz = 0, 
Bp 


N- 00 


lim TcotTrz f(z)dz=0. O 
CN 


根据 这 个 引 理 ， 我 们 立即 可 以 得 到 下 面 的 结果 : 

定理 者 函数 f(z) 除了 有 限 个 非 整 数 的 极点 外 ， 在 全 平面 解 
析 ， 且 存在 常数 尺 >0 和 M>0， 4 |> RE}, |zf(2)| <M, 
则 


S fn) 


N 
jin È so 


n=-—N 也 一 一 Oo 
关于 5 res {r cot mz f(z)}. (8.49) 
f(z) 的 极点 
证 取 图 8.12 中 的 方形 围 道 Cw ， 考 虑 积分 
$ m cot wz f(z)dz. 
CN 


REN 足够 大 , 则 Cw 一 定 包 围 了 2) 的 全 部 极点 于 其 内 . 这 样 ， 
在 Cn P, RTE f(z) 的 全 部 极点 外 ， 还 有 rcot rz 的 奇 点 (一 阶 
极点 ) z=n,n=0,4+1,4+2,---,4N. 在 后 面 这 些 奇 点 处 ， 留 数 为 


(sin rz)’ 


于 是 ， 根 据 留 数 定理 ， 有 


f(z) 


= f(n). 


=n 
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$ TcotTz f(z)dz 
ČN 
N 
= 271 ` fin) 十 5 res | cot mz f(z] 
ais f(z] 的 极点 


两 边 取 极限 ， 即 得 所 求 . O 
例 8.14” 求 无 穷 级 数 D ZA. 
解 按照 上 面 的 讨论 , 可 取 fle) = 1/22 . 但 是 ，/(2) 的 极点 为 


整数 ， 所 以 不 能 直接 引用 定理 的 结果 ， 而 应 该 仿照 前 面 的 做 法 ， 从 
留 数 定理 出 发 ， 得 到 


TCOt Tz T cot rz 
de = = 271 i SS. T . 
z? z = 
Cc z=n 
N 


n=-N 


在 z=0 点 ， 
= TO 在 : = 0 点 邻 域内 展开 式 中 RM 
= rcot rz 在 z = 0 点 邻 域内 展开 式 中 z 的 系数 


2 


T 
paneas ~ 3° 
这 里 用 到 了 5.4 WP (5.22) AWAR. 在 z=n 关 0 点 ， 
TCOt NZ 1 
m m i 


所 以 


N 
A cot AZ r? 1 
pe 4 人 -+ 二 


n=l 
SN> œ, AUAS, B 
> ee (8.50) 
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练习 8.10 REHRK 》 二 之 和 
练习 8.11 RAW 2 ant >1 之 和 . 


练习 8.12 REFRA == _ 之 和 
提示 : 考虑 积分 


Cry 22Sin rz gz 
N 


"8.8 ” 留 数 定理 的 其 他 应 用 


有 时 我 们 反 过 来 由 围 道 积 分 来 计算 函数 的 留 数 . 

例 8.15 KAŽ tan? :rz 在 z= 1/2 点 的 留 数 ， 其 中 ”为 正 
救 数 册 . 

解 z= 1/2 是 函数 (we tan2"-irz 的 2 一 1 阶 极点 .不 难 发 
现 ， 采 用 (8.6) 式 计算 留 数 res f(1/2) 是 相当 困难 的 . 如 果 直 接 由 


= = 1 
tan2n-1z = ~—cot?”~! (z- 3 ) 


least tae ae a 
~ Lz—-1/2 3 2 45 2 


2 1 5 2 人 一 1 
TS 
求 出 (z -1/2)-! 的 系数 ， 对 于 较 小 的 n 值 是 可 
行 的 . 但 难以 得 到 任意 ” 值 下 的 普遍 结果 所 
以 ， 为 了 求 得 tan? :rz 在 z=1/2 点 的 留 数 ， 
比较 简便 的 办 法 , 反而 是 直接 计算 围 道 积分 . 
考虑 到 tan? az 的 奇 点 为 z = (k+ 
1/2) ，n = 0,1,2,… . 故 取 积 分 围 道 C 如 图 
8.13 ,其 顶点 为 2 二 -iR, 2=1-iR, z=1+iR 
和 z=iR 点 . 于 是 ， X] 8.13 


O 引 自 梯 其 玛 希 ，《 函 数论 》 ( 吴 锦 译 ， 科 学 出 版 社 ， 1964 Œ), 118 页 . 
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2m 一 1 27 一 1 
res {tan mz} ap = Sri $ van TZdz 


] 1-iR 1+iR 
= Hi tan?” "rede + | tan?” nzdz 
271 : l 
—iR 1-iR 


iR —iR 
+f tan?! rz dz + | an®™-inadz), 
1+iR iR 


因为 tan rz 的 周期 为 1 ， 故 


1+iR iR 
—1 In 一 
f tan?” Tz dz =, tan?” l nz dz. 
1 


~iR —iR 
所 以 


res {tan**-'xz| 


:二 1/2 
] i-iR iR 

=H f tan? nzda+ f an?" azda h, 
nl _iR 1+iR 


1 eit(z+iy) p eT in(zt+iy) 
tanTzZz 二 一 一 


i eit(rtiy) +e —in(z+iy) 


因为 


一 ti, y 一 too, 


1-iR 
f tan?” lxzdz > (—i) "7! =(—)"i, 


iR 


iR 
2n-1 .2n—1 ; 
I tan" nzdz -> —i“” =(—)"1. 
14+iR 


所 以 


res {tan rz} 


z 二 1/2 n 
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第 九 章 TT HR 


9.1 工 函 数 的 定义 


MAR ce Bix FE AS AY PR eR. 常用 的 定义 足 第 二 类 Euler 积分 
r(z)= | et ldt, Rez>0， (9.1) 
0 


其 中 的 积分 变 基 上 应 该 理解 为 argt =0. 

首先 证 明 积 分 在 右 半 平面 代表 一 个 解析 函数 .因为 这 是 一 个 
RR, CMe MARS (在 上 = 0 端 ) ， 又 是 一 个 无 穷 积分 ， 
所 以 要 把 它 拆 成 两 部 分 来 分 别 讨论 . 


DC oc 
J e7 eas | ese ata f eto dt. (9.2) 
0 0 1 


先 看 第 一 部 分 显然 ， 当 上 > 1 时 ， 被 积 函 数 e 全- 是 t 的 连 
ERRO FAA z 的 函数 ， 在 全 平面 解析 . 由 定理 4.2 可 知 ， 要 
证 明 它 代表 一 个 解析 哺 数 ， 就 只 需 证 明 积 分 一 致 收敛 .因为 


所 以 对 于 任意 正 整 数 N ， 

et > = e < FN: 
故 对 于 2 平面 上 任 一 闭 区 域 (此 区 
域内 的 任意 一 点 ， 均 有 Rez<zo， 
W EI 9.1) 

leer ee Net 


这 样 ， 只 要 选择 足够 大 的 N (使 得 fe) sd 
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N>zo， 积 分 | pona aC ef ee at 在 :平面 


的 任 一 闭 区 域 中 一 致 收敛， 因此 在 全 平面 解析 
要 证 明 第 一 部 分 的 积分 在 右 半 平面 解析 ， 关 键 也 是 证 明 它 的 
一 致 收 化 性 ， 因 为 


jet | =e t], z = Rez, 
因此 ， 对 于 z 平面 上 右 半 平面 的 任 一 区 域 ， 有 Rez=z>6>0， 
iene. <m, 


mf eae teat, MRA [ete lar 在 = 平面 上 有 半 平 面 的 任 


一 闭 区 域 中 一 致 收敛 ， 因 此 在 右 半 平面 解析 . 
把 两 部 分 合 起 来 ， 就 得 到 


E z: 的 右 半 平 面 解 析 . OO 
PRIMED 函数 的 定义 加 以 扩充 . 首先 , 上 面 的 积分 定义 中 ， 
积分 路 径 并 不 需要 限定 在 实 轴 上 ， 而 可 以 修改 为 
r= fot “e 'dt, Rez > 0, (9.3) 


Reio 积分 路 径 工 是 上 平面 上 从 上 =0 

出 发 的 半 射 线 ， argt = a HA 

Cr la| < 7/2. 取 围 道 C 如 图 

应 用 留 数 定理 讨论 复 变 积 

A 2 fo ete at, 就 能 证 得 这 个 


m 结论 . 清 读者 补足 这 个 证 明 . 
这 个 结果 还 可 以 进一步 修 
改 : 积分 路 径 工 可 以 是 上 平面 上 从 + 上 =0 出 发 的 任意 分 段 光 滑 曲 线 ， 
只 要 最 后 以 Ret -+oo 的 方式 趋 于 无 穷 远 点 即 可 . 也 请 读者 日 己 
补足 这 个 证 明 . 
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上 面 介绍 的 工 函数 的 定义 当然 还 只 适用 于 Rez > 0. ASL 
拓 到 z 的 全 平面 , 我 们 注意 在 前 面 的 证 明 中 , 积分 的 第 二 部 分 是 在 
全 平面 解析 的 , 因此 ， 只 要 用 适当 的 方法 将 积分 第 一 部 分 延 拓 到 全 
平面 即 可 .比较 真 接 的 方法 是 将 指数 函数 作 Taylor 展开 


a a, 2 (—)" i d — 3 (三 六 l 
A n! ni n+z 


这 个 结果 是 在 Rez > 0 的 条 件 下 得 到 的 . 但 是 ， 在 这 个 等 式 中 ， 
a Libs pst Rai 
—2,---) 一 致 收敛 , 因此 在 全 平面 解析 (2 关 0, 一 1, 一 2,…) . 这 说 明 ， 
等 式 右 端的 级 数 表达 式 就 是 左 端 积分 表达 式 在 全 平面 上 的 解析 延 
Yo. 于 是 就 完成 了 T 函数 的 解析 延 拓 


r= f e E p-ar Y O 2} eas, (9.4) 


n=0 


9.2 T 函数 的 基本 性 质 


性 质 1 T(1)=1. (9.5) 
HHE T 函数 的 定义 中 代入 2 = 1 即 可 得 到 这 个 结果 . 
性 质 2 T(z+1)= 2zT (2). (9.6) 


证 根据 T 函数 的 定义 
['(z +1) =i e~t dt 


os Oo 
2 -f etzft 一 dt 
0 0 


saf e t* "dt = d (2). O 


对 于 这 个 结果 可 以 从 两 个 角度 来 理解 .一 是 尽管 在 证 明 过 程 
中 用 到 了 条 件 Rez > 0. 但 是 ， 由 于 T(z +1) 和 Tr (z) 都 在 全 平面 
解析 (z = 0, 一 1, 一 2, … 除外 ) ， 因 此 ， 根 据 解析 延 拓 的 原理 ， 可 以 
肠 定 ， 这 个 化 推 关系 在 全 平面 均 成 立 ， 另 一 方面 ， 我们 也 可 以 真 接 


—t 
一 —e t 
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通过 递 推 关系 来 完成 工 画 数 的 解析 延 拓 . 这 时 ， 可 将 递 推 关 系 改 
写成 
T(z) = “Tissi: 

上 式 左 端的 函数 在 半 平 面 Rez > 0 上 解析 ， 右 端的 函数 在 半 平 面 
Rez > -1 上 解析 ; 两 者 在 公共 区 域 Rez > 0 上 相等 ; 由 此 可 见 
T(z 十 1)/z PA Aww T(z) TERK Rez > -1 上 的 解析 延 拓 .而 
旦 ， 如 果 把 延 拓 后 得 到 的 结果 仍 记 为 T(z) ， 这 就 是 说 ， 可 以 把 

r(e) = -T(z +1), eas (9.7) 
看 成 是 T(z) 在 区 域 Rez > 1 上 的 定义 ， 而 > =0 RET 函数 的 一 
阶 极点 ， resT(0) = 1 . 

HR LEHE, ii sa ial T 函数 延 拓 到 区 域 Rez > -2, 


F(z} = ——T (z: +2), z 天 0, 一 1. (9.8) 


z(z +1) = 
z 二 一 1 也 是 TT 函数 的 一 阶 极点 ， resT(-1) = 一 1. 
如 此 继续 ， 就 可 以 将 工 函数 解析 延 拓 到 全 平面 ， 而 z = 0, -1, 
… 都 是 函数 的 一 阶 极点 ， 


ret (-n) = CDE os) 
推论 1 TERK n, 
I (n)= (n—1)!. (9.10) 
IEA A SA, T ENER A N HE RR. 
3s ” 互 余 宗 基 定理 
T(z)T(1—2)= —— (9.11) 
这 个 公式 的 证 明 见 后 面 的 第 9.5 FP. 
推论 2 (1/2) = yr. (9.12) 


只 要 在 上 面 的 性 质 3 中 代入 z = 1/2 ， 并 日 注意 TT(1/2) >0( 因 
为 被 各 be BUA te WIE) 即 可 得 到 此 结果 
推论 3 T 函数 在 全 平面 无 考点 ， 
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证 因为 r/sinrz 关 0， 所 以 FF(z)T(GL-z 关 0. 这样， 如果 在 
z 二 zo 点 有 T(zo) =0， 则 必 有 TI(1 - zo) = co. KARREF 1-20 
= 一 n( 亦 即 zo =n41), 
n = 0,1,2,.… Bf. 但 此 时 
T(z0) =C(ntlan', 与 
MaF. 因此 函数 在 
全 平面 无 零点 O 

图 9.3 中 给 出 了 T(z) 
(r 为 实数 ) 的 图 形 . 它 从 实 


数 范围 直观 地 表现 出 这 个 
推论 以 及 T 水 数 的 奇 点 分 
Afi. 图 9.3 BERRES T 函数 什 
性 质 4 ERAR 
T (2z) = 2% we PP (2) P (2 十 5) (9.13) 
这 个 公式 的 证 明 也 见 9.5 节 ， 


性 质 5 r 函数 的 渐 近 展开 ， 即 Stirling AA: 当 |z| 一 oo， 
|argz| < r 时 ， 有 


1 139 571 \ 

ee pen es A RE EE eh ay 14 
* 38822 5184029 248832024 1 ose 

1 

lnr (z) ~ (2 + 5} Inz~z+ z In(27) 
1 1 1 
a EEE LONE, S A 

12z 36023 i 126025 1680z’ a (21) 

在 物理 中 更 常用 的 结果 是 
Inn! ~ninn—n. (9.16) 


在 下 面 的 9.7 节 中 ， 我 们 将 就 实数 的 情形 推导 (9.14) A. 复数 
的 普遍 情形 下 的 推导 ， 可 参阅 参考 书目 [1] ， 9.6 节 . 
关于 新 近 展 开 的 概念 ， 见 本 书 4.7 节 . 


181 


9.3 工 范 数 值 的 计算 


由 于 TT 晤 数 是 最 基本 的 特殊 函数 ， 在 实用 中 常 需要 计算 它 的 
数值 . 当 jz| 很 大 时 可 以 利用 工 函 数 的 渐 近 展开 ,， 当 |z| 不 太 大 时 ， 
则 不 妨 先 利用 工 孙 数 的 递 推 关系 ， 转 化 为 求 函数 在 0< Rez<1 
时 的 数值 ， 这 时 需要 区 别 两 种 情形 . 

(1) z 为 实数 GR z) ，0 <z<1. 这 时 可 利用 T BAHASA 
近似 来 求 出 它 的 近似 值 ， 实 际 的 近似 公式 是 

P(rz+1) = 1+bz+b2r +- + bgx* + e(r), 
0<2 <1, le(x)| < 3 x 1077, (9.17) 
其 中 
bı = —0.577191652, bz = 一 0.756704078， 
bs = 0.988205891, bs = 0.482199394, 
bs = —0.897056937, be = —0.193527818, 
b = 0.918206857, ba = 0.035868343. 


(2) z 为 复数 ， 则 可 用 下 列 公 式 分 别 求 出 PR SBSTR MI H f 
IT (x +iy)| = oI 


argT (z +iy) = i 5 


rris | (9.18) 


— arctan 
n T 


y 
了 (9.19) 


OO 


n= 


94 p By 数 
由 函数 是 工 A BY RT 
din T (z) 下 (z) 
Woas Tro (9.20) 


根据 函数 的 性 质 ， 可 以 得 出 由 (z) 的 下 列 性 质 : 
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l. z = 0, —1,—2,- 都 是 中 (z) 的 一 阶 极 点 ， 留 数 均 为 一 | 除 


了 这 些 点 以 外 ， w(z) 在 全 平面 解析 . 


2. wlz+1) = vz) + 5. (9.21) 
Mee ee eee cep n= 2,3,--- 
7 z z+1 z+n-1? a 
(9.22) 
3. 由 (1 — z) = p(z) + rcot wz. (9.23) 
4. w(z) 一 由 (一 2z)] = -= — A Cot mz. (9.24) 
5. w(2z) = 5 (2) + = (2 a >) + In 2. (9.25) 
1 1 1 
Sea te pele T © 190! 
1 
一 有 226 t 2 一 œ, | argz| < 7. (9.26) 
7. lim [w(z+n)—Inn] =0. (9.27) 
函数 的 特殊 值 有 
/ x 
v4(1) = -7, WS oe 
1 i {fl _ 
w (5) = 7 -2m2 Vean 
1 pe iya 
v(-3)=-7-2ma42,  v'(-5)=F +4 
0(3)=- ~=_3in2 v (3) =- yT osin? 
4) 一 一 3? 4/ 一 EEG 
1 T 3 2 T 3 
a nst S| Soy TE 
v (5) ra 2S v (3) Tiga oo 


HE y= 一 w(1) 是 数学 中 的 一 个 基本 常数 ， 称 为 Euler HR, 


y = 0.5772 1566 4901 5328 6060 6512 0900 8240 --:-. 


© Euler 常数 是 最 基本 的 数学 常数 之 一 虽然 狂想 它 是 一 个 超越 数 ， 但 至 今 还 不 
知道 它 是 不 是 无 理 数 . 1980 年 有 文章 报道 ， 已 经 计算 它 到 30100 位 小 数 ( 见 R. P. 
Brent and E. M. McMillan, Math. Comp. 第 34 卷 (1980 年 ) 第 305 页 ) . 
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利用 由 函数 ， 可 以 方便 地 求 出 通 项 为 有 理 式 的 无 穷 级 数 


> tn = > 0 (9.28) 
之 和 , 其 中 p(n) 和 dln) 都 是 的 多 项 式 . 为 了 保证 级 数 收效 ，zln) 
的 次 数 至 少 要 比 d(n) 的 次 数 低 2 ， 即 
lim. Un = jim n ‘tn = 0. 
如 果 din) Enh m 次 多 项 式 ， 并 且 全 部 零点 都 是 一 阶 零点 ， 
| d(n) = (n+ai)(n+a2)---(n+ am), 


Bun 只 有 一 阶 极 点 ， 则 可 部 分 分 式 为 
_ p(n) yo wu 
“n = Kn) poe 


利用 由 函数 的 递 推 关 系 (9.22) ， 即 可 求 得 


m 


3 Un = ia [yy(as + N) ~ wlax)] 


= SS ak [中 (ax + N) -In N 一 中 (ak)]， 


其 中 利用 了 ) or =0. 取 极 限 N >o, EEA] (9.27) 式 ， 即 得 


m 


》 un = lim Soa. [plar +N) -In N 一 中 (ak)] 
= k=l 


= lim X on (plar + N) -InN]- S arplar) 
k=1 


k=1 


Ss 2. arbhar). (9.29) 


1 
解 因为 
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] _1 ] 1 l Aes 1 


Ont nent) 6n+1/3 3n+2/3 Gnti 
所 以 ， 根 据 上 面 给 出 的 求 和 公式 ， 有 

一 1 1 1 2 

2 (3n+1)(Gn+2)(Gn+3) 6 [v (5) oo (5) = vo] 
ICA w 函数 的 特殊 值 ， 即 得 


1 ljr 
mr 


例 9.2 求 无 穷 7 级 数 > 
解 因为 


一 jn3i . 


之 和 ， 其 中 a>Q. 


as 


所 以 


> a 


利用 上 面 列 出 的 由 函数 的 性 质 4 ， 
w(ia) — w(—ia) = -过 一 Tcotira =i $ + v coth ra 
就 可 以 求 得 
> r = 55 (1 + Tacoth ra]. 


n=0 


这 个 结果 也 可 以 用 其 他 方法 得 到 , 例如 , 见 10.5 节 , 例 10.11. 
MR ws 还 有 二 阶 极 点 ， 例 如 ， 
dm)=( 人 +am+a (n+ am)(n + 8Y (n+) (n+ Br)’, 
则 


m l 
= p(n) = ak bik bo 
= an) = Lenton t 上 + 所 十 全 + 大 OO) 
相应 地 ， 级 数 收敛 的 条 件 是 


m i 
》 ax 十 》 bis = 0. (9.31) 
k=] k=} 
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根据 由 函 数 的 递 推 关 系 ， 即 得 


l 


》 un=-X anplas) > [bb(Br) — bary (Br)]. (9-32) 
n=0 k=1 


k=l 
= 1 
例 9.3 求 无 穷 级 数 2 mn ti) ZAM. 
解 因为 
1 f4 1 4 1 
Rain |n41 TU mti) 
所 以 
一 1 1 if. 
D gripa =~ fe) va] + [e (5) +v (5)] 
-所 - 一 8in2. 
95 B ğ 数 


B 函数 是 由 第 一 类 Euler 积分 定义 的 : 


B(p,q) = J tp (1 — t) "de, Rep >0, Req>0. (9.33) 
0 


令 +t=sin"9 ， 还 可 以 得 到 B 函数 的 另 一 个 表达 式 


TA2 
B(p,q) = 2f sin?”™ +8 cos* '6 dé. (9.34) 
B PASO MAT 函数 表示 出 来 ， 
_ 工 (p) 工 (9g) 5 
BID = Tra oe 


证 fe Rep>0, Reqg>O MAE, BRA 
I (p) =| e tr dt = 2 | ent rP- dy 
0 0 


T (q) =2 | ez y?) dy. 
0 
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OO OO 
rT(p)IT(g)=4 | | en (Ft) pp- 1429-1 dedy. 
o Jo 


4 x=rsind, y=rcosé, {§ 


co /2 
I (p)T (gq) =4 | J e77 (rsing)2p-1(rcosb)29-1rdrdb 
o Jo 


TA2 
=4 f o) sin P~ | @cos?4~ 19d6 
0 0 
=T(p+q)Bip,q). D 


利用 这 个 关系 式 ， 可 把 B 函数 解析 延 拓 到 pz 和 9 的 全 平面 . 
从 B 函数 的 定义 ， 或 者 从 上 面 这 个 关系 式 ， 还 可 以 立即 看 出 
B (p,q) XIF p 和 gq 是 对 称 的 : 
B (p,q) = B (q, p). (9.36) 
现在 根据 B RAMT 函数 的 关系 式 (9.35) 证 明 T 函数 的 两 个 
性 质 ， 即 互 余 宗 基 定理 (9.11) 和 倍 乘 公 式 (9.13) ， 首 先 ， 在 (9.35) 
AFS p=2z,¢=1-2 ? HEE 


I (z) PQ —- z2) 


B(z,l1-—z)= FT 


=[(z)F (1-2). 
另 一 方面 
B(z, 1 — z) = J t* (1 —t) dt. 
@xr=t/(l-t), 上 式 即 可 化 为 
B(z, 1—z) = f 2 az. 

这 个 积分 在 第 8.6 节 中 已 经 计算 过 (I (8.42) 式 ) ， 这 样 就 证 得 

T(z)T (1— 2) = B(z, 1 — z) = ——. 
这 个 证 明 当然 是 在 0 < Rez < 1 的 条 件 下 得 到 的 . 但 是 ， 由 于 等 式 
的 两 端 在 全 平面 都 解析 ， 因 此 ， 这 个 等 式 在 全 平面 均 成 立 ， 口 
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至 丁 (9.13) 式 ， 则 可 以 通过 积分 
| (l—2°)*"'dr, Rez>0 
的 计算 得 到 . Sarr =t, WG 


1 
全 (1 = x°) ldz 
` 
= saf aey “ldz = j G= rat 


Z 1\ _ T(z)T (1/2) 
=B (z3) ~ Te +1/2) ` 


若 作 变 换 1+z=2t，1-7z=20- 昌 ， 则 有 另 一 种 形式 的 结果 : 


] 1 
[a-a deti yga 
一 1】 0 


= 22: ~1B(z, z) 92-1} r (z)E (2) 


T (2z) ` 
十 是 
AOE P) 
T(z + 1/2) T (22) ， 
即 (9.13) 式 


F(2z) = 2% a? (2)P (2 + 5) | 
这 里 的 证 明 仍 然 是 在 Rez > 0 的 条 件 下 进行 的 . 但 是 ， 正如 前 
面 多 次 论证 过 的 ， 这 个 结果 在 全 平面 都 成 立 ， 口 


“9.6 T 函数 的 无 穷 乘 积 表示 


在 9.1 节 中 我 们 介绍 了 适用 于 右 半 平 面 的 函数 的 积分 表达 
式 ， 并 且 把 它 解析 延 拓 到 了 整个 > 平面 ， 本 节 介 绍 T 函数 的 另 一 
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其 中 


y= lim bs 二 -In "| = 0.5772156649 .…. (9.39) 


有 一 oo 
k=l 


就 是 9.4 节 中 见 到 的 Euer 常数 ， 这 种 无 穷 乘积 表示 的 优点 是 适用 
于 z 的 全 平面 
证 因为 


所 以 可 以 设想 ， 当 n> co 时 应 该 有 


[ (1 5 EN eoat >T (2). 
0 


为 了 证 实 这 个 设想 ， 不 妨 计算 
T (z) - f (1- E) tat 
= f | (1 = =-) | 太一 dt + eea 


对 于 第 一 项 ， 利 用 不 等 式 (后 面 补 证 ) 


0<e 一 (1 = +) < Lege (9.40) 
n n 
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对 于 第 二 项 ， 


OO 
J e 't? idt 
n 


IA 


1 入 


因此 ， 的 确 有 


Oo 
e ttre] dt 
n 
co 
| e ‘dt 
n 


É ED 
Pe) = jim f (1-4) ea 
n— CO 0 n 


= lm n’B(n + 1.2) 


nao 

j; 1-2-3---n n? 
= lim 

n>œ z(z 十 1). (z+n) 


= lim 


1-2-3---(n—1) 


~ 
如 


—— RN. 
nooo 2(z+1)---(n+n-1) 


而 
1:2-3---(n—1) 
z2(z4+1)---(24+n-1) 


还 可 以 将 全 改写 成 


“人 的 的 


所 以 


KOORS | 
T(z) = hm - 
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| 

NY fe 
=f, 
一 人 一 一 3 


| 


| 
ree 
— 
+ 
zjx 
~ 
| 


NEH n 写成 


m=] 
则 
— 1 lr z i 
F(z) = lime {sm -D> 二 II G+ =) e*/ | 
一 er I (Ge ve (9.41) 
m=) 
或 


下 面 补 证 前 面 用 到 的 两 个 结果 . 
首先 证 明 不 等 式 (9.40) ， 因 为 当 0<a<1 时 外 ， 
1ta<e <(1-a) `}, 
今 a=t/n，0<t<n， 则 有 


ay 
1+ <e/"< (1-5) l 
n 


于 是 
-ses 
所 以 
0<e 一 (1-5) 
而 


D 将 ee 和 (1 一 a)-! 作 展 开 ， 即 可 证 得 . 
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所 以 
(026 (a 各 =) < er 
再 证 明 im | SZ -an| 存在 为 此 ， 定 义 
an Di 
则 有 


1 n 1 l 
n+l Tän = L tm- = +n (1~ a) 
= 1 1 大 十 1 
| 


所 以 {an} 是 单调 递 降序 列 ， 更 进一步 ， 因 为 当 上 增 大 (1 减 小 ) 


AY, : 
1 dt 1 
= ee ec k>2 
k a Ra] = 
所 以 n n k 
1 dt 1 
大 一 2 k=2 Vk! k= 
Bj 
n n 1 
3 ee ea A ee ae 
k 1 + k 
k=l k=1 
n nl 
1 1 
k 一 1 < Inn < 5 k 
k=l A 二 1 
所 以 


i 1 
— 1 < -an < 一 一 或 mie ey 
n n 


即 {an} 是 有 界 序列 .因此 极限 


| Eom n 
大 一 1 


存在 (由 此 即 定义 了 Euler HRM y)- 0 


192 


从 工 函 数 的 无 穷 乘积 表示 ， 可 以 得 到 一 系列 有 意义 的 结果 . 
例如 


T i 
SIN Tz = Tra- ai 1- ak (9.42) 
sin 272 
coe ne = Qsin rz - II i- (2m 一 aay) ay) 
将 这 两 式 求 对 数 微 商 ， 又 可 以 得 到 
= = 1 1 3 
ntannz aD ie (me zF EDES (9.44) 
neS a ge z # 0,1, +2,---, (9.45) 
z 2? = m?! ? 3 } 4 
TCSCAZ = 了 = [tan 5 3 + cot z] 
1 = (-1)™ 
一 二 1 e 9.4 
T a a z#0,+1,42,---, (9.46) 


1 
TSecTZz =N CSC (3 = z) 


“Oe Sa eee ) ee ee (9.47) 
这 些 展 开 式 称 为 有 理 分 式 展 开 . 它们 的 展开 形式 不 同 于 我 们 过 去 
所 见 过 的 Taylor 展开 和 Laurent 展开 ; 它们 的 收敛 范围 都 是 全 平面 
( 奇 点 处 除外 ) ， 也 不 是 某 一 圆 域 或 环 域 . 能 够 作 有 理 分 式 展 开 的 ， 
只 限于 在 有 限 区 域内 除 极点 外 没有 其 他 奇 点 的 单 值 函 数 ， 即 亚 纯 
函数 ( 见 5.7 节 ) . 在 这 种 展开 中 ， 能 把 函数 在 它 的 全 部 极点 的 厅 异 
性 同时 表现 无 遗 . 

将 tanrz 和 cot rz 的 有 理 分 式 展开 再 求 微 商 ， 还 可 以 进一步 
得 到 

1 3 


2 
rsec rz 一 4 SS TTT] zZ#2t-,+-, 
> Ta # +5 


one nd (9.48) 


m=— oO 
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= 1 
ncsc nz = ` Gm 270 EL E2 (9.49) 


以 上 的 结果 当然 可 以 很 方便 地 推广 到 双 曲 函数 . 


“9.7 工 函 数 的 渐 近 展开 


在 9.2 节 中 ， 我 们 曾经 介绍 了 z> Htr) 的 渐 近 展开 .这 
一 节 就 z 为 实数 z 的 情形 ， 推 导 一 下 这 个 公式 ， 
我 们 的 出 发 点 是 


IT(z 十 1) = / e ‘t’ dr, x > 0. (9.50) 
0 


分 析 一 下 这 个 积分 ， 被 积 函 数 在 1+=0 时 为 0， 随 着 上 的 增 大 而 增 
大 ， 当 上 = z 时 达到 极 大 ， 而 后 又 单调 下 降 . 由 于 指数 函数 的 变化 
特点 ， 被 积 函 数 对 积分 的 贡献 主要 来 自 != z 附近 的 一 个 很 罕 的 区 
间 . 这 时 ， 可 以 将 被 积 函 数 写成 


ete =e t temt 
HKH AX —t+alnt Æ t=r AVE Taylor 展开 : 
—t+alnt = —t+rzrìin E (1+ —*) 


— -t+znz+zmn(l+ 一 全 ) 


£ 
t-r 1/t-r\? 
= —t+rlnr+z -5( ) Pa 
x 2 2 
a 
fee sa (9.51) 
22 


所 以 ， 就 得 到 工 函数 的 近似 表达 式 


_ 


D 本 节 的 推导 方法 引 自 T. C. Bradbury, Mathematical Methods with Ap- 
plications to Problems in the Physical Sciences, John Wiley & Sons, Inc., New 


York, 1984. 其 基本 思想 仍 是 鞍点 法 ， 只 不 过 由 于 限于 实数 情形 ， 因 而 比较 简单 . 
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2 
I(x +1) ve | SA 


we] en /2 de 
zze-z a e 8 tag = r'e "yna. (9.52) 
这 样 ， 可 以 预料 ， T(z +1) 的 渐 近 展开 式 应 该 为 
r(z+1)=zre Varz [1424+ 5454]. (9.53) 


下 面 的 问题 是 如 何 确 定 系 数 4, B, C,… . 巧妙 的 办 法 是 利用 
T 函数 的 递 推 关 系 T(z +1) = zF(z) ， 从 而 得 到 


= A B 
re "Varz [1+ 信 + 各 + 与 + 
re: T 


= g(x — 1) 'e *t'./2n(x — 1) 
EM ae, 
Kane" (z= 1)° 
即 
te cane cea 
ge ie 
1 2 一 172 
selis) 
A B C 
de tg ae a aa (9.54) 
由 于 


OOO + + + 
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] 1 
epf- -pate -r 


expel È : oe | | (9.55) 


~ 422? 1223 
同时 ， 将 (z -1 BERR, 


ees 
—_ 
| 
R |= 
“eee” 
y 
| 
~ 
tS 
| 
ie) 
| 
g” 
a 
| 
p 
| 一 
SI- 
N 
— 
Se 
ie) 
eee 


| 


1 1 1 1 E 
re ee ee 
1 1 2 z 
Gor r'r ; (9.57) 
1 1 
ei ae ee 


将 (9.55) ~ (9.58) 各 式 代 入 ， (9.54) 式 就 变 为 


A B C 
I++ t+ 
T T T 


=|- z- i +o] 
= 12r? 12r? 
A A A B 2B C 
x | a ae St | 


12) r? 
+ (五 4+2B+C 5) at (9.59) 
12/ x3 
比较 系数 ， 就 得 到 
1 11 
A 24+2B+C 1 
l 
À T B= TTA (9.60) 


当然 ， 如 果 在 (9.54) ~ (9.58) 式 中 ， 写 出 的 更 高 次 负 宕 项 ， 就 
可 以 定 出 系数 C, D,- : 
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“9.8 ” 几 个 特殊 函数 公式 的 订正 


本 节 介 绍 几 个 特殊 函数 的 公式 ， 它 们 是 正弦 积分 和 余弦 积分 
的 几 个 无 穷 级 数 和 2 : 


》 (一 )"sil2(2m + 1)7] = MS (9.61) 
- ci(2n7) = ; ( 5 = 7) (9.62) 
S~ (-)"ei(anm) =1- — ln2. (9.63) 
其 中 ?7 是 Euler 常数 ， si(z) 和 cilz) 是 正弦 积分 和 余弦 积分 2; 
j= -j tau, (9.64) 
ci(z) = — | i du, (9.65) 


在 《数学 手册 》 (数学 手册 编写 组 ， 人 民 教 育 出 版 社 1979 年 版 ， 
第 597 页 ) 和 《常用 数学 公式 》 ( 王 梓 坤 主编 ， 重 庆 出 版 社 1991 年 
版 ， 第 456 ~ 457 页 ) 都 收入 了 这 几 个 级 数 ， 结 果 和 上 面 的 不 同 .， 可 
惜 ， 这 两 本 书 都 没有 注 明 出 处 ， 故 未 能 作 进 一 步 的 考证 . 

下 面 就 给 出 这 几 个 公式 的 推导 . 推导 过 程 中 ， 用 到 一 些 关于 
» RH Ak, ATF 


EL-I em 


[ [wd +t) — ln t] cos 27at dt = 5 [va +1)—In al, (9.67) 


O 感谢 郭 教 仁 先 生 和 梁 昆 琶 先 生 审阅 过 这 些 公 式 的 计算 手稿 . 
D 正弦 积分 和 余弦 积分 的 定义 也 还 有 
Si(z) = a oe di. Ci(z) = ci(z). 
o u 


前 者 可 由 (9.21) 及 (9.26) 式 导 出 ， 后 者 在 参考 书目 [17] 中 可 以 找 
到 ， 作 者 也 进行 了 复核 . 


为 了 证 明 (9.61) 式 ， 可 利用 
si(2(2n + 1)7] = - OM ii = -f A i 
0 


2(2n+1)n Y u+(2n+1) ° 
因此 ， 
See = eee a oe = a 
2 = | > Fari 


_ -| | au 
eh) (e 
令 业 = 得 ， 就 可 以 得 到 


5 sifa(2n 十 1)T] = [ sin 87t [v (3 十 t) 一 中 (5 + t) Jat 


n=0 


| wisingrtadt— f w(t) sin 8xt dt 
1/4 3/4 

3/4 
= | w(t) sin 8rt dt 

1/4 


1/2 3/4 
=j VO sinsatat + | w(t) sin 87t dt 
1/4 1/2 


1/2 1/4 
= J p(t) sin 8rt dt + J w(1 — t)sin 8&r(1 — t) (—dt) 
1/4 1/2 


1/2 1/2 
= | w(t) sin 87t dt 一 J w(1 — t)sin 8rt dt 
1 


/4 1/4 
1/2 
= -r | cot nt sin 8rt dt 
1/4 
° 1 1 
= -r | cot (; 一 r) sin 87 (3 一 r) (一 dr) 
1/4 2 2 
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1/4 n/A 
= rf tan wt sin 87t dt =| tan tsin 8t dt. 
0 0 


这 是 一 个 三 角 项 数 的 定 积 分 ， 容 易 筑 出 它 它 的 数值 就 是 了 - 工 ， 这 
样 就 证 明了 (9.61) 式 . O 


再 来 证 明 关 于 余弦 积分 的 两 个 级 数 和 . 我 们 可 以 把 公式 中 出 
现 的 余弦 积分 写成 


°° cosu ®© cos 2nt ~*~ cos Int 
t t+n 
nr u n Q 


TR 


y ci(2n7) = 


| cos 2nt dt 


= p [w(1 +N +t) — p(1 + t) | cos 27t dt 


OO OO 
J w(1 + t)cos 2nt dt 一 | 中 (1 +t) cos 27t dt 
0 


N 


N 
aa w(1 + t) cos 27t dt 
0 


N N 
= J [wl +t)~—In t] cos 2rt dt + J In tcos 27t dt. 
0 0 


因为 
N N N. 
t 
Intcos2atdt =—Intsin2zrt| 一 a ee dt 
0 0 2m Jo t 
int 
T Jo t 
-f sint y 1 sint 
20 A t 27 suns t 
== ; 一 元 si(2Nm) 


取 极 限 N — œ, WIE si(z) 的 定义 ， 就 可 以 知道 


lim si(2NWr) = 0. 
N00 
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因此 ， 就 得 到 
>》 ci(2n7) ai [w(1 +t) - Int] cos 2mt dt — + 
0 


n=l 


这 就 是 (962) R O 
同 理 ， 可 以 证 得 


N 


OO N 
1 
ci(4nT) = — | | | cos 4Tt dt 
> a D t+n 


nai 


N 
1 T 
= t) — lnt! cos 4rt dt — — |si( 4N |. 
| [Ya + t) nt| cos at dt 5; [san + 5]. 


x 


S| ci(dnm) = J te +t) —In t] cos 4nt dt 一 ; 
0 


n=l 


1 1 e ae 
= 5[¥(3)-n2] -5 537377”? 


这 样 ， 就 可 以 证 得 (963) xX, 


*9.9 Riemann 函数 和 Möbius 变换 


另 一 个 和 T(z) 有 关 的 函数 是 Riemann 上 BR. CWE LE 


i=). =, Rez > 1. (9.68) 


通过 它 的 积分 表示 ， 可 以 延 拓 到 整个 z 平面 上 ， 与 此 相应 地 ， 可 以 
推出 <(z) 的 函数 方程 


(l-zj= ae cos = 7(z) (9.69) 
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或 


ror (5) yea er (== > 2) (1-2), (9.69') 
也 可 以 由 此 求 出 c(z) 在 Rez < 1 时 的 值 . 
在 全 平面 ，c(z) 只 有 一 个 奇 点 ，z = 1， 是 它 的 一 阶 极点 , 留 数 


Hi. z= -2m(m =1,2,3,…) Æ U) MEA, BRYA RA 
有 布 在 0< Rez< 1l 的 带 形 区 域内 . Riemann SEAS, (ote AS eh 
中 在 Rez = 1/2 的 直线 上 ， 但 至 今 尚 未 得 到 完全 的 证 明 . 截至 1982 
年 ， Brent 等 只 证 得 在 区 域 0 < Rez < 1,0 < Imz < 81 702 130.19 
内 的 200 000 001 CEA, ERTE Rez = 1/2 WARE. 

c(z) 的 其 他 特殊 值 有 


(0) = -了 (0) = -5 In(27), 
g2m—1 72m (-)™ 
clm) = =n a (1 — 2m) = Tn Bm 


其 中 mm = 1,2,3,---, Bm 是 Bernoulli 数 . 
Riemann ¢ 函数 在 数论 中 有 重要 的 应 用 ， 例 如， 可 以 证 明 ， 


1 1 
a I] ¢ us 3 Rez>1 (9.70) 
质数 p 
= ` em), Rez > 1, (9.71) 
其 中 的 p(n) 称 为 Möbius 函数 ， 
1, n= 1, 
wn)=< (17, nh r PARAS HER, (9.72) 
0, n 中 含有 重复 的 质 因 子 . 


例如 ， 


AL1) = 1, p(2) = -1, 4(3)=-1, w(4)=90, 4(5)= -1, 
u(6) = 1, u(7) = -1, p(8) = 9, 1(9) =0, (10) = 1, 
w(11)=—-1, p(12)=0, p(13)=—-1, p14) =1, 
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应 用 Mobius KG AJ LADPIE Möbius 变换 的 肥 演 问题 . 设 f(n) 
是 一 个 数论 函数 FIR SHAN Rn 的 函数 ) ， 则 


g(n) = >》 f(d) (9.73) 


din 


称 为 f 的 Mobius 变换 ， 其 中 的 求 和 是 对 的 所 有 因子 d (包括 1 和 
n 本 喘 ) 进行 的 . 而且， 由 于 


Lro- E (8)- 23) 


dn (n/d)|n din 
所 以 ， 也 可 以 把 (9.73) 式 改写 成 
gin)= 》 (=) | E 
din 
还 存在 Mobius 变换 的 反 演 ， 即 由 g(n) 可 以 唯一 地 求 出 
fin) =J ndg (3). (9.74) 
din 


把 Möbius 变换 应 用 于 处 理 数学 分 析 中 的 一 般 数学 门 题 时 ， 需 
要 面 对 的 是 无 穷 级 数 ， 例 如 


so) = 9 (2), (9.75) 


我 们 不 妨 称 之 为 函数 f 的 修正 的 Möbius 变换 ,假设 f(z) 和 g(x) 部 
可 以 在 z = 0 点 展开 为 Taylor RR, 


oc 


f(z) = ce (9.76) 
k=2 

g(x) = Noda", (9.77) 
k=2 


这 里 的 级 数 中 缺少 k=0 和 1 项 ， 是 为 了 保证 (9.75) 式 中 的 级 数 收 
SH. 将 (9.76) 和 (9.77) RIRA (9.75) 式 ， 并 进一步 假设 可 以 交换 求 . 
和 和 次序， 就 可 以 得 到 
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n=l Lk=2 k=2 n=l 
= $ cre(k)a* = 》 desy, 
k=2 k=2 
所 以 ， 应 该 有 
dy = cx C(k) BN Ck = ay (9.78) 


再 代 回 到 (9.76) 中 ， 就 得 到 


大 一 2 =? n=l 
= X aln) È dy Əj = DO (=) - (9.79) 
n=] k=2 n=) 
这 就 是 修正 的 Mobius 反 演 公式 . 
对 于 
g(x) = De f(nz) (9.80) 
形式 的 级 数 ， 也 可 以 得 到 类 似 的 结 吉 果 : 
Jaje Sa (n)g(nz), (9.81) 


n=] 


只 要 f(x) 和 g(x) r = oo 点 作 Taylor 展开 即 可 . 


练习 9.1 证 明 更 - - 般 的 Mobius 变换 及 其 反 演 公式 
g(x) = > f (n*z) -Èu u(n) g (n° 7). 
n=l 


上 面 提 到 的 修正 的 M6bius 变换 及 其 反 演 公式 ， 在 一 些 关于 数 
论 的 著作 中 已 经 (或 者 实际 上 已 经 ) 出 现 过 ， 但 长 期 以 来 并 未 得 到 
重视 与 应 用 .、 1990 年 ， 我 国 北京 科技 大 学 的 陈 难 先 教授 O 再 次 
得 到 这 个 结果 ， 并 且 成 功 地 应 用 于 讨论 了 凝聚 态 物 理 中 的 两 个 重 


®© Nan-xian Chen, Modified Mobius inverse formula and its applications in 
physics, Phys. Rev. Lett., 64 (1990) 1193. 
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要 问题 : 声 子 态 密度 和 黑体 辐射 的 有 反问 题 ， 出 人 意料 然而 恰到好处 
地 给 出 了 问题 的 精确 解 ， 开 习 了 应 用 纯粹 数学 十 具 解 决 物理 问题 
的 新 途径 . 此 后 ， 陈 难 先 等 还 讨论 了 共 他 一 些 物理 问题 中 的 及 演 问 
题 ， 包括 Bose 体系 和 Fermi 体系 的 问题 . 特别 足 ， 还 第 一 次 给 出 了 
交错 级 数 . 

g(x) = 》 (一 )" (nz (9.82) 


f(r) = 2 u(n) > 9 | (9.83) 


mal 


TEAR TP, 为 了 使 得 反 演 公 式 的 证 明 过 程 比较 简单 明了 ， 我 
们 对 函数 f(z) 和 g(x) 作 了 一 定 的 限制 ， 实际 上 ， 我 们 完全 可 以 不 
必 把 f(z) 和 g(x) BARRA SE RRL. BEM, MERE = 足 实数 、 其 
至 足 正 实数 的 话 ， 邦 么 ， 只 要 展开 式 (9.76) 和 (9.77) 在 相应 的 条 件 
下 成 立 ， 并 县 能 够 交换 求 和 次 序 即 可 . 

把 修正 的 Mobius 变换 芭 演 公式 应 用 到 现 有 的 无 穷 级 数 上 ， 可 
以 得 到 一 些 有 意义 的 结果 . 例如 ， 从 


1 2r 1 


coth rz = -一 十 一 eek (9.84) 
HX T rT? +n? 
n= 
ox 
1 2r 1 
cotrr = 一 十 一 9.85 
NT i lie ( 5) 


( 见 9.4 节 例 9.2 和 9.6 节 (9.45) 式 ) ， 就 可 以 推出 


OO 
T 1 nT RE 
= — — coth — — i ; ; : 
-= | = coth = i; ir] <1 (9.86) 
r? i TT TE 
ay > p(n) = cot m 1| > faf <i. (9.87) 


204 


第 十 章 Laplace 变 换 


Laplace 变换 是 常用 的 一 种 积分 变换 .在 数学 、 物 理 及 工程 科 
学 中 有 广泛 的 应 用 . 本 章 介 绍 Laplace 变换 的 定义 及 其 基本 性 质 ， 
以 及 它 的 简单 应 用 . 


10.1 Laplace 变 换 


Laplace 变换 (简称 拉 氏 变换 ) 是 一 种 积分 变换 ， 它 把 f(t) 变换 
N F(p), : 
F(p) = / e ™ F(t) dt. (10.1) 
这 里 的 t 是 实数 ， p 是 复数 ， p=s+io. F(p) 称 为 f(t) 的 Laplace 
换 式 ， 简 称 拉 氏 换 式 . e`” 是 Laplace PMA KH. 通常 把 Laplace 
变换 简写 为 


F(p) = {f(t)} NX F(p)= f(t); (10.2) 
f(t)=/ {Fo} 或 f(t) =F(p). (10.3) 
f(t) 和 F(p) 有 时 也 分 别称 为 Laplace HRA Jk R RUN RR HPL. 
需要 说 明 ， 在 本 章 中 约定 : f(t) 应 该 理解 为 f(t)n(t) ， 其 中 
n(t) = | sas (10.4) 
0, 上 <0. 


或 者 说 ， 当 上 < 0 时 应 该 理解 为 f(t) =0. 
例 10.1 函数 f(t) = 1 的 Laplace 换 式 为 
1 


Oo | CO 
:=/ e7 ™ dt=—-e PM] =- 
0 p 


0 


Rep > 0. (10.5) 


这 里 的 限制 条 件 Rep > ORAS RIE THM, BALE Laplace 
变换 存在 的 条 件 . 
例 10.2 pA f(t) =e% 的 Laplace MAH 


T x t 
e° = | e PE. a! dt 
0 


oo 


| eer er 
ol ss er 00 
p o Pp-a 


这 里 的 限制 条 件 Rep > Rea 同样 是 为 了 保证 积分 收敛 ， 即 Laplace 
变换 存在 . 

从 例 10.1 和 例 10.2 可 以 看 出 , 由 于 Laplace 变换 的 核 是 e 六 ， 
所 以 对 于 相当 广泛 的 函数 f(t) ， 其 拉 氏 换 式 都 存在 ; 甚至 当 t 一 oo, 
f(t) 一 co 时 ， f(t) 的 拉 氏 换 式 也 可 能 存在 . 

Laplace 变换 存在 的 条 件 也 就 是 积分 J eT”! f(t) dt 收敛 的 条 
件 . 在 绝 大 多 数 实 际 问题 中 ， f(t) 都 能 满足 

1. f(t) 在 区 间 0 <t< co 中 除了 第 一 类 间断 点 外 都 是 连续 
的 ， 而 且 有 连续 导数 ， 在 任何 有 限 区 间 中 这 种 问 断 点 的 数目 是 有 限 
的 ; 

2. f(t) 有 有 限 的 增长 指数 ， 即 存在 正 数 M>0 及 s>0， 使 
对 于 任何 t 值 (实际 上 ， 只 要 对 于 足够 大 的 t 值 )， 

If(t)| < Me (10.7) 

这 是 Laplace 变换 存在 的 充分 条 件 . 一 般 问 题 中 遇 到 的 函数 都 能 满 
足 这 个 要 求 . 

当然 ， 如 果 s' 存在 的 话 ， 它 一 定 并 不 唯一 ， 因 为 比 s 大 的 任 
何 正 数 显然 也 符合 要 求 . s' 的 下 界 称 为 收敛 横 标 ， 记 为 so . 


10.2 Laplace 变换 的 基本 性 质 
Laplace 变换 具有 下 列 基 本 性 质 : 
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TEM 1 Laplace 变换 是 一 个 线性 变换 ， 即 若 
fit) = F(p), felt) = Fo(p), 
muy 
ai filt) + a2 fo(t) = a1 F\(p) + a2 Fə(p). (10.8) 


这 个 性 质 很 容易 从 Laplace 变换 的 定义 得 到 ， 因 为 它 只 不 过 是 
积分 运算 的 线性 性 质 的 反映 . 根据 这 个 性 质 ， 立 即 得 到 


eivt —eiwet 
eae 
sin w 7; 
s 1 1 1 wW 
7 ilre- pa T p+?’ (10:3) 
eivt —eiwt 
coswt = 
ad 2 
wd 1 1 
2 1D 一 1Iw p+iw p 十 w 


练习 10.1 证 明 : 
f(t—7) = eP” F(p); 
flat) = Lp (2) , a>0; 
ePot f(t) = F(p — po). 
性 质 2 Laplace 换 式 的 解析 性 . 
OR PRX f(t) 满足 Laplace 变换 存在 的 充分 条 件 ， 则 
|e” f(t)| < Me (st s = Rep. 
当 s 一 so>6>0 时 ， 
Je” f(| < Me”. 
而 积分 a Me~* at Wear, mK f e Pf f(t) dt 在 Rep > so +ô 中 一 
0 0 
致 收敛 ， 因 而 在 Rep > so 的 半 平 面 内 代表 一 个 解析 函数 ， 即 F(p) 
在 半 平 面 Rep > so 内 解析 . 
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这 个 性 质 可 以 用 来 确定 收敛 横 标 sh ， 这 在 求 Laplace 变换 的 
有 反 演 时 是 非常 重要 的 . 
性 质 3 f(t) 满足 Laplace 变换 存在 的 充分 条 件 ， 则 


F(p) > 0, (10.11) 


证 因为 
2 人 M 
IF(p)| < J Je" Pf f(t)| dt < m f ef 80" dt = —, 
0 9 sS — SQ 
i Rep= s > +œ ff, Fp)>0. O 
实际 上 , 由 Riemann Lebesque 定理 D 还 可 证 明 , 4 Rep = s > so 


时 ， 
Im ee F(p) =o 


性质 4 原 函 数 的 导数 的 Laplace 变换 . 设 f(t) 及 f(t) 都 满 
足 Laplace 变换 存在 的 充分 条 件 ， f= Fp); WAA 


[ fi(the dt = Fte” ü spf Oat 
0 0 0 


所 以 
f (t) = pF (p) — f(0). (10.12) 
FAL, IERRA 的 微 商 运算 就 转化 为 对 象 消 数 Fo) 的 乘 
法 运算 ， 而 且 还 自动 包括 了 f(t) 的 初 值 ， 正 因为 这 个 特点 ， 所 以 
Laplace 变换 方法 是 求解 微分 方程 的 一 种 重要 方法 . 
同样 ， 只 要 sce), f(t), O o f° (t) 都 满足 Laplace 变换 存 
O Riemann Lebesque 定理 的 内 容 是 : 如 果 函 数 f(t) 在 区 间 a 《< t <b LOR 
连续 ， 则 


b b 
lim / f(t) sinwt dt = 0, lim ff coswtat = 0. 
a Ww > oO Ja 


w -个 CC 


在 的 充分 条 件 ， f(t) = Fp), M 


f(t) = p’F(p) — pf(0) — f'(0), (10.13) 
f(t) = p?F(p) -p° (0) — pf’ (0) — f” (0), (10.14) 


f(t) = p"F(p) — p°™' f(0) —p" f'(0) — 
— pf"~?) (0) — f°" YO). (10.15) 


例 10.3 LR 串联 电路 (WE 101), K 合 上 之 前 电路 中 没有 
电流 ， 求 K 合 上 后 电路 中 的 电流 . 


解 根据 Kirchhof 定律 ， 可 列 出 微分 方程 R 
di. 
LT +Ri=E, (10.16a) | { i 
i(0) = 0. aoaie) | 
i i(t) =I), M K 
Š = pI(p) ~ i(0) = pI(p). a. p 


dt 
所 以 
LpI(p) + RI(p) = = (Lp + R)I(p) = © 
这 样 ， 经 过 Laplace 变换 ， 求 解 常 微分 方程 的 问题 就 转化 为 求解 代 


ae 1 _E 1 L 
所 以 | 
i(t) = | ee, (10.18) 


从 象 函数 反 过 来 求 原 函 数 的 问题 称 为 反 演 在 这 个 例子 中 ， 
将 象 画 数 部 分 分 式 ， 再 利用 指数 函数 、 三 角 函 数 等 函数 的 Laplace 
变换 公式 ， 就 能 求 出 原 函 数 . 

性 质 5 原 函 数 的 积分 的 Laplace BR. 设 f(t) ) 满足 Laplace 
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变换 存在 的 充分 条 件 ， 则 


ic dr sf oersf Me’ dr= ~ (e (es — 1), 


所 以 f f(r) dr 的 Laplace 变换 也 存在 ， 
0 
f(t) = F(p), 


I f(r)dr = -if foar}. 
0 0 


BE, EA gf f()dr = f(t) ， 根 据 性 质 4， 就 有 


F(p) = Zp f(r) dr 


| sar = 到 (10.19) 


所 以 


练习 10.2 证明: 


J f(t, r)dr = f F(p, T) n [Pe d7 r= = f Pla) da 


假定 有 关 的 积分 均 存 在 . 
例 10.4 LC 串联 电路 OLA 10.2) 


A =L. (10.20a) 
而 
i : q=- I i(r)dr+q0. (10.20b) 
所 以 
图 10.2 LG +a i 
这 是 关于 未 知 函 数 it) 的 微分 积分 方程 . 设 i(t) =p), WA 
LpI(p)+ ane = = 
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所 以 求解 微分 积分 方程 的 问题 也 转化 为 求解 代数 方程 
= go 
opt 
利用 性 质 1 中 的 结果 求 反 演 ， 即 得 


i(t) = (10.21) 


go nt 
Vie vic 
10.3 Laplace 变换 的 反 演 


象 函 数 的 导数 的 反 演 i f(t) 满足 Laplace 变换 存在 的 充分 条 
件 ，f(t) 三 Fl(p)， 则 F(p) Æ Rep > s, > so 的 半 平 面 中 解析 ， 因 而 
可 以 在 积分 号 下 求 导 


F™ (p) = =f f(t) e” dt = | erro” dt. 


所 以 
F™ (p) = (-t)" f(t). (10.22) 
根据 这 个 公式 ， 可 以 容易 地 得 到 
1 _ _ dl _ ; 
-a (10.23) 


一 一 


(10.24) 


EE EEN ee a 10.25 
iat eae aa (10.25) 


象 函数 的 积分 的 反 演 mE f f(aq 存 在， 且 当 +0 


Q@ 这 里 的 积分 上 限 应 了 解 为 Rep 一 +00, 并 且 积 分 路 径 在 F(p) 的 解析 区 域内 ， 
因而 积分 与 路 径 无 关 . 
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EF AO 有 界 ， 则 


| F(q) dq = AA (10.26) 


证 将 F(q) 的 表达 式 代 入 ， 并 交换 积分 次 序 


f Foa = f af fea 
p p 0 
= f roa f eta 
0 p 


= T F(t) np dt 
0 t i 
由 此 即 证 得 (10.26) R. 证 明 中 用 到 了 交换 积分 次 序 ， 关 于 它 的 合 
法 性 的 讨论 ， 见 参考 书目 [1] .， O 
利用 这 个 公式 ， 又 可 以 得 到 许多 函数 的 Laplace BM. 例如 ， 


. Oo 
= = f dd = 7 — arctan a (10.27) 
p 


特别 是 ， 如 采 p 一 0 时， (10.26) 式 两 端的 积分 均 存 在 ， 则 有 


F(p) dp = 广 fe dt. (10.28) 
0 0 


利用 这 个 结果 ， 可 以 计算 f EO a 型 的 积分 例如 


| Pf i (10.29) 
这 个 积分 我 们 曾经 应 用 留 数 定理 计算 过 . 大 家 看 到 ,这 里 的 计算 更 
为 简便 . 
不 仅 如 此 ， 有 些 积分 ， 例 如 


J cosat — cost re see 
0 


无 法 用 留 数 定理 计算 ， 但 却 可 以 用 这 个 办 法 计算 : 
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® cosat — cos bf ii 
f a ae (eo oe ;) a 
0 t ‘4 p? +a pe +b 


= lin peta? +a? 

2 p? +62 Horia 

象 函 数 在 = 点 解析 的 情形 ”现在 研究 一 个 更 特殊 的 情形 ， 它 

FF al AE SASK HR eR. 如 果 可 以 将 F(p) 由 半 平 面 Rep > so( 单 值 

地 ) 解析 延 拓 到 含有 p = co 点 在 内 的 一 定 区 域内 ， HE p= cx 点 解 
AT, IX, RE F(p) 就 可 以 在 p = co 点 作 Taylor 级 数 展开 


oo 


F(p) = 让 pi, (10.31) 


n=l 


级 数 中 不 含 n = 0 项 ， 是 因为 Fip) HEH Laplace 换 式 ， 应 当 满 足 
Rep > +œ 时 F(p) > 0 的 要 求 ， 将 级 数 逐 项 求 反 演 ， 就 得 到 


= Inb—Ina. (10.30) 


(10.32) 


这 种 作法 的 合法 性 在 于 要 证 明 此 级 数 收敛 , 从 而 确认 f(t) = Fp). 
为 此 作 圆 周 Ca :jp| = R， 在 Ca 外 无 Fip) 的 奇 点 ， 


Cn = =~ Ọ Flp)p” dp. 
Cr 
因为 p= co Fp) 的 地 点 ， 所 以 
\F (p)| < > 4 |p| >R, 
因 之 ，|cn| < MR”. 由 此 可 以 得 到 
> atl t|? < DE -g R" It" = Mes", 


ers th 1" 
故 级 数 收敛 . 这 里 同时 也 证 明了 f(t) 具有 有 限 的 增长 指数 ， 因 而 
CHJ Laplace 变换 存在 O 

应 用 这 个 方法 可 以 求 出 函数 


ai 的 反 演 . 这 是 一 个 多 值 
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函数 ， 如 果 规 定单 值 分 枝 


1 1 
S 
VP A eng P 
则 有 
1 (2k)! 1 


22k (kl)? p mek+l 


k 1 2k __ [了 
C) see! = 2 klk! (5) SUS) 


这 正 是 54 节 例 57 和 6 4 节 中 见 到 过 的 Bessel 函数 Jo(t) 
另 一 个 例子 是 


1 onl 
P -> = ar mnt 
OO ) 


= Jo(2Vt). (10.34) 


根据 Laplace 诡 换 的 线性 性 质 如 果 Laplace 换 式 F(p) 可 以 分 
解 为 两 个 函数 F(p) 和 Fz(p) 之 和 ， 那 么 ， 它 的 反 演 问题 当然 就 很 
简单 : 只 要 Flp) 和 Flp) 的 原 函 数 都 存在 ， F(p) 的 原 函 数 就 是 
Fi(p) 和 Fo(p) 的 原 函 数 之 和 .如 果 Fo 可 以 分 解 为 F(p) 和 Flp) 
之 积 ， 其 反 演 问题 就 需要 用 到 下 面 的 卷 积 定理 . 

SREB WR(p)=filt), F(p) = felt), M 


(10.35) 


证 Fi(p)Falp) = f “Jeena / “poeta 
0 0 


= [ fi(r) dr 三 fo(vye POT) dy 
0 0 

7 | far f falt — rT)e ?dt, 
0 T 


可 以 在 Otr 平面 上 画 出 积分 区 域 ( 见 图 10.3)， 然 后 改变 积分 次 序 ， 
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即 得 | 
Fi(p)Falp) = f e7”! dt | fi(r) folt ~ 7) dr, 
0 o 


EIJE O 


R 
| 
E(t) L 
= 
K 
图 10.3 图 10.4 
例 10.5 在 LR 串联 电路 ( 见 图 10.4) 中 加 上 一 方形 脉冲 电压 
| Eo 0<t<T. | 
E(t) = (10.36) 
0, t > 了. 
求 电路 中 的 电流 i(t) ， 设 i(0) = 0 . 
解 ” 列 方程 
di 
‘at 十 Ri = E(t), 
i(0) = 


作 Laplace 变换 : 设 i(t) = Ip), E(t) = Elp), W 


LpI(p) + RI (p) = E(p) BẸ T 


所 以 
t 
i(t) = | E(r) pe RO dr 
Eo - 
7 a er MTS) ， 0<t<T; 
Eo = 
= le eRT/L _i)e Rt/L t>T. 
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10.4 ”普遍 反 演 公式 


ARX Fip), p= s+io 满足 : (1) F(p) 在 区 域 Rep > so PH 
(3) 对 于 所 有 的 Rep=s>so， 沿 直线 了 工 :Rep=s 的 无 穷 积 分 
S+100 
I | |F (p)| do (s > so) 
st, 则 对 于 Rep = 二 s> so ，F(p) 是 
3 十 ioc 
f(t) = ER F(p)e” dp (10.37) 


271 : 
8—10 


的 Laplace 变换 ， 其 中 t 为 实 变 其 . 

证 分 三 步 证 明 上 面 给 出 的 f(t) 就 是 F(p) 的 原 函 数 ， 

第 一 步 ， 证 明 (10.37) 式 左 并 的 积分 

> 4 8+i00 

= | Fe ap 
与 s 无 关 ， 而 作为 变 其 上 的 函数 ( 记 为 
f(t)) ， 具 有 有 限 的 增长 指数 . 

为 此 ， 在 区 域 Rep > so 中， 考虑 
图 10.5 中 的 矩形 围 道 , 其 顶点 为 s: -ic， 
$2—10, 82 +10, 31 +10 ; 82> 81 > 80, 
o > 0. 因为 围 道 完 全 处 在 F(p) 的 解析 
a 区 域 中 ， 故 根据 Cauchy 定理 
0 $ Fip)ap =0 


?平面 


3 +ig $2 +ic 


31 — ic 


固定 s,s: 而 让 c 一 ce ， 则 由 已 知 条 件 (2) ， 有 


82~-i0 
lim i F(p)e”™ dp = 0, 
oO 


$1 —I10 


sitio 
lim | F(p)e" dp = 0. 


2 十 jC 
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因此 


sı 十 ico 89 十 icc 
| F(p) e” dp = | F(p)” dp 
31 —100 $9—100 


由 于 s 和 s 的 任意 性 ， 这 就 证 明了 积分 2 Lf F(p) e" dp 43 
无 关 ， 只 是 变 基 + 的 函数 ( 记 为 O) . e 4 


1 s+ioo 
pr J F(p)e” dp 


271 
S 


le a 
<a f Foe]: a 


s+iœ 
=E iF(p)ido < Het, 


故 f(t) 具有 有 限 的 增长 指数 ， 收 敛 横 标 就 是 s ， 从 上 面 的 不 等 式 
出 发 ， 同 时 也 可 证 得 积分 的 一 致 收敛 性 . 


第 二 步 , 证 明 对 于 t< 0, f(t}=0. 这 
时 可 考虑 图 10.6 中 的 围 道 C . 由 Cauchy p 平面 
定理 | 
$ F(p)e” dp = 0. 
可 是 ， 按 照 Jordan 5|, 4 R > œ Hf, 
沿 Cr 的 积分 趋 于 0 ， 因 此 Ca 
1 3 十 1oo 
O = 让/ Fle" ap =O. 


t<0, Rep> so. 


第 三 步 ， 证 明 这 个 积分 定义 的 f(t) 的 Laplace 变换 


Oo fore) $+i00 
J flt)e ?' dt = sa | e Pt at f F(q)e" dg, Rep> so 
0 2ni 0 $—i00 


就 是 Fp). 因为 上 式 右 端 内 层 的 积分 与 。 无 关 ， 故 可 取 Rep > s > 
so ， 并 交换 积分 次 序 (由 于 积分 的 一 致 收敛 性 ， 这 是 合法 的 ) MA 
而 得 到 
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fe” dt = 去 9 F(q) aa f e7 P-t dt 

B 1 3 十 1oo F(q) 
这 个 积分 可 以 应 用 留 数 定理 来 计算 . 取 围 
道 如 图 10.7 . 根据 已 知 条 件 (2) ， 由 引 理 
3.1 APH], 4 R —> œ 时 沿 Ca 的 积分 趋 于 
O| so 0. 再 考虑 到 被 积 函 数 在 右 半 平 面 只 有 唯 
Cr 一 一 个 奇 点 ， 一 阶 极点 gq = p ， 并 且 积 分 

是 沿边 界 负 问 进 行 的 ， 故 


f(t) = | f(t) e7”! dt = F(p). 


因而 证 得 f(t) 的 Laplace 变换 即 为 F(p) - 

综合 上 面 三 步 的 结果 ， 也 就 完全 证 明了 Laplace 变换 的 普遍 反 
RAAR 

由 普遍 反 演 公式 求 Laplace 变换 的 原 函 数 ， 涉 及 复 平面 上 的 无 
穷 积 分 .一般 可 利用 留 数 定理 来 计算 . 下面 举 几 个 例子 . 

例 10.6 用 普遍 反 演 公式 求 Laplace RA F(p) = 1/(p? +w) 
(w > 0) AY Jit pa aX. 

R 由 普遍 反 演 公式 ， 此 象 函 
数 的 原 函 数 为 


3 十 1oo 
Ke) = 55 | = ore pase" t 
由 于 函数 1 /(p? +07)? 的 奇 点 都 在 
虚 轴 上 , 所 以 这 里 积分 路 径 中 的 s> 
0 即 可 .前面 已 经 普 浪 证 明 过 ， 当 
t< 0 时 一 定 有 f(t) =0. 因此 下 面 
只 需 讨 论 上 > 0 的 情形 . 这 时 ,可取 
围 道 如 图 10.8. 由 于 图 10.8 
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1 7 
pre peta 
所 以 ， 根 据 推 广 的 Jordan 引 理 ©, ， 可 以 断定 
1 ept 2 
Reo J.. to “P= 
D — 


1 8+100 1 
全 平面 i 


s-s rad 
Le+iw) (p+ iw)? e 
(i) 
(p— iw)? (p—iw)3 ae 


= 5 | sin wt — wt cos wt]. (10.38) 
FERMERE Ptp) 为 的 多 值 函 数 的 情形 - 
例 10.7 用 普遍 反 演 公式 求 Laplace FRA F(p) = ear 
a > 0 AR RR. 


解 由 普遍 反 演 公式 ， 原 函数 为 
1 eo OVP a 1 ek 一 cvVP opt 
vP = om ag VP ge dp. 
其 中 的 积分 路 径 工 :Rep = s > 0 是 右 半 平面 上 的 一 条 平行 于 虚 轴 
的 无 穷 直线 ， BRERA RAES ABM, p= 0 Al p= co ER 
点 ， 所 以 ， 在 应 用 留 数 定理 计算 这 个 积分 时 ， 应 该 取 积分 围 道 如 图 
10.9 ， 因 为 在 积分 围 道内 无 奇 点 ， 所 以 


© 这 里 所 谓 推 广 的 Jordan 引 理 ， 指 的 是 将 原始 的 Jordan 引 理 ( 见 8.4 节 ) ET 
如 下 的 变化 与 扩充 : 
e 将 Jordan 引 理 所 讨论 的 圆 弧 旋 转 了 90° . 
e 现在 的 圆 弧 是 和 直线 L : Rep = s > 0 相交， 所 以 要 上 略 大 于 半 图 弧 . 但 是 ， 
可 以 证 明 (从 略 ) ， 只 要 圆 弧 与 虚 轴 的 距离 (B s) 固定 (因而 当 贺 弧 的 半径 RR 一 co 
时 ， 虚 轴 右 方圆 弧 的 张 角 一 0) ， 则 引 理 仍然 成 立 . 


S—100 
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一 1 e72 vP ert dp + —a/p o”! dp 
A P 
L -ov ept l e72 VP oP! 
+ -一 一 所 VP eP dp + dp 
Cy Pp p 
+f a oF eP! of Lave opt dp = 0 
Ca VP A VP 


由 推广 的 Jordan 引 理 ， 可 知 


又 根据 引 理 8.2 ， 有 


im f 1 -evFent dp = 0. 
630 Cs VD 


在 C Al Co 上 ， 


arg p = £7, 
图 10.9 
故 可 分 别 令 p= ret 而 得 到 
lays ,pt 
e e” dp 
vP 


af 主 -er rT art dr, 
e OVP ert dp 


1 zr 
一 j poesia 1a r r dr. 
BR [ Se e r 
所 以 ， 在 取 极 限 Row, 60 后 ， 就 有 


1 e` ° vP 一 1 90 1 i ia Vr —ia Vr -rtd 
P l = 于 o Vr i TE S r 
OO 
一 Ti e-* ' cos ar dz 
T Jo 
1 a? 
a oe 10.39 
zef a (10.39) 
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这 里 用 到 了 (4.29) 式 的 结果 


Oo 1 2 
| e7*"t cos ax dz = 5 7 exp ( (10.40) 


第 十 九 章 中 要 用 到 这 个 例题 以 及 下 一 个 例题 的 结果 . 
例 10.8 ”用 普遍 反 演 公 式 求 Laplace MR Se a > 0 的 原 


PA RL. 
Re HAHA, TR 
8+i00 
eek EA 二 eraV5ept dp. 
Pp 2ni 8~100 


其 中 的 积分 路 径 工 : Rep=s > 0 仍 如 图 10.9. 完全 重复 上 面 例 10.7 
的 步骤 ， 可 以 得 到 


B 
f revert ap = | Leevre aps | 1 e72? ert dp 
oP a P en P 
+f eee dps | L eT? ert dp 
cı P C; P 


> | ‘ie 
+ | 3 vi apt | = e OVP oP! dp 
C P C p 


? 
R 


= 0. 
由 推广 的 Jordan 引 理 ， 可 知 
lim 1 eo VP eP! dp =0, 
R- co CR p 
lim 1 ave ert dp =0. 
Roo or P 
“A 


又 根据 引 理 8.2 ， 有 
im | Leev P ps 
4 一 0 C; P 


同样 可 以 将 沿 C! 和 C 的 积分 化 为 


1 as pE 
f = e72 VP ert dp = -| =e ia Tart dr, 
c, P aes 
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1 Pay 
I = e72 v? ert dp =j = VT oT dr. 
Co P 6 à 


所 以 ， 在 取 极 限 R> oœ, 5305, LF 


1 1 一 G t 1 | 一 iawr ia 一 
一 一 -e VP ep dp =] - 一 一 = |e avr e “|e rt dr 
2m J, P 2m jy T 
1 
=1-i f sin ayr ent dr 
T Jo r 


2 [~*~ sinar sige 
二 1 一 ~ 一 -一 一 6 dz. 
T Jo £ 
g sin ar 
J cos Çz d = ———, 
A T 


所 以 ， 将 (10.40) 式 对 a 积分 ， 就 可 以 化 简 这 里 的 积分 ， 


ia sin ar Pada re = T ett f cos Cr ad dz 

0 T 0 0 

/ f TE ar dc 
0 0 

z aVF « p{-§ a} = 


Il 


a/2/t j 
m va | e77 de. (10.41) 
0 
这 样 就 求 出 了 
a/2vt 
lo-avs = dll a=? ae 
Pp VT 0 
2 fa _.2 a 
= — e7 dr = erfc —-. (10.42) 
VT a/2vt 2Vt 
这 里 用 到 了 
: a -z dr = 1 (10.43) 
-一 e r=. ; 
VT Jo 
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10.5 ”利用 Laplace 变换 计算 级 数 和 
Laplace 变换 也 可 以 用 来 计算 某 些 级 数 > Fin) ZA. 其 基本 
思路 是 利用 Laplace 变换 
F(p) = | fedt, 
将 级 数 的 通 项 表示 成 积分 ， 而 后 交换 积分 和 级 数 求 和 的 次 序 
》 F(n) = E f(t)e-"tdt = a f(t) D e=] dt, 


这 样 ， 就 把 级 数 求 和 的 问题 转化 为 定 积分 的 计算 . 由 于 函数 e 
的 存在 ， 在 一 般 情况 下 常常 可 以 保证 交换 次 序 的 合法 性 . 
在 计算 中 常用 到 的 Laplace 变换 的 结 采 有 


| ep Pr dt = a | fa 一 1e 一 7 die T ko) 
2 pe 0 pe 
| e=”! sinwt dt = Ss, | e-Pt coswt dt = 一 二 
0 P +w 0 Dow 
eer ae a Toei >o p 
/ e onward = a a f e I 
下 面 通 过 几 个 例子 来 具体 说 明 . 
œ 1 
例 10.9 计算 级 数 E 十 之 和 和. 
n=l 
解 首先 利用 
te Pt d=, Rep> 0, 
0 
vail ete 
n=l r n=1 0 


Oo Oo wa oc t 
= dt = 一 一 一 dt. 
|E | J 24 (10.44) 


为 了 计算 这 个 积分 ， 考 虑 复 变 积分 P 二 dz ， 围 道 如 图 10.10. 
C~ ' 
这 时 ， 根 据 留 数 定理 就 有 


2 R 2 27 。 \2 
R 

$ 一 dz = 二 dz+ f RTI iay 

Aes a ez — 1 j -£ y—] 

5 -\2 2 

2 
-f aaa x az f dz 
R ez — 1 c @ 71 


=0. 
因为 
lim (R + iy) (R + iy)” =) lim (z — 271i) - : = 一 47r” 
R00 eR+iy 一 rors e: — 1 l 
所 以 
2r 2 
, (R Fiy) a _ 4.3 
jim, f SRT zidy 0, lim A = dz = 2m 
又 因为 


0 (iy)? . E i 2n-5 ; y 
[. seh tay =-5 | (1 +icot 2) y dy, 
所 以 ， 取 极限 R 00,5 一 0 ， 并 比较 等 式 两 端的 虚 部 ， 即 可 求 得 


1 ee l 2 


et — 1 
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例 10.10 ”计算 级 数 = = ZM, 其 中 a 不 为 整数 ， 且 不 
妨 设 Rea >0. 

E 这 个 级 数 和 在 9.4 节 已 经 遇 到 过 ， 当 时 是 作为 工 函 数 无 穷 
乘积 表示 的 直接 应 用 而 得 到 的 . 这 里 再 采用 Laplace 变换 的 办 法 讨 
$. 因为 


oO 

| sinh ate" dt = ——, Rep > Rea, 

0 Poa 
所 以 ， 级 数 可 化 为 
— 1 1 v1 fe. za 
让 = -二 + sinh ate dt 
n=0 n=1 0 

-二 +/ sinhat |. 

0 


a? a ef —] 


这 个 结果 只 在 Rea < 1 时 成 立 ， 我 们 可 以 在 此 条 件 下 应 用 留 数 定 
理 算 出 上 面 的 积分 .为 此 ， 采 用 图 10.11 中 的 围 道 计算 复 变 积 


eaz R ett 27 eRtiy) d 
dz = —— dr 一 一 一 一 一 
§ sn | e —1 + | ennie 
€ @ (T+27i) e°? 
+f az+ f dz 
rR @& Ce ez —] 
é iay az 
-f ee idy + Í ead 
fice ek Cs ez — 1 


= 0. 
因为 
ec(R+iy) 
pe ee 
az 
lim ， (z 一 27i) = = e?e, 
az 
imz =], 
z—+0 ez —1 
所 以 
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又 因为 


6 eiay i 2r—E y | 
。 E ， J iay 
J aea a | (1+icot¥)e dy, 
ri 


所 以 ， 取 极限 R 一 oo0,e 30,5630, BN 
i err ei Vee Te i 1 2r y . 
=d = SO 一 一 — 《 ty) ayd 
J e1 T 2- era i | eee gee ee 
T 1 an y\ i ) 
一 一 一 t 1 i cot 2 ia(y= r) 
0 me+ oe | ( 十 1C0 3E y 
T 
= 一 — cotra + 


l i (1 — itan 5) elt! dt 
2 4sin ra J_, 2 ; 


n 


i T 1 t 
| dr = — cot tra 一 — (1-itanz) e di 
g Sete 1 2 4sin ma 2 


= 


1 k 1 
ery A 
n= 
1 , t 
tran | (1 — itan =) cos at dt 
4asin7a j, 2 
= 一 : a A i 
T a 2a 4a? sin ra E 
1 
= 5 5 cot Ta. (10.46) 


上 面 的 结果 是 在 0 Rea <1 的 条 件 下 得 到 的 . 但 是 很 容易 延 
AF Rea > 0 . 
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下 面 证 明 ， 如 果 a 为 纯 虚 数 ， 这 个 结果 仍然 成 立 . 
例 10.11 计算 级 数 D os 之 和 | 其 中 a>0. 


解 这 个 级 数 在 上 一 章 也 已 经 讨论 过 ， 现 在 也 再 利用 Laplace 
变换 求 出 它 的 和 . 仿照 例 10.10 ， 可 将 级 数 化 为 


ya es = as S sinate ™* dt 


n=0 


为 了 计算 这 个 积分 ， 可 以 采用 和 例 10.10 同样 的 围 道 (图 10.11), 
考虑 围 道 积分 


这 时 ， 根 据 留 数 定理 就 有 
iaz R iaz 27 ia(R+iy) 
e e e 
— dz = 一 一 一 dz 一 一 1d 
$e = aks =f ez 一 +f eRtiy — 1 y 
< ia(rti2n) iaz 
+f : pr dz+ f 一 i dz 
R ez 一 l c. ez 一 
ô iai iaz 


完全 仿照 例 10.10 中 的 讨论 ， 就 可 以 得 到 
oo eiaz 
J SE dz 
ee i 1 a ; 3 Siy 
~ 3 ee eae (1+ icot 5) ea 


A ` 2r 
ri i , Yi aia 
sme e (rien L) ota 
2 CO TO re | Pas 2 E y 


比较 等 式 两 端的 虚 部 ， 
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” sinat n a 
/ dt 一 zcothma+ f et") dy 
0 2 0 


1 T 
= —— + — coth za, 
2a 


因此 即 可 求 出 
2 o = z + z7 coth ra. (10.47) 
实际 上 ， 作 为 这 个 和 式 的 特殊 情况 ， 也 还 可 以 取 4a=0. 
J = = lim -a + Z coth ra] = an (10.48) 


n=l 


例 10.12 ”将 例 10.11 的 结果 积分 ， 还 可 以 得 到 
> 人 (+ => | dz 
一 a (-= + rcoth rz) dz 


=n (10.49) 
na 
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第 十 一 章 5 wm 数 


在 这 一 章 中 , 我 们 要 介绍 一 种 新 的 “函数 ”，5 函数 . 它 是 由 物 
理学 家 P. A. M. Dirac 首先 引进 的 ， 在 近代 物理 学 中 有 着 广泛 的 应 
Al. 它 可 以 用 于 描写 物理 学 中 的 一 切 点 量 ， 例 如 点 质量 、 点 电荷 、 
瞬时 源 等 ， 物 理 图 象 清晰 .在 数学 上 ，46 函数 可 以 当 作 普通 函数 一 
样 进行 运算 ， 如 进行 微分 和 积分 变换 ， 甚 至 应 用 于 求解 微分 方程 ， 
而 且 得 到 的 结果 和 物理 结论 是 一 致 的 . 总 之 ,运用 5 函数 ， 可 以 为 
我 们 处 理 有 关 的 数学 物理 问题 ， 带 来 极 大 的 便利 . 

但 是 ， 6 函数 是 一 类 “奇怪 ”的 函数 ， 按 照 20 世纪 以 前 的 数 
学 概念 是 无 法 理解 的 . 它 的 严格 数学 理论 ， 要 涉及 泛 函 分 析 的 知 
R.. 本 章 将 从 物理 学 的 直观 出 发 ， 引 进 5 函数 的 概念 ， 介 绍 它 的 最 
基本 的 知识 及 其 初步 应 用 . 


11.1 6 A 数 


作为 5 函数 的 物理 背景 , 先 讨 论点 源 、 例 
如 点 电荷 的 电荷 分 布 密度 函数 的 数学 表示 ， 
为 简单 起 见 ， 主 要 讨论 一 维 情形 . 

如 图 11.1 ， 设 在 无 穷 直 线 上 0 < z <i 
区 间 内 有 均匀 的 电荷 分 布 ， 总 电 基 为 1 个 单 
位 ， 在 区 间 外 无 电荷 ， 则 电荷 密度 函数 为 


1 I I —l/2 IO812 œ 
ô (z) = E AAG Ses 5: (11.1) 
: l 加 11.1 单位 点 电荷 所 
Ms RA pira J 
SE E 电荷 密度 
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对 于 任意 一 个 在 -1/2 < r < 1/2 内 连续 的 函数 f(r) ， 则 根据 
中 值 定理 ， 有 


D f(x)di(x)dx = f (81), —1/2 < 0 < 1/2. (11.2) 
实际 上 ， 积 分 限 不 一 定 是 too. Aa <-l/2,b>1/2, WE 
b 
J Frz)y6(tz)dz = f(00), —1/2 < 0 < 1/2. (11.3) 
作为 极限 情形 ， 当 1 -0 时 ， 就 得 到 点 电荷 的 密度 函数 ， 记 为 
0， `M r< O; 
6(z)=limd(z)= 4 œ, 4r=0; (11.4) 
0, “a> 0. 
而 且 ， 对 于 任意 一 个 在 z = 0 点 连续 的 函数 f), A 
J f(z)d(x)dx = f (0). (11.5) 
实际 上 ， 积 分 限 不 一 定 是 tco ， 只 要 a < 0,5 > 0 ， 就 有 
b 
i f(z)d(x)dx = f(Q). (11.6) 


TIA, CY LATE X E A BY E r ot A eA A ey At a E 
a, FR Lie. 作为 它们 的 极限 情形 ， 我 们 总 会 得 到 同 
样 的 结果 . 

这 样 定 义 的 函数 ， 并 不 足 通常 意义 下 的 函数 : 它 并 没有 给 出 
函数 与 日 变 基 之 间 的 对 应 关系 ， 或 者 说 ， 尼 给 出 的 对 应 关系 


0, “xr Æ O; 
o= T 
oo, hal eae 


在 通常 意义 下 是 没有 意义 的 . 5 函数 表示 的 是 CERT AR 
序列 的 极限 . 它 所 给 出 的 “函数 值 只 是 在 积分 运算 中 才 有 意义 . 

| f(x)6(x)dx = f(0), ”特别 是 | 6(r)dr =1. (11.7) 
而 有 卫 ， 这 个 积分 应 该 理解 为 
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| f(x)é(2)dx = lim f f(z)ô(z)dz 


从 计算 的 角度 来 看 ,引进 6 函数 的 目的 ， 即 在 于 简化 对 函数 序列 进 
行 微 积分 计算 ,而 后 取 极 限 的 过 程 . 由 十 函数 序列 是 由 具有 足够 好 
的 连续 性 质 的 函数 组 成 的 ， 所 以 ， 在 计算 中 可 以 把 5 函数 当 作 ( 任 
意 阶 ) 连续 可 微 的 函数 处 理 ， 甚 至 可 以 定义 6 函数 的 导数 6(z) : 对 
于 任何 一 个 在 > =0 nime a f(r), A 
D f(x) (x)dr = KOLOJN J. 广 (z)5(z)dz 
= f0): (11.8) 
这 里 ， 就 把 5 ERC ERA EE BB EETA BERA. 
正 是 因为 5 函数 并 不 是 给 出 普通 的 数 信之 间 的 对 应 关系 ， 


Ms RARES KR MISREM LAME RENEE. 1 
ZE AERA 


lim I flz)orfrz)dr = f(0) (11.9) 
性 质 的 函数 序列 O(c), MERA 
Jim if f(r)dn(x)dr = f(0) (11.10) 


性 质 的 函数 序列 bs(z) (例如 见 图 11.2) ， 它 们 的 极限 都 是 5 函数 . 


bn{z) 


i E. E 
x l +n?r? (c) 


(b) 


sin nz 
KL 


图 11.2 6 ph RRM IY AR 
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同样 ， 有 关 4 函数 的 等 式 ， 也 应 当 从 积分 意义 下 去 理解 . 例如 


tål) = 0 
é(—x) = 6(7) 
§'(—2) = 一 6 (x), 


ee ee ole), 


9(z)6(z) = g(0)d(x) 
就 分 别 应 该 理解 为 


jz)zotzjdr = 0, 
I f(r)6(—r)dz = [ f(x)d(x)dz, 


5 f(x)" (~r)dr = 一 a f(x) (x) dz, 


J rosana = {160) | Bile) de 


J f(x)g(x)ô(x)dz = i f(x)(9(0)6(x)} de. 


; 函数 还 可 以 表示 成 初等 函数 的 微 商 ， 由 于 
ane) 


sae dn(z) 


dr | 


6 函数 也 可 以 表示 成 初等 郴 数 的 Fourier 积分 ， 因 为 


J ô(xje "dr = 1, 


— oO 


所 以 ， 根 据 Fourier 变换 的 反 演 公式 ， 有 
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(11.11) 
(11.12) 
(11.13) 


(11.14) 


(11.15) 


(11.16) 


(11.17) 


(11.18) 


(11.19) 


(11.20) 


(11.21) 


(11.22) 


”27 
也 可 以 对 45 函数 作 Laplace 变换 ， 
d(t—to) = f b(t — to)e dt = e”, to > 0. (11.24) 


现在 把 6 RRE ERER. 显然 ， 如 有 果 在 平面 
上 (zo, yo) 点 处 有 一 个 单位 点 电荷 ， 那 么 ， 它 的 密度 分 布 函 数 就 是 
d(x 一 X70)6(y — yo) 同样， 在 三 维 空间 (£o, yo, zo) 处 有 一 个 单位 点 
电荷 ， 它 的 密度 分 布 函 数 就 是 i(z - rojb(y — yo)d(z— z0). 当然 从 
三 维 空间 来 看 ,所 谓 一 维 点 电荷 应 该 是 三 维 空间 内 的 面 电 何 ;二 经 
点 电荷 就 是 三 维 空间 内 的 线 电荷 . 

例 11.1 证 明 


6(z) =f "dk. (11.23) 


v= = (11.25) 
其 中 


+ — (11.26) 


称 为 Laplace SAF, or = \/xr2 +y? +22, 6(r) = 5(x)5(y)d(z) - 
证 当 7r 冯 0 时， 直接 微 商 可 得 


0 1 = £ 
8? 1 B 327 一 (z? +y + 2”) 
a TT tT 
同 理 ， 
8? 1 3y? — (2? + y? + 27) 
a 1 327 — (a? + y? + 27) 


02? Jr? +y tz (a2 Hy? $22)? © 
所 以 ， 就 证 得 
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当 7= 0 时 不 能 直接 微 商 . 但 是 ， 正 像 前 面 指 出 的 ， 凡 是 涉及 
6 图 数 的 等 式 都 应 该 从 积分 意义 下 去 理解 ， 即 应 该 去 证 明 


/ i J V? -dzdydz = —47, 


(11.27) 


其 中 V 是 包含 原点 在 内 的 任 一 体积 .不 妨 将 V 就 取 为 整个 (三 维 ) 


空间 ， 容 易 得 到 


] , 2 1 
J| | draya: = lim [ffs ame 


g 3a? 2 ; 
= — lim —— rdr sin ĝdhdo 
a-+0 (r? 十 Ga2)5/? 
00 my 


— 127 lim Se ee ay 
a0 Jo (r? +.a2)°/”? 


令 z =r/a， 即 可 证 明 上 面 的 积分 与 a 无 关 ， 然 后 再 令 > = tan6 ， 


BNA 


oo 2 
J|] viarov: = -127 f 一 一 一 -dz 
T 0 (x? + 1)” 


II 


x/2 
= 一 127r f sin? cos 6d0 
0 


nw {2 
—127- t sinto 


3 
11.2 ”利用 6 范 数 计算 定 积 
利用 5 函数 的 常用 积分 表达 式 


sn) = 去 | | 


e*" dk, 


> 
一 DO 


中 


(x) = | cos kadk = F cos krdk, 
i — oc a 0 
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mw /2 2 
-127 | DEL 
o (1+ tar?) 


= —4nr. 


E 


也 可 以 计算 定 积分 下 面 通过 几 个 例题 来 说 明 一 般 的 计算 步 又. 


例 11.2 计算 积分 上 f as 
解 考虑 积分 
r= J anar di 
显然 有 . 
F'(A) = i. cos Ar dx = 276( 入 ). 
所 以 
F(A) = 2xn(A) +C, 
其 中 C 为 积分 常数 ， 待 定 . 故 当 入 > 0 Ff, 
F(A)=2r+C, F(-A=C. 
考虑 到 F(A) 是 和 的 奇 函 数 ， 
F(-\)=-F(A),  F(0)=0, 
即 可 定 出 C= -r .因此 


T, A>0 
-r A<0 


OO 


例 11.3 计算 积分 7= f 
解 可 以 引进 辅助 积分 


oo eirAt 
TA / teri 


a ee ae | 


它 满足 微分 方程 


— F"(\) —iF’(A) + F(A) = 2r6( 入 ). 


(11.28) 


235 


这 是 一 个 特殊 的 二 阶 常 微分 方程 : 其 非 齐 次 项 含有 5 AR 这 种 特 
殊 性 表现 在 两 方面 : FE A AOR, SO) =0， 方 程 是 齐 次 的 ， 
SRE MAS ORT, FO) 足 连 续 的 ， 


lim [F(0 — e) — F(0+e)]=0, 


< 一 十 

但 PA) 并 不 连续 . 这 种 不 连续 性 ， 即 FA 在 入 =0 点 的 左右 极 
限 存在 但 不 相等 ， 恰 好 及 喘 了 二 阶 微分 方程 (11.28) 的 非 齐 次 项 为 
6 函数 . 为 了 定 基 描述 FA) 在 入 =0 点 不 连续 性 ， 可 以 将 微分 方 
F (11.28) FAS}, MAHj0 ZA O-c FAB A=OZHOt+E, 2 >0, 
于 是 就 有 


O+e 0 十 < 
| JF") +iF'(A)— FA)|d》 = -2 上 5(A)dA = ~27. 
O—e O-e 


由 于 FA) 在 入 =0 点 连续 ， 故 当 OC H0H, CRAON 
三 项 的 积分 均 趋 于 0 ， 于 是 


lim F'(A) 
< 一 十 0 


D+e 
一 一 2T. 
0—e 


现在 回 到 微分 方程 的 求解 上 ,， AAA AOR SO) =0， 所 以 
| 4exe +Bexe NSO: 
F(A) = 


一 5mi16 


Core" + De l A <0. 


考虑 到 FO) WAAR, AM DYAO, BAHN FO) 在 入 =0 点 
连续 ， 


B=C: 
F'(A) 在 入 =0 点 不 连续 ， 
因此 求 得 

B =C =2r/v3. 
所 以 
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an s V3M/2 eins? A > 0: 
F(A) = 
一 
一 eVS3AM2 oiN/2, 入 < 0. 


所 要 求 的 积分 即 为 


LL geen ae 
I = Im F(2) = ——e ~” sint. 
V3 


下 面 直接 验证 一 下 F(A) 在 和 =0 点 的 不 连续 性 . 根据 上 面 所 
得 的 结果 ， 可 以 求 出 


一 | 工 十 A ne” ¥34/2 ETALE A > 0; 
F'(A) = . 
| 1 V3A/2 _iX/2 
1 - —=|7e c 入 < 0, 


或 者 统一 写成 


/ 1 ~ J3|A/2 _-ià/2 
F'(a) = [1- -2 A)| re e . 
(A) Fi n(A) 


特别 是 ， 在 入 =0 8, FO) 的 左右 极限 为 

lim F'(0 e) = a Fr. 
例 11.4 计算 积分 了 = 人 dz 
解 ” 先 讨论 积分 


F(A) = J -r A de. 
因为 

F(A) + F(A) = 76()), 
这 是 一 个 关于 FO) 的 四 阶 常 微分 方程 . “MAD ORT, 6(4)=0, Bf 
方程 是 齐 次 的 ， 通 解 为 


F(A) = el? [Asin 2 + Boos > 


V2 V2 
A/V . À À 
+e C sin — + D cos 一 -| . 
| V2 A 


考虑 到 FO) 的 有 界 性 ， 应 该 有 
C= D= 0. 


为 了 定 出 积分 常数 AMB, BAH 


~ dr T 
F(0) = —— 三 ”一 一 
Of E ie 


~ rdr T 
F" (0) = SOLEN 
( ) l 2Z4 十 1 2/2 
因此 
A=B=n/2V2. 


所 以 ， 当 入 > 0 时 ， 
acl |i eh 
F(A) = c sn Fi + cos | l 
由 此 即 可 求 得 


T _i/vy . | 
T=—F'(1)= ~e !/V? sin —. 


11.3 ” 常 微分 方程 初 值 问 题 的 Green 函数 


在 上 一 市 中 , 我 们 讨论 了 一 类 特殊 的 营 微 分 方程 ， 非 齐 次 项 为 
6 水 数 的 第 微分 方程 . 这 类 方程 在 理论 上 和 实用 上 都 具有 特殊 的 重 
要 性 ， 有 必要 再 进行 进一步 的 讨论 . 为 了 确定 起 见 ， 先 讨论 这 类 方 
程 在 齐 次 初 值 条 件 下 的 解 ， 以 及 解 的 最 基本 性 质 ， 

在 开始 下 面 的 具体 讨论 之 前 , 需要 强调 , 第 一 ,在 传统 的 意义 
下 , 这 类 第 微 分 方程 的 非 齐 次 项 外 没有 意义 的 ， 我们 只 应 该 把 方程 
的 非 齐 次 项 理解 为 一 个 函数 序列 的 角 限 ， 函 数 序 列 中 的 每 一 项 都 
具有 足够 好 的 连续 性 (因此 ， 在 取 慨 限 之 前 ， 方 程 足 有 意义 的 ) ， 
我 们 在 求解 微分 方程 后 再 取 极限 . 引进 4 函数 的 目的 就 在 于 使 得 
我 们 可 以 育 接 处 理 这 种 极限 情形 的 微分 方程 求解 问题 ， 而 不 必 考 
歧 具 体 的 函数 序列 以 及 它 的 极限 过 程 . 第 二 , 正 因为 4 函数 不 足 传 
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统 意 义 下 的 函数 ， 这 使 得 非 齐 次 项 为 56 函数 的 微分 方程 的 解 具 有 
独特 的 连续 性 质 . 就 一 阶 常 微分 方程 而 言 ， 我 们 将 要 看 到 ， 它 的 解 
挟 连 续 的 ,但 征 解 的 一 阶 导 数 足 不 连续 的 . 正 趾 由 于 一 阶 导 数 的 不 
连续 ， 才 使 得 它 正好 是 非 齐 次 项 5 函数 的 芝 微 分 方程 的 解 . 第 三 ， 
党 微分 方程 的 非 齐 次 项 为 5 函数 ， 又 使 得 这 种 非 齐 次 方程 不 足 一 
般 情 形 下 的 非 齐 次 方程 : 除了 在 使 6 函数 的 宗 基 为 无 穷 的 个 别 点 
外 ,方程 是 齐 次 的 ! 这 使 得 这 种 非 齐 次 常 微分 方程 又 很 容易 求解 . 
在 特殊 情形 下 其 至 可 以 直接 积分 而 求 得 方程 的 通 解 . 

下 面 从 一 个 最 简单 的 例子 开始 我 们 的 讨论 . 

例 11.5 求解 常 微分 方程 初 值 问 题 


aa = d(r — t), t > 0, (11.29a) 
g(0) = 0, 9 (0) = 0. (11.29b) 
RE 将 方程 (11.29a) 直接 积分 ， 就 得 到 

g (x) = n(a — t) + a(t). (11.30) 

ae ‘‘ zr<t 

1, e 

就 容易 将 上 面 的 结果 再 积分 一 次 ， 得 到 

g(x) = (x — t)n(a — t) + a(t)x + Bt). (11.31) 


这 里 用 到 了 9(z) 在 xz = 上 点 必须 连续 的 要 求 ， 因 为 不 然 的 话 ， 在 
g(x) 中 一 定 会 出 现 6 函数 . 
将 解 式 (11.31) 代入 初 值 (11.29b) ， 由 此 可 以 定 出 积分 常数 
a(t)=0, p(t)=90, 
因此 即 可 求 得 
g(x) = (x — t)n(a - t). (11.32) 


对 于 这 个 例子 ， 有 必要 进行 一 点 特别 补充 讨论 ， 首 先 要 特别 
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强调 g(x) 在 z =+ 上 点 的 连续 性 质 : 
NER PORER, g(x)| = 1 (11.33) 

不 难 理解 ， 在 更 普遍 的 情形 下 ， 如 果 在 关于 g(z) 的 二 阶 常 微分 方 
程 中 ， 非 齐 次 项 为 5(z 一 t) ， 则 在 z=t 点 一 定 有 g(x) 连续 和 g(x) 
不 连续 ， 这 是 这 类 方程 解 的 最 基本 特征 . 

其 次 ， 还 能 看 到 ， 上 面 求 得 的 解 在 z < t 时 恒 为 0. 这 个 结论 
具有 普遍 性 . 因为 x < 上 时 ， 方 程 足 齐 次 的 ， 所 以 有 通 解 

g(x) = cigi (x) + c292(7), 
{LAF RHA. BEIT BA 
c1gi(0) + c292(0) =0, eg (0) + c2g2(0) = 0. 

但 由 于 gi(z,t) 和 glr, t) 趾 线性 无 关 的 ， 
gi(7) g(r) 


Wigi(z), 92(x)] 
a al eae 


gi{z) g2(7) 40, 

gi(z) gle) | _ 

所 以 ， 上 面 的 方程 组 ， 作 为 cl 和 ca 的 线性 齐 次 代数 方程 组 ， 一 定 
RAAB cv =0,c2=0, BP 


giz) = 0, a<t. (11.34) 
所 以 ， 上 面 的 初 值 条 件 (11.29b) 完全 等 价 十 
(| a= | 0 (11.35) 


这 里 的 证 明 并 没有 涉及 微分 方程 的 具体 形式 ， 得 到 的 结论 自然 是 
普遍 成 立 的 . 

最 后 ， 我 们 看 到 ， 这 个 问题 的 解 不 仅 足 日 变 基 r 的 函数 ， 而 
且 还 含有 参数 上 . 这 当然 也 具有 普遍 性 ， 所 以 ， 以 后 就 将 把 这 类 问 
题 的 解 记 为 g(x;t) - 

在 此 基础 上 ， 再 举 一 个 略为 复杂 一 点 的 例子 . 
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例 11.6 求解 第 微 分 方程 初 值 问题 
d g(x:t) 
dx? 


g(0; t) = 0, 


+k’g(x;t) = d(x -t), t>0,k>0. (11.36a) 


= 0). (11.36b) 


解 此 方程 和 (11.29a) 不 同 之 处 在 于 难以 直接 积分 ， 故 可 介绍 

男 一 种 解法 . ERB, “Yost 时 ， 方 程 的 非 齐 次 项 为 0 ， 所 以 
get) = [A (t) sin kz + B(t) cos kar|n(x — t). (11.37) 
后 面 将 要 证 明 ， 这 时 的 g(x;t) 仍 应 具有 和 例 11.5 中 相同 的 连续 性 
质 ， 即 在 z = 上 点 


dg(x:t) —-. dq(zr:t)|'*° 
ganga, OE Reg, WED a 
dr dr 


t~0 


dr 


于 是 

A(t) sin kt + B(t) cos kt = 0, A(t) cos kt — B(t)sinkt = + 
解 之 即 得 

A(t) = = cos kt, Bit) = 一 sin kt. 
这 样 ， 就 得 到 
9(zit) = sin k(x — t)n(x — t). (11.38) 

现在 ， 补 证 一 下 前 面 用 到 的 一 个 结论 ， 即 例 11.6 和 例 11.5 中 
的 g(z;t) 具有 同样 的 连续 性 质 . 为 此 ， 考 虑 一 个 更 为 普 忆 的 情形 ， 
即 证 明 常 微分 方程 初 值 问题 
a | (r) BED 


+ q(z)g(x;t) = ô(z— t), t>0; (11.39a) 


dr dr 
r dg(x;t) a 
g(0;t) = 0, ee he 0 (11.39b) 
和 
in L hoten 2|- (rr—t), t>Q; (11.40a) 
go(0;t) = 0, dgolzit) = 0 (11.40b) 
T r =í 
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中 的 解 也 一 定 共 有 同样 的 连续 性 质 ， 为 了 保证 这 两 个 问 是 在 数学 
上 合理 ,需要 假设 函数 p(x) 在 区 间 (0, 00) EE, p'e) 和 g(a) E 
GRICE, ple) REA, A, 根据 物理 上 的 实际 需要 ， 还 从 
设 算 符 E [pee =] tale) 在 z > -z( 时 间 反 演 ”) 下 不 变 ， 即 


p(x) = p(—-2), q(x) = q(—-2z). 
首先 将 方程 (11.40a) 积分 ， 有 


Sole t) 


p(x) = (x - t) + a(t), 
再 积分 一 次 ， 
go(z:1) Janet) fF pe Oh i pataa 
代入 初 值 条 件 (11.40b) ， 可 以 定 出 积分 常数 a(t) = 0, H(t) = 0. 所 


以 ， 最 后 就 得 到 (11.39) 的 解 为 
golz;t) = n(x -of 芝 nO) (11.41) 


在 这 里 ， 我 们 看 到 ， go(z;t) 是 [0, 00) LAEZ AR, m 
doo(z;t) _ n(x — t) 
dz p(x) 


T r =t AYES, 
dgo(ait) |" _ 1 
dz |, p(t)” 


ALTE GO) Tr EDE A (11.39) 的 解 为 
g(x; t) = go(a:t) + w(a:t), (11.42) 
代入 (11.39a) ， 并 注意 go(7:t) 是 (11.40a) 的 解 ， 就 得 到 w(z;t) 所 满 
|? (2) Si) D| + g(xywlast) = —ale)go(nst). (11.43) 


FAAS OL, wast) 一 定 是 7z ERR, BM, Œ dw(x;t)/dr 中 
就 会 出 现 4 函数 ， 因 此 ， 方 程 (11.39a) 中 就 会 出 现 5 函数 的 导数 . 
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这 样 ， 将 方程 (11.43) 再 积分 一 次 ， 又 能 得 到 
dw(zx;t) |" 


p(x) re 


= -| O) |w(Git) + gott) ac, 


所 以 p(x) (dw(z; t)/dz] 也 是 z 的 连续 函数 ， 因 而 dw(a;t)/dx 也 是 7 
的 连续 函数 . 这 样 ， 就 最 终 证 明了 g(x;t) 和 go(z;t) 具有 相同 的 连 
Sere. O 
例 11.7 求解 常 微分 方程 初 值 问 题 (11.39) ， 设 常 微 分 方程 
ote so | + q(xr)g(x:t) = 0 | (11.44) 
的 两 个 线性 无 关 解 是 yi (x) 和 yo(x) - 
解 在 例 11.5 后 面 的 讨论 中 ， 我 们 已 经 证 明了 一 定 有 
g(x;t) = 0, T <t; 
而 当 z >t 时 ， 方程 (11.39a) 也 还 是 齐 次 的 ， 故 通 解 为 
g(ait) = ci(t)yi(x) + c2(t)ye(z). (11.45) 
根据 上 上面 指出 的 ， g(z:t) 应 该 在 r = 上 点 连续 ， 而 dg(x:t)/dz 在 该 
dg(z;t) 5t 1 


lim = —, 
< 一 十 0 dr rot—e p(t) | 


所 以 
i 200, G2 ewLw = _ 
解 之 即 得 
eee to e 
p(t) yi (thys(t) — yl (t)’ 
ae d. yı (t) 


~ pl) (OW yal A(t) 
代入 (11.44) ， 并 和 z <t 时 的 结果 结合 起 来 ， 就 可 以 写 出 常 微分 方 
程 初 值 问题 (11.39) 的 解 


) = yr) — yale) yy 


g(a:t p(t) yi (t)y5(t) — yo(t)y; (t) 


(11.46) 
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为 了 以 后 的 需要 ， 我 们 现在 证 明 常 微分 方程 初 值 问题 (11.39) 
的 解 g(z:b 的 一 个 重要 性 质 ， 关 于 g(x:1) 的 对 称 性 
g(x; t) = 9(—-t; —2). (11.47) 
证 (11.47) 式 当 然 可 以 直接 由 g(z;t) 的 具体 表达 式 (11.46) 得 
Hi, 只 要 注意 在 p(-z) = p(x) 和 4g(-z)= qir) 的 条 件 下 , 方程 (11.44) 
的 两 个 线性 无 关 解 一 定 分 别 是 偶 了 水 数 和 奇 函 数 ， 例 如 
yi(—z) = yı (z), y2(—2) = —y2(z). 
现在 ， 我们 介绍 另外 一 种 方法 ， 它 不 涉及 到 解 的 具体 表达 式 ， 而 只 
是 直接 从 微分 方程 以 及 初 值 条 件 出 发 来 证 明 ， 
显然 ，(11.47) 式 在 z <t (因此 -t < -z) 时 成 立 ， 因 为 两 端的 
函数 均 为 0. PRU, 下面 只 需 证 明 等 式 在 z > t 时 也 成 立 . 
我 们 已 经 知道 ， g(z;t) 是 常 微分 方程 初 值 问题 (11.39) 的 解 ， 
再 引入 girt), WA, CERAT TE 


ao | + q(-2)g(-2;-t') = 6(-r+t'), t>0 


eae 2) 


nab 
Bp 
T L fye kr + q(z)g(-2;-t') =8(x- t), t >0 (11.48) 


Aye. 这 里 不 妨 假设 t > t >0. FA g(—2:-t') 和 g(z;t) 分 别 乘 以 方 
程 (11.39a) 和 (11.48) ， 相 减 ， 就 得 到 


gz; t) E ote) EA 2] - g(t) = T [oe r | 


dx 


yr dol: t) 
dr 


ra = p(x) lata ) — g(x;t) 


dg(—z; = 
dz 
= g(—z; —t')ô(x — t) — g(r;t)6(r - t'). 
在 区 间 (0,00) 上 积分 ， 注 意 到 


g(z.t)| 9, Uan 
下 多 


一 0， 
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和 


q(—Z, —t') 二 0, dg(—-z, —t ) =f 
—r¢-t'! dx —r<-t! 
Bj 
dg(—z, ~t’) 
Zk; = OT a `; 
9 z dz >t 
就 有 


g(—t: -t’) — g(t’; t) 


1, dg(a;t dg(—ax;—t’)}" ~*~ 
= p(z) jon ~t AEn = sp EE 
T 了 一 站 


二 0. 
将 这 里 的 # 改写 成 z，z >t， 又 一 次 得 到 (11.47) 式 . 这 样 就 完成 
了 (11.47) 式 的 全 部 证 明 . O 
由 g(z;t) 的 对 称 性 ， 可 以 得 到 g(z;t) 作为 上 的 图 数 所 满足 的 曾 
E 因为 g(-t: 一 z) 满足 


rare ead + q(-t)g(-t;-r) = (r-t) zxz>0, 


re d(—t) d(—t) 


dg(—t; 一 了 ) 本 
ae er ag 


即 
$ poti], EE E E 


l a dg(—t: =x) 
g(—t; a) | es: = 0, ~ on 


再 利用 对 称 关 系 (11.47) ， 就 得 到 
aC cy Sole ;t) 


= 0, 


+ q(t)g(z;t) =d(x@-t), x >0; (11.49a) 

dg(z; t) 
ot = 0. 11.49b 
"re 0 (11.49b) 


我 们 不 准备 讨论 非 齐 次 初 值 条 件 的 情形 . 比较 浅显 的 理由 中 
这 时 完全 可 以 重复 上 面 的 求解 过 程 ， 只 不 过 定 出 的 积分 常数 不 间 


g(r;t)| = 0, 


tor 
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而 已 , 更 深层 次 的 原因 与 研究 这 类 方程 的 背景 有 关 . 我 们 之 所 以 对 
这 类 非 齐 次 项 为 6 图 效 的 微分 方程 感 兴趣 ， 是 因为 它 就 可 以 提供 
非 齐 次 项 为 任意 图 数 且 初 值 杀 件 亦 为 非 齐 次 时 微分 方程 的 解 . 例 
如 ， 由 常 微 分 方程 初 值 问 题 (11.39) 的 解 gtz;b0 ， 就 可 以 构造 出 最 


普米 的 党 微分 方程 初 值 问 题 
poe +q(x)y(z) = f(r), (11.50a) 
y(O) = A. y(0)=B (11.50b) 


的 解 . 为 了 得 到 这 一 结果 ， 可 以 先 将 (11.50a) 和 (11.50b) 中 的 日 变 
it T 改写 成 t, 


¢ 区 nn + (t)y(t) = F(t), (11.51a) 
y(0) = A, y (0) = (11.51b) 
ara oaa mas PRO 和 glz;t), FRA, WA 


„n r po | -seni i z [e ta | 


dt dt 


o d oo t) 4, dy(t) 
= a Pie fo u= A ENR py | 


= y(t) (x — t) — gla: t) f(t). 
所 以 ， 积 分 一 次 ， 就 能 得 到 
is dg(z: t) 


| ) a dy(t)] 
yz) = glz: t)f(t)dt + ol DAEN -gi | 
W(x) | g(x: t) f(t) p(t) [y(t) J g(x at |. 


E g(xit) f(t)dt — p ofa 20D Boan) (11.52) 


这 样 ， 如 果 g(r;t) EBA ARPA. WA, Lime 
便 不 可 能 去 掉 上 = ce W t= r 时 的 项 AT y(t) t= a tsr 
时 的 数值 是 未 知 的 , 我 们 就 不 能 达到 用 已 知 基 (已 知 函数 f(x) 与 初 
{Fi (0) Al y'(0)) 以 及 g(z;t) 表示 出 Wz) 的 目的 . 

通过 以 上 的 讨论 ， 我 们 看 到 ， 一 旦 我 们 求 出 了 党 微 分 方程 初 
值 问题 (11.39) 的 解 g(x;t) ， 就 一 定 可 以 构造 出 相应 的 常 微 分 方程 
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初 值 问 题 (11.50) 的 解 yz) ， 而 不 论 它 的 非 齐 次 项 fir) EMER 
或 是 有 何 初 值 y(0), y(0) . 这 样 ， 这 种 特殊 的 非 齐 次 常 微分 方程 初 
值 问题 ( 非 齐 次 项 为 5 函数 的 常 微分 方程 的 齐 次 初 值 问题 ) 的 重要 
性 ， 束 不 言 自明 了 . 正 是 由 于 这 个 原因 ， 我 们 就 把 常 微分 方程 初 值 
问题 (11.39) 的 解 g(x;t) 称 为 相应 的 常 微分 方程 初 值 问题 (11.50) 的 
Green PRRX. Green 函数 方法 足 求解 非 齐 次 常 微分 方程 的 一 种 重要 
方法 ， 也 是 求解 非 齐 次 偏 微 分 方程 的 重要 方法 . 在 这 一 章 里 ， 我 们 
只 讨论 常 微 分 方程 初 值 问题 的 情形 . 在 数学 物理 方程 部 分 中 还 讨 
论 偏 微分 方程 的 Green 函数 解法 . 


11.4 党 微分 方程 边 值 问题 的 Green 函数 


在 上 一 节 中 , 讨论 了 非 齐 次 项 为 5 函数 的 常 微分 方程 的 齐 次 初 
值 问 题 ， 或 者 说 ， 讨 论 了 常 微分 方程 初 值 问题 的 Green 函数 问题 . 
在 这 一 节 中 ， 讨论 男 一 种 类 型 的 Green PRIX, BD at OT FEA li 
题 的 Green 函数 ， 它 足 非 齐 次 项 为 5 函数 的 常 微 分 方程 在 齐 次 边界 
条 件 下 的 解 ， 

也 还 是 讨论 几 个 具体 的 例子 . 

例 11.8 求解 常 微分 方程 边 值 问 题 


ae 

ee (11.53a) 
dr? 

g(a;t) = 90, g(b: t) = 0. (11.53b) 


解 这 个 问题 和 (11.29) 不 同 之 处 在 于 定 解 条 件 ， 现 在 要 求 的 
fe PAS) Hi FH (11.53a) 在 给 定 齐 次 边界 条 件 (11.53b) 下 的 解 . 我 们 仍 
然 可 以 先 写 出 方程 的 通 解 ， 然 后 根据 边界 条 件 定 出 积分 常数 . 
上 一 闻 已 经 给 出 过 贡 微 分 方程 (11.53a) 的 通 解 ， 即 (11.31) xX, 
g(z;t) = (x — t)n(a — t) 4+ a(t)xe + f(t). (11.54) 
代入 边界 条 件 (11.53b) ， 有 
aa(t) + B(t) = 0, b—t+ ba({t) + B(t) = 0. 


247 


解 之 即 得 


b-t a(b—t 
aap. ay = PP. 


代入 (11.54) ， 最 后 就 求 出 了 和 常 微 分 方程 边 值 问题 (11.53) 的 解 为 
g(z;t) = (z —t)n(z - t) ~ 


我 们 看 到 ， 和 和 常 微分 方程 初 值 问题 (11.29) 的 解 一 样 ， 这 个 问题 的 
解 也 具有 连续 性 质 


g(r; OE c= t AER, 
dylst) a | =y 点 不 连续 ， Sgin) zn “二 


dz i 
nd 
在 z=t 点 不 连续 ) 是 由 微分 方程 决定 的 . 

例 11.9 求解 向 微 分 方程 边 值 问题 
d” g(a; t) 
dx? 
g(a;t) = 0, g(b; t) = 0. (11.56b) 
解 在 上 一 节 的 例 11.6 中 ， 我 们 已 经 指出 ， 方 程 (11.56b) 的 通 
解 无 法 用 真 接 积分 的 办 法 求 得 ,因此 ， 也 还 不 妨 利用 5 函数 的 性 
质 ， 


e—a). (11.55) 


+k’g(r;t) = 6(r-—t), a<t<b, k>0, (11.56a) 


d(x —t) = 0, zt, 

FER IX — OT EW. 根据 这 一 性 质 ， 当 a <z <t 
时 ， 微 分 方程 (11.56a) 是 齐 次 的 ， 在 > =a 点 的 齐 次 边界 条 件 的 限 
制 下 ， 它 的 解 是 

g(rz:t) = A(t)sin k(x — a), a<rzr<t. 
又 当 t< x <5 时 ， 微 分 方程 (11.56a) 也 是 齐 次 的 ， 在 >= 点 的 齐 
次 边界 条 件 的 限制 下 ， 它 的 解 是 

g(z;t) = B(t)sink(b—2), t<r<h. 

利用 g(x:t) E r= t 点 的 连续 性 质 ， 可 以 得 到 
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B(t)sin k(b — t) — A(t)sin k(t — a) = 0, 


B(t) cos k(b — t) + A(t) cos k(t - a) = 到 
这 样 就 可 以 求 得 
1sink(b—t) _1 sink(t— a) 
A ~ ksink(b— a)’ a= k sink(b— a) 
最 后 ， 就 得 到 Green 函数 
1 sin k(b — t) 
eE mR a a<r<t 
gaii = 1 sin k(t — a) kiia, EET 
hen kb Sa) oP ( 一 了 工 r<b 
_ lsink(6-f) .. D sin k(x — t) _ z 
kank a) sin k(x — a) + B nliz —t). (11.57) 


由 此 还 可 看 出 ， 当 Kb 一 a) = nr 夭 0 时 ， 此 题 无 解 . 
例 11.10 ”在 和 例 11.7 同样 的 已 知 条 件 下 ， 求 解 常 微 分 方程 
ar (x ) etzi) se] + g(r)g(a;t) = 6(2-—t), a<t<b, (11.58a) 
g(a;t) = 0, g(b;t) = 0. (11.58b) 
解 ”本题 的 解法 和 例 11.7 也 非常 相似 HE se ACHAT 
区 间 中 写 出 齐 次 方程 (11.58a) 在 各 目的 齐 次 边界 条 件 下 的 解 ， 然 后 
利用 在 zx = 上 点 的 连续 性 要 求 定 出 待定 系数 . 
首先 ， 分 别 在 在 区 间 a <z <t 和 t<r<b 中 ， 写 出 齐 次 方程 
(11.58a) 在 齐 次 边界 条 件 g(a;t) = 0 和 g(4;t) = 0 下 的 解 ， 
A(t) [yo(a)yi(z) — yr(a)ye(z)], a<zr<t, 
g(z;t) = 
B(t){yo(b)yi (x) 一 yi (b)yo(z) ils t<r<b. 
利用 g(z;t) 在 > =e 点 连续 ， 而 OED 在 该 点 不 连续 


lim SIED 
E 一 十 0 dr 


ratte 1 


和 一 了 一 有 p(t)’ 


可 以 得 到 
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B(t) [yo(b)yi (t) — yı (b)yo(t)] — A(t) [y2(@)yi (t) — ys (a)y2(t)] = 0, 
B(t)[y2(b)yi t) — yi (b)yo(t)] — A(t) [yo (a) H — wi (a)ya(t)] = 
由 此 可 以 求 出 


EEE A ee EEE EEEE 
p(t) yı (b)y2(a) — yı (a)y2(b) yi (Hy) ~ yi Dyt) 
be yo(a)yi(t) — yı (a)ya(t) 1 
p(t) yi (b)y2(a@) — yr (a)yo(b) yi (Dy) ~ yi (tyt) 
所 以 ， 最 后 就 得 到 ， 在 区 间 a<r < 上 中， 
1 ye(b)yi(t) — yi (b)y2(t) yola)ys (x) — yi(0)y2(7) 5 
1 S T wd ft sneer 
在 区 间 上 < z < 5 中， 
1 ye(a)yi(t) — yi(a)yo(t) ya(b)yi (x) — yı (b)y2(x) (11.60) 
~ p(t) yn (byy2(a) — yi(a)ye(d) (tt) — yi (Oye(t) ” 


或 者 ， 合 并 写成 


A 
p(t) 


g(r;t) = 


eR 1 bt) = (byalt) yla)y (z) — la)y2(7) 
p(t) yi (b)y2(a) — yi(a)yo(b) yı(t)yz(t) — yi (t)y2(t) 

1 y(t)ylz)-y(tylr) 

OA EO IE R 

和 上 一 节 一 样 ， 我 们 现在 又 面临 三 个 命题 ， 第 一 ， 证 明 由 篆 
微分 方程 边 值 问题 (11.58) 所 定义 的 Green 函数 g(x;t) 和 由 所 定义 
的 Green PAR go(z; t) ) 具有 同样 的 连续 性 质 ，; 第 二 ， 关 于 Green 函数 
g(x:t) 的 对 称 性 ; 第 一 ， 如 何 能 用 9(z; 构造 出 
po 

y(a) = A, y(b) = B (11.62b) 


my 对 于 第 一 个 命题 , 证 明 方法 和 上 一 节 基 本 相同 ， 这 里 不 再 重 
.不 同 的 只 是 现在 go(x;t) 的 表达 式 中 多 了 一 项 


AG © dc 
go(x: t) =a $ 十 9(Z 一 of aC)’ (11.63) 


| + a(2u(x) = (2), a<t<b,  (11.62a) 


STOS [S/S 
对 于 第 二 个 命题 ， aa Green 函数 g(x;t) 的 对 称 性 足 
9(7;t) = g(t; x). (11.64) 
证 明 的 方法 由 仍然 是 再 引入 一 个 Green 函数 g(x:t) ， 它 是 


d dg(x;t') ,i oy / 
poy ME] +q(x)g(x;3t)=d(x2-t)a<t <b, (11.65a) 


g(a;t') = 0, g(b;t') = 0 (11.65b) 
的 解 . 用 glet) 和 g(x; t) 分 别 乘 以 (11.58a) 和 (11.65a) ， 相 减 ， 再 
在 区 间 ja, bd) 上 积分 ， 即 得 


dg(z;t) l 
dr g(z;t) 


t b 
g(t;t) ~ g(t: t) = p(z) [ote t') a = 


代入 边界 条 件 (11.58b) 和 (11.65b) ， 立 即 得 到 上 式 右 方 为 0， 所 以 ， 
ot) = g(t';t). 
将 # 换 成 zx ， 这 正好 就 是 (11.64) 式 . 
对 于 第 三 个 命题 ， 处 理 方法 也 和 上 一 节 基 本 上 相同 . 首先 , 将 
第 微分 方程 边 值 问题 (11.62) HA BRAK, 
£ en + a(t)y(t) = f(t), (11.66a) 
y(a) = A, y(b) = B. (11.66b) 
然后 ， 再 利用 g(a: t) 的 对 称 性 写 出 g(x;t) 作为 上 的 函数 所 满足 的 常 
au w 即 
aL co) Sates ;t) 


| + q(t)g(a;t)=d(r -t), a<r<b, (11.67a) 
g(z;a) = 0, g(x;b) = 0. (11.67b) 
用 g(x; t) 和 f(t) 分 别 乘 以 (11.66a) 和 (11.67a), 相 减 , 再 在 区 间 [a, b) 


O 当然 ， 从 g(z;t) 的 具体 表达 式 (11.61) 就 可 以 直接 看 出 (11.64) 式 成 立 . 
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上 上 + 积分， 整理 ， 即 得 


b 
ue) = f ocesn sina vin po ER -gn 


a 
ol) 


b 
= | (EDEA + Bp(b) ED 


上 
œ 


dt oe 
在 最 后 一 步 ， 利 用 了 边界 条 件 (11.66b) 和 (11.67b) . 
再 举 一 个 无 界 区 问 的 例子 . 
例 11.11 用 Green eX TT IER RACH KE AS A ot HY E 


—Ap(a) 


(11.68) 


边 值 问题 
2e k°y(x) = f(z), k>0, (11.69a) 
y C a — 0. (11.69b) 
解 为 此 ， 先 要 求 出 此 问题 的 Green PAK, “EAL 

ue —k’q(x:t) = 6(r—t), k>0, (11.70a) 
g(r:t)| 一 0 (11.70b) 

的 解 . AN MER iL, 
g(x; t) = mse te (11.71) 


再 模仿 有 界 区 间 的 做 法 ， 可 以 求 得 yz) 和 g(z:t) 之 间 的 关系 ， 即 
ua) = [ae sere + [o 22 sen BO] 
代入 (11.71) 式 以 及 边界 条 件 (11.60) 和 (11.70b) ， 就 得 到 

ane -5 J elt- Baya, (11.73) 


最 后 ， 需 要 说 明 ， 我 们 在 本 节 中 只 讨论 了 一 种 类 型 的 边界 条 
件 ， 即 函数 在 端点 的 数值 已 知 ( 齐 次 或 非 齐 次 ) ， 也 还 可 以 是 其 他 
类 型 的 边界 条 件 ， 这 里 和 暂时 不 作 讨 论 . 


(11.72) 


第 二 部 分 “数学 物理 方程 


第 十 二 章 ”数学 物理 方程 和 定 解 条 件 


数学 物理 方程 ， 通常 指 从 物理 学 及 其 他 各 门 日 然 科 学 、 技 术 
科学 中 所 产生 的 偏 微分 方程 , 有 时 也 包括 与 此 有 关 的 积分 方程 、 微 
分 积分 方程 和 常 微分 方程 例如， 

。 带 电势 和 引力 势 满足 的 Laplace 方程 或 Poisson 方程 

。 波 的 传播 所 满足 的 波动 方程 

。 热传导 问题 和 扩散 问题 中 的 热传导 方程 

e。 连续 介质 力学 中 的 Navier-Stockes 方程 组 和 Euler 方程 组 

。 描 写 电磁 场 运动 变化 的 Maxwell 方程 组 

。 作 为 微观 物质 运动 基本 规律 的 Schrdinger 方 程 和 Dirac 方程 

e 弹性 力学 中 的 Saint-Venant 方程 组 
等 等 、 这 些 方程 (A) 多 是 二 阶 线 性 偏 微分 方程 组) ， 所以， 在 本 
课程 中 ， 将 集中 讨论 几 种 典型 的 二 阶 线性 偏 微分 方程 . 

对 于 数学 物理 方程 ， 需 要 讨论 各 种 典型 问题 的 解 ， 通 过 和 实 
验 或 观测 结果 比较 , 来 检验 相关 的 物理 理论 ， 从 而 加 深入 们 对 于 有 
关 日 然 规律 的 认识 ， 甚 至 预言 新 的 现象 . 在 工程 设计 中 ， 它 也 能 提 
供 必 要 的 数据 ， 使 得 工程 建设 有 更 加 坚实 可 靠 的 基础 . 在 本 谍 程 
中 , 将 主要 介绍 分 离 变 其 法 和 积分 解法 , 以 及 在 求解 过程 中 常用 到 
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HI FPR ERR. 此 外 ,还 将 简单 介绍 一 种 在 理论 上 和 实用 上 部 十 分 重 
要 的 方法 ， 即 变 分 法 . 

作为 本 书 的 “数学 物理 方程 ”部 分 的 开始 ， 在 这 一 章 里 ， 我 们 
和 完 从 一 些 物理 问题 中 导出 一 些 典 型 的 二 阶 线 性 偏 微 分 方程 .以 后 
再 讨论 这 些 方程 的 一 般 性 质 及 解法 . 


12.1 弦 的 横 振动 方程 


有 一 个 完全 柔软 的 均匀 芒 , 沿 水 平 直 线 绷 紧 , 而 后 以 某 种 方法 
激发 ， 使 弦 在 同一 个 平面 上 作 小 振动 . 列 出 弦 的 横 振 动 方程 ， 

Brak WY Be hh FA 
xh, 旦 令 一 个 端点 的 坐 
标 为 zx= 0 ， 另 一 个 闪 点 
为 与 x = !( 如 图 12.1 所 
7R) ， 设 ule. t) 是 坐标 为 
x 的 弦 圭 一 点 在 t 时 刻 
的 (横向 ) 位 移 ， 像 在 力 


学 问题 中 常用 的 堵 样 , 在 
GK | Bas tS OY dr 的 一 
Kizi ARRA) 小 段 . 这 一 段 弦 长 足 如 此 
tan ĝj = (25) . tan ĝ = (=) 之 小 ， 以 至 于 可 以 把 它 看 
se IY ae COLT apdr 
成 趾 质点 ， 
这 一 小 段 强 在 两 个 端点 + 及 z+dz 处 受到 张力 的 作用 . 因此 有 
2 
(TsinO)r+ar — (T'sin@);, = dm oat (12.1) 
(T cos 0)r+ar — (Tcos@);, = 0. (12.2) 


这 里 用 到 了 弦 足 完全 柔软 的 这 个 条 件 . 因为 弦 足 完全 采 软 的 ， 故 只 
受到 切 向 应 力 一 一 张力 T 的 作用 ， 而 没有 法 向 应 力 . 同时 ， 这 里 
还 略 去 了 重力 的 作用 . 

在 小 振动 的 条 件 下 ， z+ dz 了 rz 两 点 间 任 一 时 刻 横向 位 移 之 
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# u(r +dzr,t)— u(x,t), 5 dr 相 比 是 一 个 小 量 ， 即 |Ou/dr| «1. 
因此 


sin@ ~ tang = 2u (MATHERS), 
cosg = 1 (METZEN). 
这 样 ， 根 据 方程 (12.1) ， 就 有 
(T)z+az ~-(T)z =0 BY (7T)s+az = (T)z, (12.3) 


表示 弦 中 各 点 的 张力 相等 ， 于 是 ， 
was 5s =T |(32)_. (E) Eren 


Oru Aru 


其 中 p 是 弦 的 线 密 度 (单位 长 度 的 质 基 ) ， 定义 
a= E (12.5) 
p 


Ou oe 
Bt2 sr? 
以 后 将 会 看 到 ， a 就 是 弦 的 振动 传播 速度 . 
在 小 振动 的 条 件 下 ， 还 可 以 证 明 张 力 了 与 t 无关， 这 是 因为 
这 一 段 弦 的 伸 长 
ds — dz = y du? + dr? — dz 
ðu Ou\? 
-| 的 e (G) 
所 以 ， 在 准确 到 0w/6z 的 一 级 项 ( 即 小 振动 近似 ) 的 条 件 下 ， 弦 的 
总 长 度 不 随时 间 变 化 . 因此 ， 按 照 Hooke 定律 ， 可 以 知道 ，T 也 不 


随时 间 变 化 前面 又 已 经 证 明 过 ， 了 也 不 随 z 变化 ， 所 以 了 是 一 
个 常数 . 


Bp 


则 方程 可 以 写成 


= 0. (12.6) 
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MASTER] (即位 移 * 的 正 向 ) 上 还 受到 外 力 的 作用 ， 设 单 
位 长 度 所 受 的 外 力 为 上， 则 仿照 前 面 的 推导 ， 有 
Oru Ou 


= T~—dr+ fdr. 


d Da 
E ðr? 


因此 ， 
Fora rar 5 (12.7) 


其 中 的 非 齐 次 项 f/p 是 单位 质量 所 受 的 外 力 . 


12.2 ” 杆 的 纵 振动 方程 


对 于 弹性 杆 的 纵 振动 方程 ， 可 以 类 似 地 处 理 . 
考虑 一 均匀 细 杆 ， 沿 杆 长 方向 作 小 振动 . 假设 在 垂直 杆 长 方 
向 的 任 一 截面 上 各 点 的 振动 情况 (即位 移 ) 完全 相同 . 
如 图 12.2 所 示 ， 取 杆 长 方向 为 轴 方 向 ， 垂 直 于 杆 长 方向 的 
各 截面 均 用 它 的 平衡 位 曙 > 标 
ee 出 pts+az.ys ， 记 .在 任 一 时 刻 +, 此 截面 相对 于 
| |! 平衡 位 置 的 位 移 为 u(z,t) . 在 杆 


中 隔离 出 一 小 段 (e, z + dz) ， 通 
(a) 过 截面 > ,这 一 小 段 杆 受 到 弹性 
Ta Tt Pens 的 作用 (P(et) 9 
rt tetas | 位 面积 所 受 的 弹性 力 , 即 应 力 ， 
TE NE). aL 
(b) r+ dr 受到 弹性 力 Ptz + dr, t)S 


图 12.2 HAARD 应力 与 应 变 


ĝu 


的 作用 . 因此 ， 对 于 这 一 小 段 应 
用 Newton 第 二 定律 ， 就 得 到 


dma = [P(x + dr, t) = P(z,t)] S. 
若 杆 的 密度 为 p， 则 dm = pdr:5， 
u OP 
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如 果 略 去 瑟 直 杆 长 方向 的 形变 ， 根据 Hooke EH, WAP 与 
应 变 Du/Orzr WIE tE, 
P= Ee, (12.9) 


比例 系数 E 称 为 杆 的 Young 模 其 ， 它 是 一 个 物质 常数 ， 这样， 就 
得 到 了 杆 的 纵 振动 方程 


一 4 二 一 一 0， (12.10) 


JE 
=,/—. 12. 
a F (12.11) 


这 里 ， 我 们 看 到 ， 杆 的 纵 振动 与 弦 的 横 振动 机 理 并 不 完全 相 
同 , 但 它们 满足 的 偏 微分 方程 的 形式 却 完全 一 样 . 这 一 类 方程 可 以 
统称 为 波动 方程 更 一 般 地 ， 在 三 维 空间 中 的 波动 方程 足 


其 中 


OR 一 a Vi 一 0, (12.12) 
a > Ë Ë 0 
vV = Ge? o Oe? (12.13) 
PKA Laplace 算 符 ， 
V=V-V Bf Viw =Y.(Vu). (12.14) 


12.3 热传导 方程 


推导 热传导 方程 所 用 的 数学 方法 和 上 面 的 完全 相同 ， 不 同 之 
处 在 于 具体 的 物理 规律 不 同 ， 这 里 用 到 的 是 热学 方面 的 两 个 基本 
规律 ， 即 能 其 守 恒定 律 和 热传导 的 Fourier 定律 . 前 者 大 家 都 很 部 
悉 ， 这 里 再 扼要 介绍 一 下 后 者 . | 

设 有 一 块 连续 介质 ， 取 定 一 定 坐 标 系 ， 并 用 u(z,y,z,t) 表示 介 
质 内 空间 坐标 为 (z,y,z) 的 一 点 在 t 时 刻 的 温度 ， 若 沿 z 方向 有 一 
定 的 温度 差 ， 真 接 的 生活 经 验 告 诉 我 们 ， 在 > 方向 也 就 一 定 有 热 


257 


基 的 传递 . 从 宏观 上 看 ， 实 验 表 明 ， 单 位 时 间 内 通过 垂直 z 方向 的 
单位 面积 的 热 基 4 与 温度 的 空间 变化 律 成 正比 ， 即 


q= ke, (12.15) 


q 称 为 热流 密度 ，k 称 为 导热 率 ， 与 介质 的 质料 有 关 ， 而 且 ， 严 
格 说 来 ， 与 温度 也 有 关系 . 但 如 果 温 度 的 变化 范围 不 大 ， 则 可 以 
将 上 看 成 与 4 无关， 上面 公 式 中 的 负 号 表示 热流 的 方向 和 温度 变 
化 的 方向 正好 相反 ， 即 热 基 由 高 温 流向 低温 . 

如 果 要 研究 三 维 各 向 同性 介质 中 的 热传导 ， 在 介质 中 三 个 方 
向 上 都 存在 温度 差 ， 则 有 


Ou Ou Ou 
qr = hae dy = 05 q: = -kaz (12.16) 
或 
1210) 


即 热流 密度 矢 基 q 与 温度 梯度 Vu 成 正比 . 

现在 我 们 就 根据 Fourier 定律 和 能 其 守恒 定律 来 推导 均匀 各 向 
同性 介质 中 的 热传导 方程 . 

设想 在 介质 内 部 隔离 出 一 个 平行 六 面体 ( 见 图 12.3) ， 六 个 面 
都 和 坐标 面 重合 ， 先 看 At 时 间 内 沿 z 方向 流入 六 面体 的 热 莽 ， 


[~ (qz), + (qz)。ar]AyAzAt = eZ) = (2) ] syazat 
=k? AzayAzAt 
同 理 ， 在 At 时 间 内 沿 y 方向 流入 六 面体 的 热 基 为 
[—(qy), + (au) 4a] ArAzAt = KET Ar AyAzAt, 
在 At 时 间 内 沿 : 方向 流入 六 面体 的 热 基 为 


2 
[— (az). + (9:)e4a,] AvAyAt = kÊ ArAyAzAt 


如 果 六 面体 内 没有 其 他 热 其 来源 或 消耗 ， 则 根据 能 其 守恒 定律 ， 净 
流入 的 热 鞭 应 该 等 于 介质 在 此 时 间 内 温度 升 高 所 需要 的 热 其 ， 
(器 Ou du 
k 


he E ea At = pArAyAz+c- Au. 
a? + dy +Z) Azavazat pArdyAz-c- Au 


所 以 ao A 
u 2 
其 中 p 是 介质 的 密度 ，<。 是 
比热容 .或 者 令 
k 

则 有 

Ou 

rkViu=0,| (12.19) 


其 中 RAP RR, OE 
= 图 12.3 ”热传导 方程 
如 果 在 介质 内 有 热 其 产 
生 (例如 ， 有 化 学 反应 发 生 ， Ce 
或 通 有 电流 ， 等 等 ) ， 单 位 时 间 内 在 单位 体积 介质 中 产生 的 热量 为 
F(z,y,z,t), WMA 
kV? uArAyAzAt + F(a, y,z,t)ArdyAzAt = pArAydAz-c- Au, 


2u -KV’u = = Flew, Zt) = f(z t): (12.20) 

如 果 介质 不 均匀 ， 则 导热 率 与 坐标 (z,y,z) 有 关 . 这 时 ， 热 
传导 方程 就 应 该 变 为 

pose —V-(kVu) = F(z, y, 2, t). (12.21) 


我 们 还 可 以 把 热传导 方程 改写 成 另 一 种 形式 . 令 ;= pcu， 称 
为 热流 (强度 ) ， 则 上 式 可 以 写成 


ðj 


a V- q= F(x,y, z, t). (12.22) 
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这 个 方程 常 称 为 连续 性 方程 . 
最 后 ， 如 有 果 讨 论 的 是 各 向 异性 介质 ， 则 Fourier 定律 应 改写 成 


q=-K-Vu. (12.23) 
这 里 的 KK 是 一 个 3x3 RE, CM Vu 按 和 矩阵 乘法 的 规则 相 乘 . 相 


应 地 ， 热 传导 方程 变 为 
Ou 


pea i (K - Vu) = F(z, y,z,t). (12.24) 


从 分 子 运 动 的 角度 看 ， 温 度 的 高 低 是 分 子 热 运 动 激烈 程度 的 
反映 . 分 子 热 运动 的 不 平衡 , 通过 碰撞 交换 能 基 ， 在 宏观 上 就 表现 
为 热 基 的 传递 . 可 以 设想 ， 如 果 介 质 内 存在 别 种 不 均匀 状况 ,例如 
物质 浓度 的 不 均匀 ,通过 分 子 的 运动 也 会 发 生物 质 的 交换 ， 这 在 宏 
观 上 就 表现 为 分 子 的 扩散 . 这 种 在 微观 机 理 上 的 相似 性 ， 就 决定 了 
扩散 方程 和 热传导 方程 有 相同 的 形式 ， 

Ou 

ôt 
其 中 的 ult, yY, z, t) 代表 分 子 浓度 ， D BP BCE, f(z, y, z, t) 则 是 单 
位 时 间 内 在 单位 体积 中 该 种 分 子 的 产 率 . 


- DV?u = f(x,y, 2,8), (12.25) 


12.4 稳定 问题 


在 一 定 条 件 下 ,物体 的 温度 达到 稳定 、 即 不 随时 间 变 化 时 ， 则 
温度 分 布 满足 Poisson 方程 


K 


特别 是 ， 如 果 f =0， 则 有 Laplace 方程 ， 
V7u= 0. (12.27) 
这 两 种 方程 描写 的 是 达到 稳 恒 的 物理 状态 . 


同样 ， 如 果 波 动 方程 中 u 也 不 随时 间 变 化 ， 例 如 静电 场 的 电 
势 w(z,y,z) thi Poisson 方程 
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Vu = -£ (12.28) 
9 


其 中 p 是 电荷 密度 ， so 称 为 真空 电容 率 (真空 介 电 常数 ) . 如 果 电 
MER p = 0 ， 则 静电 场 的 电势 满足 Laplace 方程 


V”au(z,yz) = 0. 


如 果 波 动 方程 
Ou -av =0 
ðt? = 
H, u(z,y,z,t) 随时 间 周 期 地 变化 ， 频 率 为 w ， 
u(r, y, z, t) = v(z,y,z)e “*, (12.29) 
Wil vlz, y,z) 满足 Helmholtz 方程 
V’ v(x, y, z) + kulz, y, z) = 90, (12.30) 


其 中 上 = w/a 称 为 波 数 . 

以 上 介绍 了 几 种 基本 的 偏 微分 方程 . 从 物理 上 看 ， 有 上 反映 波 
动 过 程 的 波动 方程 ， 有 反 喘 扩散 过 程 的 热传导 方程 , 也 有 上 友 映 稳 恒 
状态 的 Poisson 方程 和 Laplace 方程 . 从 数学 上 看 ,这 也 正好 相应 地 
分 为 三 类 : ”波动 方程 ， 在 数学 上 属于 双 曲 型 方程 ; 热传导 方程 ， 
属于 抛物 型 方程 ; 而 Poisson 方程 和 Laplace 方程 , 则 属于 椭 贺 型 方 
程 . 这 三 类 方程 的 求解 问题 ， 将 是 本 课程 的 中 心 任 务 . 

最 后 ， 还 需要 指出 , 对 于 一 个 实际 问题 来 说 , 确定 最 方便 于 描 
写 该 问题 的 物理 其 ， 建 立 起 它 所 满足 的 微分 方程 ， 最 根本 的 是 要 
对 该 物理 问题 进行 深入 的 分 析 , 抓 住 它 的 主要 因素 ,作出 合理 的 近 
似 . 应 该 说 ， 这 并 不 纯粹 是 一 个 数学 推导 的 何 题 ， 因 此 ， 在 这 个 意 
义 上 说 , 本 课程 只 能 就 方程 的 推导 举 出 几 个 经 典 性 的 例子 ， 只 能 起 
到 一 个 示范 和 引导 的 作用 .实际 上 ， 以 后 的 各 门 理论 物理 课程 ， 也 
都 要 分 别 建 立 和 求解 各 自 的 偏 微分 方程 或 方程 组 . 


12.5 ”边界 条 件 与 初始 条 件 
上 面 几 节 建立 的 偏 微分 方程 ,并 不 能 唯一 地 、 确定 地 描写 某 一 


261 


个 具体 的 物理 过 程 ， 正 如 只 根据 Newton 第 二 定律 列 出 的 动力 学 方 
程 并 不 能 唯一 地 确定 质点 的 运动 一 样 . 要 完全 确定 一 个 质点 的 运 
动 , 除了 微分 方程 之 外 ， 还 必须 有 初始 条 件 . 否则 二 阶 常 微分 方程 
的 通 解 中 含有 两 个 任意 常数 ， 因 而 解 不 是 唯一 确定 的 . 
对 于 偏 微分 方程 来 说 ， 情 况 还 要 更 复杂 一 些 ， 如 果 我 们 能 求 
得 二 阶 偏 微分 方程 的 通 解 的 话 , 它 应 含有 两 个 任意 函数 . 这 是 容易 
理解 的 . 例如 ， 偏 微分 方程 
Due(z,y) 


Ox? =N 


u(x, y) = cily) + zc2(Yy), 

其 中 ci(y) 和 coly) 是 y 的 任意 函数 . 

仅 有 方程 ， 而 解 并 不 唯一 . 从 物理 上 来 看 ， 也 是 目 然 的 ， 因 为 
在 推导 方程 时 ， 只 考虑 了 介质 的 内 部 ， 并 没有 考虑 介质 通过 表面 
和 外 界 的 相互 作用 . 因此 ， 严 格 说 来 ， 方 程 只 适用 于 介质 内 部 . 而 
且 ， 如 果 问 题 与 时 间 有 关 的 话 ,， 在 推导 方程 时 也 并 没有 考虑 介质 的 
历史 状况 . 如 果 我 们 适当 选取 计时 的 零点 ， 那 么 ， 就 可 以 说 ， 方 程 
也 只 适用 于 上 > 0 的 任 一 时 刻 ， 只 有 方程 ， 还 不 足以 唯一 地 决定 介 
质 中 发 生 的 具体 物理 过 程 . 为 了 完全 描写 一 个 具有 确定 解 的 物理 
问题 ， 在 数学 上 就 是 要 构成 一 个 定 解 问题 ， 这 除了 微分 方程 之 外 ， 
还 必须 有 边界 条 件 和 初始 条 件 . 

先 讨论 初始 条 件 . 初始 条 件 应 该 完全 描写 初始 时 刻 (t = 0 BY) 
介质 内 部 及 边界 上 任意 一 点 的 状况 . 对 于 波动 方程 来 说 , 就 是 应 该 
给 出 初始 时 刻 的 位 移 和 速度 (如 果 是 力学 问题 的 话 ) ， 


Ou 
ul. = o(z,y, z), Ot 


=w(z,y,z), (zz) ETY.| (12.31) 


L 


对 于 热传导 方程 ， 由 于 方程 中 只 出 现 未 知 函 数 wz, yz 为 对 上 的 一 
阶 偏 微 商 ， 所 以 只 需 给 出 初始 时 刻 的 温度 


u| o= pT,Yy,2),  (z,y,2) EV. (12.32) 
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边界 条 件 的 形式 比较 多 样 化 ， 要 由 具体 问题 中 描述 的 具体 状 
况 决定 . 总 的 原则 是 : 边界 条 件 应 该 完全 描写 边界 上 各 点 在 任 一 
时 刻 (¢ > 0) 的 状况 . 首先 以 弦 的 横 振 动 为 例 ， 如 果 弦 的 “两 端 固 
定 ”， 那 么 边界 条 件 就 是 


; (12.33) 
对 于 杆 的 纵 振动 ， 则 z =0 端的 边界 条 件 仍 是 
ul ,=0. (12.34) 


BAM (r=) Zar DAEK, SMA LDA F(t) 
(RA 12.4) ， 那 么 这 一 端的 边界 条 件 
g=l—~e z=! 


并 不 能 直接 看 出 我们 应 当 模 仿 推导 

方程 的 办 法 ， 在 端点 z = ! 处 截取 一 = 一， 
小 块 介质 ， 长 度 为 <. 根据 Newton 第 -一 

二 定律 可 知 ， 这 一 小 段 介质 所 受 的 合 i 

力 (外 力 加 内 应 力 ) ， 应 该 等 于 介质 的 图 124 ARZA 


与 应 力 平衡 

质 基 乘 以 介质 中 某 一 点 的 加 速度 ， 
2 
5 = F(t)S — P(l—«,t)S, 


zal—-ae 


peS 


其 中 0<a<1. e370, 并 代入 (129) È, WE 


Ou 1 
An =; = ZF te). (12.35) 
如 果 外 力 为 0， 即 xz =1 端 是 自由 的 ， 则 
auj =o. (12.36) 


如 果 外 力 F(t) REPRE EAM, mE EY 
弹性 力 ， 则 
F(t)= —k[u(l,t) — uo] ; 
k 是 弹 得 的 劲 度 系数 ， 于 是 ， 
Fae = Ew (12.37) 
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对 于 热传导 问题 ， 常 见 的 边界 条 件 有 下 列 几 种 类 型 : 
第 一 种 类 型 是 边界 上 各 点 的 温度 已 知 ， 


ul. = (5, t). (12.38) 


这 里 我 们 用 S 表示 边界 上 的 变 点 ， 同 时 也 表示 这 些 点 的 坐标 ， 
第 二 种 类 型 是 单位 时 间 内 、 通 过 单 


位 面积 的 边界 面 流入 的 热 基 已 知 ， 这 时 
我 们 可 在 边界 内 侧 截取 一 小 薄 层 介质 ， 
YA 它 的 一 个 底 在 介质 的 表面 ， 另 一 个 底 在 


介质 内 部 . 柱 体 的 两 底面 积 相等 ， 厚 度 
图 12.5 。 边界 击 处 的 热流 连续 “ 趋 于 OOR 12.5). RERE RSE EE] 

知 ， 介 质 从 两 个 底面 及 侧面 流入 的 热 址 
ZA, 应 该 等 于 这 一 块 介质 温度 升 高 所 需要 的 热 基 , 但 是 ， 当 介质 
的 厚度 趋 于 0 时 ， 通 过 侧面 流入 的 热 基 应 该 趋 于 0( 因 为 侧面 积 趋 
于 0) ， 介 质 的 热 容 基 趋 于 0( 因 为 介质 的 质 基 趋 于 0) ， 因 此 ， 通 过 
介质 表面 流入 的 热 其 ， 应 当 全 部 通过 薄 层 的 男 一 底面 流 问 介质 内 
部 ， 于 是 ， 可 以 写 出 边界 条 件 


sl = (5, t), (12.39) 
其 中 元 SEN, 它 是 梯度 矢量 在 外 法 线 方向 上 的 投影 ， 
=m:Y A oe on. (Vu). 


如 果 边 界 绝 热 ， 则 y= 


0 ， 
Onis 


第 三 种 类 型 则 是 介质 通过 边界 按 Newton 冷却 定律 散热 : 单 
位 时 间 通 过 单位 面积 表面 和 外 界 交 换 的 热 基 和 介质 表面 温度 wz 
与 外 界 温度 wo 之 差 成 正比 . 设 比例 系数 为 玉 ， 则 边界 条 件 就 是 
i (12.41) 


或 者 写成 
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FE + hul = huo. 
ðn 5 


在 上 面 的 讨论 中 出 现 的 边界 条 件 有 一 个 共同 的 特点 : 就 未 知 
函数 而 言 ， 它 们 都 是 线性 的 . 再 进一步 细 分 ， 还 可 以 分 为 三 类 : 
第 一 类 边界 条 件 : 给 出 边界 上 各 点 的 函数 值 ; 

二 类 边界 条 件 : 给 出 边界 上 各 点 函数 的 法 向 徽 商 值 ; 
第 三 类 边界 条 件 : 给 出 边界 上 各 点 的 函数 值 与 法 向 微 商 值 之 
间 的 线性 关系 . 

当然 ,就 实际 问题 而 言 ,在 整个 边界 面 上 , 各 点 的 边界 条 件 并 
不 一 定 能 有 统一 的 表达 式 , 也 不 见得 同属 于 一 种 类 型 . 其 实 上 面 讨 
论 的 弹性 杆 的 边界 条 件 ， 就 是 如 此 . 

以 上 讨论 的 都 是 有 界 空间 , 都 存在 确定 的 几何 边界 . 如 采 要 讨 
论 无 界 空间 的 问题 ， 这 时 的 边界 条 件 当然 就 应 当 给 出 未 知 函数 在 
无 穷 远 处 的 极限 行为 ， 例 如 函数 乃至 它 的 导数 在 无 穷 远 处 有 界 . 

在 有 界 空间 的 问题 中 ， 有 时 也 要 出 现 有 界 条 件 . 例如 ， 当 我 们 
采用 极 坐 标 系 、 柱 坐标 系 或 球 坐标 系 时 , WARI 9u/67 在 坐标 原点 
失去 意义 . 因而 需要 针对 具体 情况 , 在 坐标 原点 补充 上 有 界 条 件 或 
其 他 条 件 . 以 后 在 有 关 章 节 中 再 作 讨 论 . 


a 水 


3 


12.6 ”内 部 界面 上 的 连接 条 件 


在 上 一 节 说 到 , 微分 方程 只 在 空间 区 域 的 内 部 成 立 . 这 也 还 是 
有 条 件 的 . 如 果 在 区 域 的 内 部 ， 出 现 结构 上 的 跃 变 ， 那么 ,在 这 些 
KEA ( 线 、 面 ) 上 , 微分 方程 也 不 能 成 立 ， 在 这 些 点 ( 线 、 面 ) 上 ， 
还 要 补充 上 相应 的 条 件 ， 通 常 称 为 连接 条 件 . 

最 简单 的 例子 是 由 两 种 或 更 多 种 质料 组 成 的 介质 ， 例 如 由 两 
种 不 同 材料 的 弹性 细 绳 连接 而 成 的 弦 . 从 波动 方程 的 推导 过 程 可 
以 看 出 ， 由 于 质料 不 同 ,两 段 弦 上 的 振动 传播 速度 不 同 , 微分 方程 
当然 也 就 不 同 : 
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: a? 1(z,t 8? 1(2,t 
对 于 第 一 段 弦 eee 一 a ae = 0; (12.42a) 


对 于 第 二 段 弦 Tuig m a = 0. (12.42b) 
MA, 在 连接 点 根本 无 法 写 出 微分 方程 ， 而 应 该 代 之 以 连接 条 件 . 
连接 条 件 当然 与 连接 的 方式 和 状况 有 关 . 作为 最 理想 的 近似 ， 如 果 
这 种 连接 (UK) 只 严格 地 发 生 于 一 点 ， 而 且 连 接 得 非常 牢固 光 
滑 ， 那 么 ， 在 连接 点 ( 设 坐标 为 ro) 的 连接 条 件 就 是 
(即位 移 相 等 )， (12.43a) 


( 即 张 力 相 等 )， (12.43b) 


z=79+0 


分 别 表 示范 数 ulz, t) TE x = zo 


1 (x,t). = u2(z, t)| 


=ro-90 r=ro+0 
ðu: (x,t) 
Or r=rg—0 Or 


REH ult) ao Mulet), 
点 的 左 、 右 极限 ， 


ulz, t)| 


EA Ou2(z, t) 


=ro+0 


= hm ulzote,t). 
r=ro+0 < 全 十 0 ( 0 1 ) 


即使 是 一 种 材料 构成 的 介质 ， 也 可 能 出 现 连 接 条 件 ， 仍 以 弦 
的 横 振 动 为 例 ， 如 果 在 均匀 弦 的 某 一 点 上 受到 有 限 大 小 的 力 〈(“ 集 
中 外 力 ”)f(t) 的 作用 ， 方 向 沿 * 轴 的 负 回 ， 那 么 ， 在 这 一 点 ( 仍 记 
为 > = zo) 方程 也 不 成 立 ， 也 应 该 代 之 以 连接 条 件 


u(z,t)| oo 车 u(z,t)| yo (12.44a) 
Ou(z, t) Ou(z, t) 

T Or = f(t), 12.44b 
| Or lr=zoto0 Oz al f(t) ( ) 


它们 分 别 表示 位 移 相 等 和 张力 与 外 力 平 衡 . 

更 进一步 ， 如 果 这 个 集中 外 力 是 由 一 个 重 物 M 提供 的 ， 而 
A, 这 个 重 物 和 弦 同 步 地 发 生 运动 , 重 物 和 弦 之 闻 没 有 相对 位 移 ， 
这 时 ， 连 接 条 件 又 应 该 变 为 


u(z, | er = u(z,t)| 40 (12:45) 
Ou(z,t) Ou(zr,t) _ 3’ u 
£ | ðr r=ro+0 Ox r=2r9g~-90 E mg hi Ot? z=70 
(12.45b) 
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XB, Pu 在 z= zo 点 的 值 并 未 注 明 是 左 极限 还 是 右 极 限 ， 这 
EAA, PA, uat 在 z= zo 点 应 该 是 连续 的 . 
在 静电 场 的 问题 中 , 更 常见 到 连接 条 件 . 例如 , 在 两 种 电介质 
的 界面 5 上， 电势 连续 (或 场 强 的 切 癌 分 其 连续 ) 和 电位 移 矢 其 的 
法 向 分 其 连续， 
Ou; Ou2 


wil, = u|, el an 2 Br i : (12.46) 


这 里 的 wi 和 w 分别 表示 电介质 1 和 电介质 2 PR, e 和 e 
分 别 是 这 两 种 电介质 的 电容 率 . 关于 这 两 个 条 件 的 推导 ， 见 电磁 学 
或 电动 力学 教材 ， 这 里 从 略 . 


= € 
gt 


12.7 定 解 问题 的 适 定性 


通过 以 上 几 节 的 讨论 , 我 们 看 到 ,在 处 理 某 些 实际 的 物理 问题 
时 ， 可 能 会 归结 为 在 一 定 定 解 条 件 (边界 条 件 和 初始 条 件 ) 下 求解 
一 定 的 偏 微分 方程 . 偏 微分 方程 加 上 相应 的 定 解 条 件 就 构成 一 个 
定 解 问题 . 很 自然 地 ， 我 们 要 问 : 在 什么 条 件 下 ， 定 解 问题 的 解 是 
存在 的 ， 唯 一 的 ， 并 且 是 稳定 的 ? 

所 谓 解 的 存在 性 ， 就 是 说 ， 定 解 问题 有 解 . 

显然 ， 如 果 定 解 条 件 过 多 ， 互 相 矛 盾 ， 则 定 解 问题 无 解 ， 例 
如 ， 如 果 一 方面 要 求 弦 的 两 端 固定 ， 另 一 方面 又 要 求 它 的 端点 受到 
确定 的 外 力作 用 .这 两 个 要 求 就 是 互相 矛盾 的 . 

所 谓 解 的 唯一 性 ， 就 是 说 ， 定 解 问 题 的 解 是 唯一 的 : 

显然 ， 如 果 定 解 条 件 不 足 ， 定 解 问题 的 解 就 不 是 唯一 的 . 

所 以 ， 要 求 定 解 问 题 的 解 存在 并 且 唯 一 ， 就 是 要 求 定 解 问题 
抽象 得 “合理 ?>， 定 解 条 件 要 不 多 不 少 ， 恰 到 好 处 . 

所 谓 解 的 稳定 性 ， 就 是 说 ， 如 果 定 解 问题 中 的 已 知 条 件 (例如 
方程 或 定 解 条 件 中 的 已 知 函 数 ) 有 微小 改变 时 ， 相 应 地 ， 解 是 否 也 
只 有 微小 的 改变 . 

从 上 面 的 方程 推导 及 定 解 条 件 的 讨论 ， 可 以 看 出 ， 在 构造 定 
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解 问题 时 ， 不 可 避免 地 总 要 作 简 化 和 近似 , 显然 ,只 有 在 稳定 性 所 
许可 的 限度 内 所 作 的 简化 和 近似 才 是 有 意义 的 . 

所 谓 定 解 问题 解 的 存在 性 、 唯一 性 和 稳定 性 , 统称 适 定 性 . 我 
们 不 从 数学 上 、 而 是 从 物理 上 回答 这 个 问题 : 只 要 我 们 对 实际 物理 
问题 的 抽象 是 合理 的 , 初始 条 件 的 确 是 完全 地 、 确定 地 描写 了 初始 
时 刻 (通常 取 为 1= 0) 体系 内 部 以 及 边界 面 土 任意 一 点 的 状况 ， 边 
界 条 件 的确 是 完全 而 且 确 定 地 描写 了 边界 面 上 任意 一 点 在 t>0 的 
状况 ， 那 么 ,这样 构 成 的 定 解 问题 就 一 定 足 适 定 的 ， 也 就 趾 说 ， 解 
一 定 是 存在 的 、 唯一 的 ， 并 且 是 稳定 的 . 

与 此 相关 的 问题 是 ， 按 照 上 上面 对 于 初始 条 件 和 边界 条 件 的 要 
求 ， 在 这 些 条 件 中 出 现 的 已 知 函 数 必 须 满足 一 定 的 连续 性 要 求 . 这 
里 不 妨 以 热传导 问题 为 例 . 如果 边界 条 件 足 


u(z,y,2,t)|,. = f(D,t), (12.47) 
而 初始 条 件 是 
u(x, Yy, | ee = (x,y,z), (12.48) 
那么 ， 就 应 当 有 
KE Olaa = (2,9, 2)| ,- (12.49) 


有 些 定 解 问题 不 一 定 满足 这 个 要 求 . 可 以 设想 , 把 初始 温度 分 布 为 
olx y, z) 的 一 块 介质 放 到 一 个 恒温 环境 (例如 温度 恒 为 uo) 中 ， 从 
而 使 介质 表面 的 温度 也 迅速 达到 恒温 wo。， 如 果 要 求 的 精度 许可 ， 
介质 表面 冷却 或 升温 过 程 的 影响 可 以 忽略 ,那么 , 就 可 以 简单 地 将 
边界 条 件 写成 

u(x, yY, z Oks = uo. (12.50) 
这 样 做 的 结果 ， 尽管 和 精确 的 边界 条 件 还 有 差别 ， 但 只 要 这 种 差别 
足够 小 ， 那 么 ,， 解 的 稳定 性 就 告诉 我 们 ， 由 此 引起 的 解 的 差异 也 外 
足够 小 的 ， 当然 ， 如 果 我 们 就 是 要 研究 这 种 冷却 或 升温 过 程 的 昆 
啊 ， 这 种 近似 就 是 不 可 取 的 ， 
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第 十 三 章 ”线性 偏 微分 方程 的 通 解 
13.1 ”线性 偏 微分 方程 解 的 又 加 性 


在 上 一 章 中 , 我 们 已 经 导出 了 几 种 典型 的 二 阶 偏 微分 方程 . 它 
们 都 是 线性 偏 微分 方程 , 也 就 是 说 , 在 方程 中 只 出 现 对 于 未 知 函数 
的 线性 运算 ， 为 了 下 面 的 叙述 简洁 起 见 ， 不 妨 引 进 线性 算 符 工 ， 
而 把 这 些 线性 偏 微分 方程 统一 写成 

Llu) = f (13.1) 

的 形式 , HF u ERUR, f 是 已 知 函 数 , 称 为 方程 的 非 齐 次 项 . 
具有 非 齐 次 项 的 偏 微分 方程 称 为 非 齐 次 偏 微分 方程 . 如 果 f = 0， 
方程 就 是 齐 次 的 . 和 上 一 章 中 得 到 的 各 个 偏 微分 方程 作 比 较 , 就 可 
以 看 出 线性 算 符 工 的 具体 形式 .下 面 的 简 表 中 给 出 了 几 个 典型 的 
例子 . 而 且 ， 以 后 讨论 的 定 解 条 件 ， 也 都 是 线性 的 . 因此 ， 也 可 以 
把 定 解 条 件 写成 类 似 的 算 符 形式 ( 见 表 13.1) . 


表 13.1 
波动 力 程 3* vay rs% -av 
Ot? 7 942 
r Gu 一 = 9 oo 
热传导 方程 KV2u = f LS KV? 
Poisson 方程 V-u=f L= V? 


EN MRAZ u 使 方程 Llu] = f ERL, M u 是 方程 
Lju) = f 的 解 . 

下 面 不 加 证 明 地 列 出 线性 方程 的 几 个 基本 性 质 ， 它 们 的 证 明 
都 很 简单 ， 读 者 可 以 日 己 补 证 . 
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性 质 13.1 Æ u 和 ?zw 都 是 齐 次 方程 Llu] = 0 的 解 ， 
了 fu] = 0, L{u2] = 0, 
则 它们 的 线性 组 合 ciui + cous 也 是 齐 次 方程 的 解 ， 
Liciu: + cove} = 0, (13.2) 
其 中 ci 和 co 是 任意 常数 . 
性 质 13.2 Gu 和 wz 都 是 非 齐 次 方程 ZW = f 的 解 ， 
Lluj=f, Lue] = 
则 它们 的 差 w — u: 一 定 是 相应 的 齐 次 方程 的 解 ， 
| Llu — u2} = 0. (13.3) 
换言之 ， 非 齐 次 方程 的 一 个 特 解 加 上 相应 齐 次 方程 的 解 仍 是 非 齐 
次 方程 的 解 . 
性 质 13.3 Æ u Al ue 分 别 满足 非 齐 次 方程 
， Liwij=fi, Lue} = 
则 它们 的 线性 组 合 cou + cou 满足 非 齐 次 方程 
Lleiu; + czuz] = cı fi +c2 fs. (13.4) 
本 节 和 以 后 几 节 均 以 两 个 自 变 其 的 线性 偏 微分 方程 为 例 ， 讨 
论 方程 的 特 解 和 通 解 . 这 类 线性 偏 微分 方程 的 普遍 形式 可 以 写 为 


Ou Ou o” u 
Aog Aia By +. AEA gyr 
D u ðu ðu 7 
+ Bont i i y), (13.5) 


或 者 
L(D;, Dy)u = [AoD? + A1D? Dy ++: + AnD} 
+ BoD; ' +--+ MD: + ND, +P]u 
= f(x,y), (13.5 ) 
其 中 D = 8/0rx ，D =0/dy; Ao, 41,…;An,Bo,… ,M,N 都 是 zy 
的 已 知 函数 ， 称 为 方程 的 系数 . 我 们 还 只 讨论 最 简单 的 情形 ， 即 常 
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系数 的 线性 偏 微分 方程 (方程 的 系数 均 为 常数 ) ， 以 及 能 化 为 常 系 
数 线性 偏 微分 方程 的 方程 . 


13.2 ” 常 系数 线性 齐 次 偏 微分 方程 的 通 解 
常 系数 线性 齐 次 偏 微分 方程 的 普遍 形式 是 


Ou Ou Ou 
F Pea NE E E. cee 
“Drzn ! Sar- iðy 二 i Oy” 
o'u ðu ðu 
Bo 一 一 一 十 :… 十 M 一 十 N 一 二 Pu=0 13.6 
P eng gy cee NEE 


或 者 
L(Dz, Dy)u = [AoD]; + AıD} Dy + + AnD}; 
+ BoD} ' +-+ MD: + ND; +P] u 
=0, (13.6') 
其 中 ， 方 程 的 系数 Ao, 41,…, An, Bo M, N 都 是 常数 . 这 类 方程 
的 求解 问题 特别 简单 . 这 时 ， 需 要 区 分 两 种 情形 ， 即 LD, Dy) 是 
Dz, Dy 的 齐 次 式 和 L(D;, Dy) 不 是 D;, Dy 的 齐 次 式 这 两 种 情形 . 
1. L(Di,D,) 是 Dz, Dy 的 齐 次 式 
方程 为 
[AoD? + A1 D} ' Dy + AD} °D; +- + AnD] u=0. (13.7) 
这 时 ， 线 性 算 符 LD, Dy) 可 以 分 解 成 为 n 个 线性 算 符 的 习 积 
L(D;, Dy) = Ao(Dz - a;Dy)(Dr — a2 Dy) --- (Dz —anDy), (13.8) 
其 中 araz an 也 都 是 常数 ， 因 此 这 n 个 因子 的 次 序 可 以 任意 
调换 . 这 从 下 面 的 实际 求解 过 程 就 可 以 看 出 . 
取 试 探 解 为 w= %y + az), 因为 
Dru = aX 6 (y+ az), 
Df u = oy + ax), 


D; Du = a ht) (y + ax), 
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代入 方程 即 得 


[4oa" + 4io +--+ An] 6 (y+ az) = 0. (13.9) 
设 代数 方程 ( 称 为 附加 方程 ， auxiliary equation) 
Aoa” +A 十 … 十 4 一 0 (13.10) 
的 解 是 au az……an ， 且 互 不 相等 ， 则 方程 (13.7) 的 通 解 为 
u = 的 (十 az) 十 的 (十 az) 十 十 加 (十 anz)， (13.11) 


其 中 $i,i= 1,2,…,n 是 (互相 独立 的 ) 任意 (n 次 可 微 ) PRL. 
2 2 
例 13.1 RE TS -oz5 = 0 的 通 解 ， a 为 常数 
Yy 
解 S u= by+az)， 则 附加 方程 为 o-ao = 0, Hi a= a, 
故 得 方程 的 通 解 为 
u = di(y+ar)+ p(y — az). 
注意 : 若 Q 是 重 根 ， 例 如 是 二 重 根 ， (Dz = aD, y u =J; 则 通 
解 为 
u = rọily + arz) + p(y + az). 
同样 ， 若 a An We, Bl (D,-—aD,)*u=0, MAERA A 
u = r° 'di(ytar) +r" 的 (十 ar) 十 
+xdn-1(y t+ ar) + only + ax). 
Wj 13.2 方程 (D2 —-2D,D, + D2)wu = 0 的 通 解 为 


u=ro(r+y)t+y(rty). 


2. L(Dz, Dy) 不 是 Dz, Dy 的 齐 次 式 
首先 考虑 一 阶 偏 微分 方程 
(D, — aD, — B)z =0. (13.12) 
MR f(z,y,z) = 0 是 方程 的 解 ， 则 必 有 
ETR Lay + 


2L dz — 0. 13. 
Ar By Wu + Dz ds 0 (13.13) 
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为 一 方面 ， 


代入 方程 (13.12) ， 又 应 该 有 


Of ðf Of _ 
D OE tpz = 0. (13.14) 
比较 (13.13) 和 (13.14) 两 式 ， 可 见 
dz _ dy _ de 
looa Be (13.15) 


这 个 方程 组 称 为 Lagrange 辅助 方程 组 ， 容易 解 出 
ytar=C, Bx =\nz—InC’. 
所 以 
z = C'T =e dy + az). (13.16) 
因此 ， 当 LD, Dy) 不 是 D- 和 Dy 的 齐 次 式 时 ， 如 果 我 们 能 
将 L(D;, Dy) 分 解 为 ”个 因子 (每 个 因子 都 是 Dr 和 D, 的 线性 函 
RO 的 乘积 ， 则 也 可 以 容易 地 求 出 方程 的 通 解 . 


Ou Oru Ou Ou Ou ; 
例 13.3 KE a Bay dy? tae O = 0 的 通 


解 . 
(D? - D, Dy ~ 2D? + 2D, + 2Dy)u 
= (D; + Dy)(D; — 2D, + 2)u = 0. 
故 方程 的 通 解 为 


u=$(x-y) te ply + 22). 
注 若 有 重复 性 因子 ， 如 (D- - aDy - 8)?z = 0 ， 则 通 解 为 
z = re?" p(y + ar)+e Wy + az). 
13.3 ” 常 系数 线 性 非 齐 次 偏 微 分 方程 的 通 解 
对 于 线性 非 齐 次 偏 微分 方程 ， 显 然 有 
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非 齐 次 方程 的 通 解 = 非 齐 次 方程 的 任 一 特 解 
+ 相应 齐 次 方程 的 通 解 . 


因此 ， 问 题 便 转化 为 只 需求 出 非 齐 次 方程 的 任意 一 个 特 解 . 
设 方 程 为 
L(D;, Dy)u = f(x,y), | (13.17) 
则 特 解 可 形式 地 表示 为 


uo 


1 
= LD, D, E”) (13.18) 


而 后 可 按 下 列 法 则 求 出 wo(z,y) : 
1. Æ fle,y) =t, H L(a,b) #0, I 


(13.19) 


FAY ADR i BY SN 


Dett’ = ae“z+oy | Dye” tv 2 bert toy 
就 能 够 证 明 这 个 公式 ， 
2. Ë f(z,y) = ert) ， 显 然 有 


l cilar+by) _ 1 oilar +y) 
L(Dz,D,) F (ia, ib) 


因此 ， 当 a Mlb 为 实数 ， 且 LD, Dy) 中 的 系数 也 为 实数 时 ， 
FUDD) Mat + by) 人 区 , | (13.20) 


1 
= i(ar+by) | 
cos(ar + by) Re Pon D | (13.21) 


1 
L(D,;, Dy) 


L(Dy, Dy) = G(D2,D,D,, D*), 


则 
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1 
G(Dz, Dz Dy, Dj) 


= Ga nab, ba) sin(az + by), (13.22) 


1 
G(D?, Dz Dy, Di), 


= Glat, ab, 6) cos(ar + by). (13.23) 


sin(az + by) 


cos(ar + by) 


3. Gf(z,y)=e7t%g(z,y), M 


1 GZ 十 by 
oD ~ MY , 
ar+by 
LD +a, D, +) 99): (13.24) 


要 证 明 这 个 公式 ， 只 需 注意 到 


Dret” g(x,y) = etY(D, + a)g(z,y) 


= e 


和 
Dett g(x,y) = e+ (Dy + a)9(x,y), 
因此 就 有 
L(Dz, Dyje? t g(x, y) = er TL (Dr + a, Dy + b)g(2,y). 
这 样 ， 用 LD, Dy) 作用 在 公式 (13.24) 两 端 ， 显 然 ， 


1 
ar+by 
L(D,z, Dy) fe L(Dz +a, Dy zyre} 


1 
= axrt+by pn ene 


= et g(x,y). 
所 以 ， 公 式 (13.24) RE. 
4. Æ f(z,9) =y", WEH 1/L(D,,D,) 展开 为 Di, Dy AF 
级 数 ， 而 后 求 出 特 解 . 
例 13.4 求 非 齐 次 方程 (Di 一 2D; Dy + D3)u = 12ry 的 通 解 . 
解 方程 的 特 解 可 取 为 
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12 12 


u 二 —— =: 

° ~ D?—2D,D,+ D2" (Dr D,” 
_ 12 DA”? 12 D, 
Sra) "Vy [+ 天 + Jeu 
. 12 2 E 2 
=D [eu + 元 ?| = 2 | YD” + a 
= 1 Toa 
= 12 [5Y + 137| 
= r’ + 2r°y, 

其 中 利用 了 
1 2 ` d r? _ 
pa (因为 dr 2 =z) 
1 3 R d? r? 
Do p (因为 sil 


prat (8% ane) 
相应 齐 次 方程 的 通 解 已 在 例 13.2 中 求 出 ， 故 非 齐 次 方程 的 通 解 为 
u = rol +y) + Yl +y) +r +2r°y. 
需要 说 明 的 是 ， 在 将 1/L(D,.D,) 展开 时 可 以 有 不 同 的 方法 ， 
因而 得 到 不 同 的 结果 . 例如 ， oe 也 可 以 得 到 
oor A = al -25E +) 
因此 ， 非 齐 次 方程 的 特 解 也 可 以 取 为 


uo = ry = 27 +y". 


12 
(Dz — Dy)? 
容易 验证 ， 这 两 种 办 法 得 到 的 特 解 之 差 
Tr + 2rĉ°y — 2ry? —y* = (z - y)(x+y)* = 2r(£ +y)? - (z +y)“ 
正 是 相应 齐 次 方程 的 解 . 
推论 1 若非 齐 次 项 为 f(az +by)， 且 ZL(Dr,Dy) 是 Dr, Dy 的 
FF (n) 次 式 ， 则 


276 


2g(az 十 的) = a’g (ar + by), 
D? glaz + by) = b°9 (ax + by). 
所 以 
L(Dz, Dy)g(ax + by) = L(a, b)g™ (az + by). 
因此 ， 当 L(a,b) 40K, RA 


ae ; E E ae Buy 
LD, DJ? Taga +by) (13.25) 


H 13.5 求解 方程 十 2 = 12(z +y). 
RE 先 求 特 解 . 将 方程 写成 (Dz+ Dy)u = 12(z +y) ， 显 然 符合 
推论 1 的 条 件 . 所 以 特 解 为 


12 z 2 3 3 
w= ry ppt ty) = it tH) = (x+y). 


(12 + 17) -3! 
容易 求 出 相应 齐 次 方程 的 通 解 ， 从 而 得 出 非 齐 次 方程 的 通 解 
v = (x+y) + O(x +iy) + v(x — iy). 
现在 补充 讨论 上 述 办 法 失效 的 两 种 情形 . 一 种 是 (13.19) AP 
L(a, b) = 0 的 情形 . IAT, 不 妨 假设 L( Dz, Dy) = bD, 一 aD, ’ 现在 
的 问题 便 是 要 求解 
(bD; ~ aD,)u = et, (13.26) 


仿照 13.2 市 中 使 用 的 方法 ， 可 以 得 到 Lagrange 辅助 方程 组 
dr dy du 


= = 人， (13.27) 
Bp 
adz +bdy = 0, (13.27’) 
和 
adu + e°7 + %dy = 0. (13.27”) 
由 方程 (13.27) ， 得 
ax + by = c. (13.28) 
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代入 方程 (13.27") ， 得 
adu + e°dy = 0. (13.27) 
所 以 


Bp 


(13.29) 


上 述 求解 过 程 中 注意 两 点 .第 一 ， 在 求 出 了 (13.28) 式 后 需 代 
入 方程 (13.27") ， 以 消去 zx ， 其 代价 是 引入 了 (13.28) 式 中 的 积分 
常数 c ; 而 后 在 求 出 方程 (13.27”) 的 解 后 ， 又 需 绸 次 使 用 (13.28) 
式 ， 反 过 来 消去 积分 常数 ， 第 一， 在 求解 方程 (13.27“) 时 ， 我 们 并 
没有 再 引进 第 二 个 积分 常数 . 从 上 面 的 求解 过 程 可 以 看 出 , 这 无 非 
使 特 解 中 增加 或 减少 一 个 常数 项 ， 而 这 个 常数 项 显然 又 应 该 改写 
成 olar + by) (仍然 是 根据 (13.28) 式 ) ， 是 相应 齐 次 方程 的 解 . 
同样 ， 推 论 1 中 介绍 的 办 法 也 有 失效 的 时 候 ， 这 就 是 (13.25) 
AHP L(a,b) =0 的 情形 . 这 时 可 先 考虑 一 个 特殊 的 一 阶 非 齐 次 偏 微 
分 方程 
(D: ~aD,)u = 7 Vy + ar), (13.30) 


相应 的 Lagrange 辅助 方程 组 为 
dr _ dy _ du 
1 =a r%yly+ar) | 
于 是 y+azr =c， 从 而 求 得 
1 r 1 r+! 
a tiy(c) = i? tiy(y + az). (13.32) 


所 以 ， 有 


Wy 十 az) = — pe ly + az). (13.33) 


反复 利用 (13.33) 式 的 结果 ， 还 可 以 进一步 得 到 
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例 13.6 KË (D? —-6D,D, +9D?2)u=6r+2y, Ef 
(Ds — 3D,)°u = 67 + 2y. 
解 显然 ,相应 齐 次 方程 的 通 解 为 zb(y+3z)+u(+3z) ( 见 例 
13.3) . 
非 齐 次 E 


Uo (6z + 2y) 


E D o7 
_ 2 
(Dz — 3D,)? 
因此 ， 非 齐 次 方程 的 通 解 为 
u = x° (y + 3x) + zoly + 3x) + vy + 32). 
对 于 方程 (13.30) AmI RN %z)uw(y+ ar) 的 更 一 般 的 
情形 ， 读 者 可 以 类 似 地 讨论 。 
推论 2 ”对 于 一 般 的 非 齐 次 项 f(z,y) ， 也 可 以 通过 求解 相应 
的 Lagrange 辅助 方程 的 办 法 解决 . 例如 ， 考 虑 方程 
(Dr ~ aDy)u = f(x,y), 
其 Lagrange 辅助 方程 为 


(3x +y) = x (y+ 3z). 


1 os Ga (13.35) 


由 dz =dy/(-a), fFytar=c. IRA de = du/ f(x,y), 1} 
du = f(x, ,y)dz = f(x,c— ar)dz, 


pi fte ood 
计算 出 积分 后 ， 再 将 c 用 y+az 代 回 ， 即 得 特 解 
uo = papier) = J f(z,c— az)dz! (13.36) 
Pl 13.7 求解 方程 (2D; -3D,)(D; + ed l 
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解 显然 ， 相 应 齐 次 方程 的 通 解 为 6(y 一 7) 十 Ww(2y + 37). 


e77 
uo = y 


~ (2D, 二 3D， 十 万) 


= sop lsc ‘| 
~ Da + D, Ll2-3(-1) 


1 TI—Y r—(c+z) 
= ——_e = fe dz 
| 


c=y-r 


= re”. 
C 一 3# 一 工 


所 以 ， 非 齐 次 方程 的 通 解 为 


u = re + oly — r) + y(2y + 3r). 


= Je 


13.4 “特殊 的 变 系数 线性 齐 次 偏 微分 方程 
在 这 一 节 里 ， 先 讨论 


otru 
my” — 13.37 
Y Bind ( ) 
形式 的 项 ， 令 
z 一 ef， y=e, (13.38) 
Blt=Inz,s=Iny, WA 
ð ð 0 ð 
z= — 一 人 一 一 一 二 13.39 
pie at Ox’ z ðs Y By ( ) 
TE 
,0 207 
7 有 一 Di (Dt — 1), Y Oy? = D,(D; —1), 
sO Dz(D: — 1)(D: — 2) .8 = D,(D,—1)(Ds — 2) 
oe t( P= t ) Y ay 一 8 5 8 ’ 
更 一 般 地 ， 
out 
xDs(Ds —1)-- (D, -n+1). (13.40) 
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所 以 ， 对 于 ZL(Dz,Dy) 均 由 (13.37) 式 形 式 的 项 组 成 时 ， 通 过 变换 
(13.38) 可 以 化 为 常 系数 的 微分 方程 . 下 面 通 过 一 个 具体 的 例子 来 
说 明 这 类 方程 的 解法 . 
20°u u 28u u ðu 
W 13.8 求 方程 x BY By? + x -y= 0 的 通 解 . 
解 EEH (13.38) ， 则 方程 化 为 
[Di(D: = 1) = D;(Ds = 1) + D: —_ Ds} u = 0, 
即 [D? - D2]u=0. 所 以 ， 方 程 的 通 解 为 
u = bt+s)+ yilt- s) = di(Inz+Iny) + (nz -ln y) 


= $r(In(zy)) + y (In =) = een) + of ). 


13.5 ”波动 方程 的 行 疲 解 
在 例 13.1 中 ， 曾 经 讨论 过 波动 方程 


u 202u 
ar was =0 (13.41) 
的 通 解 ， 这 里 ， 把 它 改写 成 
u(x,t) = f(x — at) + g(x + at), (13.42) 


其 中 了 和 9 是 任意 函数 . 这 个 解 式 表明 , 波动 方程 (13.41) 的 通 解 ， 
由 两 个 波 组 成 .f(z,t) 代表 沿 z 轴 疝 左 传播 的 波 ， 当 上 =0 时 ， 波 
形 为 ftz) ， 而 后 以 恒定 速率 a 向 左 传播 ， 而 保持 波形 不 变 ; g(z,t) 
则 代表 沿 r 轴 向 右 传播 的 波 ， 当 t = 0 时， 波形 为 g(z) ， 而 后 也 
以 同样 的 恒定 速率 a 向 右 传播 ， 保持 波形 不 变 、 单独 的 f(z,t) 和 
g(x,t) 也 是 方程 (13.41) 的 解 ， 它们 独立 传播 ， 互 不 干扰 . 这 正 趾 因 
为 波动 方程 是 线性 齐 次 方程 ， 上 共有 解 的 登 加 性 . 

从 原则 上 说 来 ， 函 数 了 Mo 应 该 由 定 解 条 件 确定 . 如 果 把 问 
题 简化 为 一 维 无 界 弦 上 的 波 的 传播 问题 ， 那 么 ， f 和 9 “RBS 
全 由 初始 条 件 决 定 . 
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例 13.9 求 定 解 问题 


Oru 20° u = 

oe e’ ap? 7 O -œ <r<œ,t>0, (13.43a) 
úli) plt); —-o<r< om, (13.43b) 
ae = w(2), 一 co <2< oo (13.43c) 
Ot t=0 


的 解 . 

解 方程 (13.43a) 的 通 解 已 由 (13.42) 式 给 出 ,现在 的 问题 便 足 
如 何 根据 初始 条 件 (13.43b) 和 (13.43c) MERK S Mg. Ai, 
解 式 (13.42) 代入 初始 和 条件， 得 


f(z) + g(x) = (2), (13.44a) 
al f (£) — g'(x)] = —y(r). (13.44b) 
将 (13.44b) 积分 ， 可 以 得 到 


f(a)-9(2)=-> | wieae +e, 
其 中 C 是 积分 常数 ， 将 这 个 结果 和 (19.440) 联 立 ， 即 可 求 得 
1 ae a C 
fe) =50l2)- 5. J Odg S, 


ro) = 50(2)+ 5 f Woa- S 


再 代 回 到 解 式 (13.42) ， 即 得 


u(x,t) = f(r — at) + g(r +at) 
1 1 r—at C 
二 | Ulgjde + > 
1 1 r+at C 
+ jse+o+ 击 人 wde-S 
1 1 r+at : 
= 5 [d(x —at)+ ¢(x+ at)| + oa J Y(EJdE. (13.45) 


这 样 ， 就 求 得 了 一 维 无 界 区 间 上 波动 方程 定 解 问题 (13.43) 的 
解 . 它 称 为 一 维 波动 方程 定 解 问题 的 行 波 解 ， 或 dAlembert 解 . 这 
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个 解 具 有 清楚 的 物理 意义 : 第 一 项 表示 由 初 位 移 激发 的 行 波 1=0 
时 波形 为 g(x) ， 以 后 分 成 相等 的 两 部 分 独立 地 向 左右 传播 ， 速率 
为 a ; 第 二 项 表示 由 初速 度 激发 的 行 波 ，t =0 时 在 z 处 的 速度 为 
olr), Et 时 刻 ， 它 将 左右 对 称 地 扩展 到 [x — at, £ +a} 的 范围 ， 
所 以 ， 传 播 的 速率 也 是 a. 

读者 可 能 会 有 一 个 问题 : 这 里 构成 定 解 问题 时 ， 为 什么 缺少 

了 边界 条 件 . 更 准确 地 说 ， 为 什么 没有 明确 写 出 无 穷 远 条 件 

u(x, t)| a | 或 ulr, t)| tee AN. 

严格 说 来 ， 的 确 应 该 明确 写 出 无 穷 远 条 件 . 但 是 ， 就 具体 问题 而 
言 ， 这 个 条 件 可 以 由 $(z) 和 ylz) 的 具体 形式 来 得 到 保证 . 4(z) 和 
) 总 是 会 局 限 在 一 个 有 限 的 范围 内 当 jel KET, ol) 和 w%(z) 
部会 足够 快 地 趋 于 0. 因此 ， 从 解 (13.45) 就 可 以 看 出 , 在 有 限 的 时 
JAY, u(x,t) 总 还 是 在 一 个 有 限 的 范围 内 才 不 为 0. 从 概念 上 说 ， 
所 谓 无 穷 长 的 弦 当 然 只 是 一 个 理想 化 的 抽象 . 它 恰 恰 就 是 表示 : 在 
我 们 所 考察 的 时 间 和 空间 范围 内 ， 端 点 的 影响 可 以 忽略 不 计 . 

如 果 是 有 界 弦 上 的 波动 问题 ， 室 无 疑问 ， 就 必须 明确 地 写 出 
边界 条 件 ， 才能 构成 一 个 适 定 的 定 解 问题 . 下 一 章 将 讨论 这 种 定 解 
问题 的 求解 方法 ， 尺 管 这 时 波动 方程 的 通 解 仍然 可 以 写成 (13.42) 
的 形式 , 但 由 于 边界 条 件 的 出 现 , 就 使 得 我 们 不 能 简单 地 模仿 上 面 
的 求解 过 程 而 定 出 函数 /和 59. 


13.6 “ 波 的 耗 散 和 色散 


上 一 节 讨论 了 一 维 波动 方程 的 解 ， 特 别 足 给 出 了 一 维 无 界 空 
间 上 波动 方程 的 行 波 解 . 在 此 基础 上 ,再 简要 地 讨论 一 下 波动 过 程 
中 的 一 些 基本 物理 特征 . 

在 上 一 章 中 ， 我 们 已 经 看 到 ， 波 动 方 程 (13.41) WAM ELT 
ERR a 传播 的 非 衰 减 洲 . 这 是 在 建立 波动 方程 时 所 作 一 系列 简 
化 假设 的 反映 . 我 们 实际 上 假定 了 在 波动 过 程 中 不 存在 耗 散 ,这 征 
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因为 整个 空间 中 的 总 能 二 
so pO] 
S (e (52) fraz (13.46) 


dE(t) _ f7 [Oud’u | 22u 2u | ar 
dt /| 下 天 


™ Ou | Ou .Ou 
十 Bt oe Dnt pdr 


= (13.47) 


体系 的 总 能 基 守 恒 . 相应 地 ， 反 映 在 方程 上 ， 它 在 时 间 肥 演 上 一 一 
下 是 不 变 的 . 我 们 还 作 了 小 振动 的 假设 , 因此 , 涉及 振动 位 移 u(z, t) 
的 非 线 性 项 很 小 ， 可 以 忽略 . 与 此 相 适 应 的 是 ， 传 播 速 率 为 常数 ， 
不 依赖 于 频率 和 波长 . 所 有 这 些 简化 假设 ， 就 导致 了 方程 (13.41) 
的 形式 与 介质 的 具体 性 质 无 关 . 介质 的 具体 性 质 仅仅 体现 在 传播 
速率 a 的 大 小 上 . 

在 上 一 节 中 , 我 们 还 看 到 , 波动 方程 (13.41) 的 解 可 以 分 解 为 回 
左 、 右 两 个 方向 独立 传播 的 两 个 波 . 可 以 设想 ， 只 要 这 两 个 波 分 布 
在 有 限 大 小 的 区 间 上 , 在 经 过 足够 长 的 时 间 后 ,它们 就 将 会 完全 分 
FMRE. 于 是 , 我 们 就 可 以 跟踪 其 中 的 一 个 波 , 而 完全 忽视 另 
一 个 波 的 存在 . 例如 , 不 妨 只 考察 向 右 传 播 的 波 u(z,t) = f(x 一 at)， 
它 是 一 阶 波动 方程 


所 以 


Or + 0 = (13.48) 
的 解 . 在 此 基础 上 ,以 适当 方式 进一步 包括 进 方程 建立 过 程 中 所 略 
去 的 一 些 高 级 项 ， 就 可 以 明白 地 表现 出 波 的 耗 散 和 色散 


首先 ， 在 方程 (13.48) 中 加 上 52wy/az2 项 ， 例 如 ， 


— +a— -azs = 0, (13.49) 
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a 和 a 仍 为 常数 ， 如 果 仍 然 要 寻找 谐 波形 式 的 解 习 ， 


u(x,t) = | A(k)e ETTA dk, 


那么 ， 代 入 方程 (13.49) ， 假 定 可 以 和 积分 交换 次 序 ， 那 么 就 可 以 
得 到 波 数 kk 和 “和 角 频 率 ” w 所 必须 满足 的 关系 式 w= ka 一 iak?， 
因此 ， 方 程 (13.49) 的 解 就 是 


OO 
u(x,t) = I (FJe-ek et- dk. (13.50) 


这 说 明 , 方程 (13.49) 所 描写 的 波动 过 程 , 仍然 是 以 恒定 的 速率 a 传 

播 的 波 ， 然 而 振幅 却 随时 间 而 指数 地 衰减 (假设 常数 a > 0) . 由 于 

振幅 的 衰减 因子 与 波 数 上 有 关 ， 不 同 波 数 的 分 二 衰减 速度 不 同 , TA 

此 ， 波 的 覆盖 区 间 大 小 保持 不 变 ， 但 波形 却 将 随 着 时 间 而 变化 . 
如 果 在 方程 (13.48) 中 加 上 83w/6z? 项 ， 例 如 ， 


ae gees got =). (13.51) 
a 和 8 仍 为 常数 ， 如 果 仍然 要 寻找 (13.50) 形式 的 解 ， 则 波 数 和 
角 频 率 o 必须 满足 的 关系 式 就 是 =k(a - pk), HEA, 
kz — wt = k(x 一 (a 一 Bk’) t], 
方程 (13.51) 的 解 就 是 


u(x,t) = f Atget- (-88) Jag. (13.52) 


这 样 ， 波 的 传播 速率 (准确 说 ， 是 相位 的 传播 速率 ， 即 相 速度 ) 

Up = = —a— BR (13.53) 
BLE k AY PR RL. 这 说 明 , 波 数 不 同 , 传播 速率 不 同 . EET k < a/6 
Mk? > a/6 的 分 址 ， 传 播 方向 也 不 同 ! 因此 ， 随 着 时 间 的 增 大 ， 波 
的 覆盖 区 间 将 越 来 越 大 ; 在 空间 一 点 上 ， 波 的 组 成 成 分 ( 即 不 同 波 


D 这 里 求 得 的 是 复数 形式 的 解 ， 真正 的 位 移 是 它 的 实 部 或 虚 部 ， bk 必须 是 实数 ， 
WATE t= 0 时 解 也 必须 是 x AD TR eh BK. 


数 的 分 其 所 占 比例 ) 也 将 随 着 时 间 而 变化 . 这 个 现象 ， 就 称 为 波 的 
色散 . 
还 可 以 定义 男 一 种 传播 速率 ， 


d | 
vp = T =a 39k’, (13.54) 


称 为 群 速度 ( 见 图 13.1) ， 它 是 波 包 的 传播 速率 ， 因 而 也 就 是 能 其 
的 传播 速率 ， 群 速度 和 相 速 度 不 相等 ， 是 色散 波 的 又 一 特点 . 


图 13.1 群 速度 Ug 与 相 速 度 Up 


士 面 定性 地 讨论 了 波 的 耗 散 和 色散 .共同 特点 是 方程 仍 保持 
为 齐 次 ,因而 还 具有 解 的 可 用 加 性 . 如 果 在 一 阶 波动 方程 中 引进 其 
他 形式 的 线性 修 止 项 ,也 有 可 能 产生 波 的 耗 散 和 色散 ， 甚 至 会 同时 
出 现 耗 散 和 色散 ， 回 到 原来 的 二 阶 波动 方程 ， 也 可 类 似 地 讨论 . 

最 后 , 简要 地 提 一 下 非 线 性 效应 ,如 果 在 一 定 条 件 下 ,需要 在 
波动 方程 中 引进 非 线 性 项 ， 例 如 


Ou Ou 上 
ay toU + yug = 0, (13.55) 


这 可 以 理解 为 传播 速率 不 只 是 与 介质 的 物理 性 质 有 关 ， 还 与 位 移 
的 大 小 有 关 . 读者 可 以 直接 验证 , 这 个 方程 的 解 可 以 写成 隐 喇 数 的 
形式 
u(x,t) = f(z 一 Q(l 十 yu)t), (13.56) 
其 中 f 仍 是 任意 函数 ， 它 就 是 ulz,t) 在 上 = 0 时 的 形状 f(x) ， 
u(x,t)|,_, = f(2). 


这 里 需要 特别 强调 ， 由 于 在 方程 (13.55) 中 出 现 了 非 线性 项 
Ou _ 1000) 


ðr 2 Or 
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因此 , 方程 (13.55) WAAAY OTE. 例如 ， 如 果 ule, t) 是 方 
程 (13.55) 的 解 ， Au(z,t) (4 为 常数 ， 且 #1) 也 不 再 是 方程 (13.55) 
的 解 . 同样 ， 即 使 u(x,t) 和 u(x,t) 都 是 方程 (13.55) 的 解 ， 它 们 
的 线性 组 合 一 般 也 不 会 是 (13.55) 的 解 ， 这 样 ， 必 然 会 产生 两 个 后 
R, 一 方面 是 方程 更 加 难以 求解 ， 另 一 方面 , 方程 的 解 必然 会 表现 
出 新 的 特点 (相应 地 , 物理 上 就 表现 为 新 的 规律 性 ) . 研究 各 种 非 线 
性 方程 的 求解 以 及 解 的 特性 ， 是 非 线性 科学 的 课题 . 这 里 从 略 . 


13.7 ”热传导 方程 的 定性 讨论 


对 于 热传导 方程 , 最 明显 的 特点 便 是 存在 耗 散 . 热传导 方程 属 
于 抛物 型 方程 ， 在 方程 中 含有 未 知 函 数 对 时 间 变 其 的 一 阶 偏 导 数 
和 对 空间 变 基 的 二 阶 偏 导数 , 因此 , 方程 不 具有 时 间 反 演 不 变性 . 
换 句 话说 ,热传导 过 程 是 不 可 逆 的 . 为 了 定性 地 了 解 热 传导 方程 的 
特点 ， 不 妨 讨论 一 下 无 穷 长 的 一 维 介质 上 的 热传导 问题 ， 


2 
- Ka =0. (13.57) 


和 上 一 节 的 方程 (13.49) 相 比 较 ， 就 可 以 看 出 ， 热 传导 方程 (13.57) 
的 解 可 以 表示 成 
u(z,t) = f A(k)e~"* tel dk. (13.58) 


这 里 就 明白 无 误 地 表现 出 了 温度 ul, t) 随时 间 t 的 衰减 . 

我 们 在 上 一 章 中 建立 的 热传导 方程 ， 例 如 (12.19) 和 (12.21) 
式 ， 以 及 作为 它 的 特殊 情形 的 (13.57) 式 ， 还 具有 另外 一 个 共同 特 
点 , 这 就 是 传 热 速度 为 无 穷 . 我 们 不 妨 考 虚 一 维 无 界 区 间 上 的 一 个 
特殊 的 非 齐 次 热传导 方程 
-二 god = d(x — 7 )6(t — t'), t > 0. (13.59) 


这 个 方程 描述 了 瞬时 CATE Ft 时 刻 ) 点 (集中 在 空间 > 一 点 ) 热 
源 所 产生 的 温度 场 . 假设 上 = 0 时 介质 的 温度 为 0. 这样， 在 热源 
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出 现 之 前 ( 即 t < ft 时 ), 介质 的 温度 显然 仍 一 定 维持 为 0. 4 t> 
时 ， 可 以 求 出 ( 见 20.7 节 ) ， 


get) = aay | (13.60) 


1 

'  2y/Kr(t — t’) is Er 
这 个 结果 表明 ， 只 要 t > t ， 则 对 于 介质 上 的 任何 一 点 z ， g(z,t) 
总 不 为 0. 这 就 是 说 ， 只 要 一 旦 热源 出 现 ， 则 不 论 距 离 多 远 处 ， 总 
立即 感受 到 它 的 影响 . 这 种 无 穷 大 的 传 热 速度 ， 当 然 是 不 可 能 的 . 
因此 ， 只 有 在 热源 出 现 后 的 足够 长 的 时 间 之 后 , 热传导 方程 才 可 能 
足够 好 地 描写 实际 的 热传导 过 程 . 但 由 于 这 个 方程 形式 简单 , 便于 
求解 ， 只 要 物理 问题 的 近似 程度 许可 , 我 们 总 还 是 采用 这 种 简化 的 
热传导 方程 . 

之 所 以 出 现 无 穷 大 的 传 热 速度 ， 是 由 于 我 们 在 建立 热传导 方 
FERT, 过 分 简化 了 热传导 过 程 的 微观 机 理 . 在 连续 介质 中 出 现 的 任 
何不 均匀 性 , 例如 引起 热传导 过 程 的 热 运 动 的 不 均匀 性 ， 引 起 扩散 
过 程 的 物质 密度 的 不 均匀 性 ， 总 会 由 于 微观 粒子 (分 子 、 原 子 、 电 
了 ) 的 运动 和 碰撞 而 以 有 限 的 速度 逐渐 传播 开 来 . 这 样 ， 热 
传导 方程 便 应 该 修改 为 

u 10u 10u 
ðr? rô a? OF? 
方程 右 端 出 现 了 两 项 . 如 果 第 一 项 占 主 导 作 用 ， 第 二 项 只 是 一 个 修 
正 ， 方 程 的 解 当然 以 热传导 为 其 基本 特征 山 ， 但 第 二 项 的 出 现 ， 
的 确 可 以 导致 传 热 速 度 为 有 限 值 ， 这 从 定 解 问题 
CE 10% 1806 


Get ka pop Ozet) 


(13.61) 


(t,t > 0,-co< zz < 00), (13.62a) 
Oe 
t=0 4 Ot |,-o 


=0 (~œ <2,2' < oo) (13.62b) 


O O 如 果 第 二 项 占 主导 作 用 ， 方程 的 解 当然 就 表现 出 波动 过 程 的 基本 特征 ， 而 第 - 
项 就 可 以 看 成 是 耗 散 项 . 
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的 解 
te x —r')2 — a? (t-t)? 
2° °\ OK ( ) ( ) 
2 a 
x exp | zi z(t- t')|n(t 一 一 ez) (13.63) 


可 以 看 出 ， 正 如 预料 的 那样 ， 上 面 给 出 的 (13.60) st, EE (2,2) 
在 “一 oo 的 极限 下 的 结果 利用 堆 阶 Bessel 函数 Jo(z) 的 渐 近 展开 
( 见 6.5 $), ， 就 能 够 容易 地 证 明 这 一 点 . 


13.8 Laplace 方程 的 定性 讨论 
在 本 书 的 复 变 国 数 部 分 ， 已 经 指出 ， 解 析 函 数 


f(z) = f(z + iy) = u(x, y) + iv(z,y) 
的 实 部 ule, y)(BRABEB v(z,y)) ， 一 定 是 二 维 Laplace 方程 的 解 ， 
V’ulz, y) = 0, (13.64) 
称 为 二 维 调和 函数 . 另外 ， 还 可 以 证 明 (A 3.6 节 ) : 在 解析 函数 的 
解析 区 域内 ， 任 意 一 点 a 的 函数 值 ， 一 定 等 于 以 该 点 为 圆心 的 圆周 
上 各 点 函数 值 的 平均 值 
Hai > ¢ Aadi. (13.65) 
|z—-a|=R 


如 果 进 一 步 比 较 等 式 两 端的 实 部 和 虚 部 ， 当然 就 看 出 , 均值 定理 对 
EAT PR BBY I R (或 虚 部 ) ART AM AZ, 
1 
u(xo, yo) = IR $ u(x. y)dl, rer 
C : (z — z0) + (y -yoy = R’. 

由 此 ， 还 可 以 推断 出 ， 只 要 u(z,y) 4 AR, ul, y) 的 最 大 值 和 最 
小 值 ， 一 定 只 能 出 现在 圆周 上 . 用 及 证 法 就 可 以 证 明 这 个 结论 ( 称 
ARRE). 它 可 以 看 成 是 最 大 模 原 理 在 w(x,y) 上 的 具体 表现 . 
这 样 ， 均 值 定理 和 极 值 原 理 就 是 二 维 调和 函数 的 最 基本 特性 . 
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也 可 以 建立 三 维 调 和 函数 的 概念 如果 在 区 域 V 内 函数 的 二 
阶 偏 导 数 存在 ， 且 满足 三 维 Laplace 方程 ， 则 称 该 函数 为 站 内 的 二 
维 调 和 函数 . 
可 以 证 明 , 均值 定理 对 于 三 维 调和 函数 也 仍然 成 立 , 因此 ， 极 
值 原理 也 仍然 成 立 ， 读 者 可 见 20.5 H. 
作为 三 维 调和 函数 的 具体 实例 , 我 们 讨论 三 维 Laplace 方 程 (在 
直角 坐标 系 中 ) 的 多 项 式 解 . 二 维 调和 活 数 可 以 看 成 是 它们 的 特殊 
情形 . 
因为 Laplace 方程 中 ， 对 各 自 变 基 的 偏 导 数 阶 数 相同 ， 所 以 ， 
这 样 的 多 项 式 独立 解 一 定 是 自 变 基 的 齐 次 函数 . 容易 看 出 , 常数 (0 
次 齐 次 式 ) 和 一 次 函数 (一 次 齐 次 式 ) x, y, z 就 是 这 样 的 独立 解 . 对 
于 二 次 函数 ， 独 立 解 有 五 个 ， 可 以 取 为 
2z2 ry xz, yz, cy 和 zy 
三 次 函数 的 独立 解 有 七 个 ， 可 取 为 
(42 -r° yr (427-27? -y y, (22 一 3r? — 3y*)z, 
zyz, (2? -y")z, (y?-32")y 和 (x° — 3y )7. 
更 一 般 地 ，1 次 函数 的 独立 解 有 21 +1 个 .它们 的 形式 将 在 16.10 
节 中 给 出 ， 并 且 会 看 到 ， 为 什么 1 次 函数 的 独立 解 有 21 + 1 个 . 
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第 十 四 章 分 离 变 量 法 


本 章 介绍 求解 偏 微分 方程 定 解 问题 的 最 常用 方法 ， 分 离 变量 
法 . ， 
我 们 在 解 常 微分 方程 定 解 问题 时 ， 通 常 总 是 先 求 出 微分 方程 
的 特 解 ， 由 线性 无 关 的 特 解 到 加 出 通 解 ， 而 后 用 定 解 条 件 (例如 ， 
初 条 件 ) 定 出 适合 于 该 问题 的 倒 加 系数 . 对 于 一 阶 线性 偏 微分 方程 
的 求解 问题 ， 基 本 的 方法 也 是 转化 为 一 阶 线性 常 微分 方程 组 的 求 
解 问 题 . 具体 的 作法 在 上 一 章 的 13.2 和 13.3 两 节 中 也 略 有 介绍 . 
对 于 二 阶 以 及 更 高 阶 的 偏 微分 方程 定 解 问题 , 情况 有 些 不 同 : 即使 
可 以 先 求 出 偏 微分 方程 的 通 解 , 由 于 通 解 中 含有 待定 函数 ,一般 说 
来 , 难以 直接 根据 定 解 条 件 定 出 . 这 样 ， 为 了 求解 偏 微分 方程 的 定 
解 问题 , 就 必须 把 求解 步 又 加 以 适当 的 修改 . 本 章 介 绍 的 分 离 变 基 
法 , 就 是 先 求 出 满足 方程 及 一 部 分 定 解 问题 的 全 部 特 解 ， 把 这 全 部 
RAIEK, 再 利用 另 一 部 分 定 解 条 件 定 出 登 如 系数 ， 从 而 求 出 
该 定 解 问题 的 解 . 


14.1 ”两 端 固定 弦 的 自由 振动 
考虑 长 为 ! 、 两 端 固定 的 弦 的 自由 振动 ， 方 程 及 定 解 条 件 为 


2 2 
oe at =0, O<x<l,t>0, (14.1a) 
ul _=0, ul _, =0, t>0, (14.1b) 


ul =O), | =r) 0 


< 
在 这 个 定 解 问题 中 , 方程 和 边界 条 件 都 是 齐 次 的 ， 而 初始 条 件 是 非 
齐 次 的 . 


eel. (14.1c) 
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我 们 希望 求 得 的 特 解 具有 分 离 变 其 的 形式 ， 即 岂 

ulz, t) = X(x)T(t). (14.2) 

将 w(x,t) 代入 方程 ， 即 得 
© X(r)T" (t) = a? X” (x) T(t). 

等 式 两 端 除 以 X(z)T(t) ， 就 有 

Are) _ X") 

a? T(t) X(x) 
注意 在 这 个 等 式 中 ， 左 端 只 是 上 的 函数 ( 换 名 话说， 与 > 无 关 ) ， 
右 端 只 是 z 的 函数 ( 换 句 话说 ， 与 t 无 关 ) Ak. AA A mAH 
等 ， 就 必须 共同 等 于 一 个 既 与 x 无关、 又 与 无关 的 常数 . 今 这 个 
常数 为 ~ 入， 上 面 的 结果 又 可 以 写成 

T(t) + Aa’ T(t) = 0, (14.3a) 


X” (rz) + AX (x) = 0. (14.3b) 

同样 ， 将 u(x,t) 代入 边界 条 件 ， 得 

X(O)T(t)=0, X(DT(t)=0. 
这 时 必须 有 
X(0)=0, X(D)=0, (14.4) 
这 是 因为 T(t) 不 可 能 恒 为 0 ， 否 则 w(z,t) HAO. 

这 样 就 完成 了 用 分 离 变 基 法 求解 偏 微分 方程 定 解 问题 的 第 一 
步 : 分 离 变 量 . 在 这 一 步 中 ,假设 所 要 求 得 的 解 是 分 离 变 卉 形式 
的 非 零 解 ulet) = X(r)T(t) ， 导 出 了 函数 X(z) 应 该 满足 的 常 微分 
方程 和 边界 条 件 以 及 T(t) 满足 的 常 微 分 方程 .分 离 变量 之 所 以 能 
够 实现 ， 是 因为 原来 的 偏 微分 方程 和 边界 条 件 都 是 齐 次 的 . 

第 二 步 ， 求解 本 征 值 器 题 : 

加 显然 ， 应 当 假设 下 面 的 特 解 中 X(z) 和 T(t) RERE O, Mule, t) REST 


0 ， 恒 等 于 0 的 解 称 为 缺 味 (trivial) 解 . 尽管 它 的 确 是 偏 微分 方程 的 解 ， 但 并 不 具有 
任何 实用 价值 .我 们 要 求 的 是 非 零 解 . 
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LERA RC X(z) 的 常 微分 方程 定 解 问题 , 称 为 本 征 值 问 
题 其 特点 是 : 常 微分 方程 (14.3b) 中 含有 一 个 待定 常数 入 ， 而 定 
解 条 件 (14.4) 是 一 对 齐 次 边界 条 件 . 这 样 的 定 解 问题 不 同 于 我 们 过 
去 熟悉 的 常 微分 方程 的 初 值 问题 . 下 面 将 要 看 到 ， 并非 对 于 任何 A 
值 ， 都 有 既 满足 齐 次 常 微分 方程 、 又 满足 齐 次 边界 条 件 的 非 零 解 
只 有 当 》 取 某 些 特定 值 时 ， 才 有 既 满足 齐 次 常 微分 方程 、 又 满足 
齐 次 边界 条 件 的 非 零 解 X(z) .A 的 这 些 特定 值 称 为 本 征 值 ， 相 
应 的 非 零 解 称 为 本 征 函数 . 

首先 证 明 ,如果 这 个 本 征 值 问题 有 解 的 话 , 本 征 值 一定 为 正 
数 . 为 此 ,不 妨 假设 本 征 函 数 X(z) 是 复 函数 . AE OME X (2) 
乘 以 常 微分 方程 的 两 端 ， 然 后 在 区 间 (0,1) 上 积分 ， 就 得 到 


i l 
à | X(x) X” (x)dz = -/ X" (2) X"*(r)dz 


i t 

= -xwxw f X'(x)X" (z)dz. 
由 X(z) 所 满足 的 边界 条 件 (14.4) ， 可 以 看 出 ， X"(z) 应 该 满足 同 
样 的 边界 条 件 

X*(0)=0, X*(Ip=0. (14.4’) 
所 以 上 面 分 部 积分 出 来 的 项 为 0 . 由 于 X(z) #0, ， 同 样 ， 也 应 该 
有 XX'(x) 关 0 (否则 ，X(z) 三 常数 ， 由 边界 条 件 可 以 定 出 此 常数 一 
定 为 0) ， 所 以 一 定 有 


i 
I X (z)X (rz)dz 
0 


A= > 0. 


i 
f X (z) X” (rz)dz 
0 


下 面 就 来 求解 本 征 值 问题 ， 常 微分 方程 (14.3b) 的 通 解 是 
X(x) = Asin VAz + Boos VAz, (14.5) 
代入 边界 条 件 (14.4), WA 
B=0, AsinVAl=0. 
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HI AZEN X(z) 三 0， u(z,t)=0), BA VX= nr Bf 
an = (2), n = 1,2,3,.... (14.6) 
相应 的 本 征 函 数 就 是 
Xn(z) = sin (14.7) 


XER 4 = 1 ， 因 为 我 们 所 要 求 的 必然 只 是 线性 无 关 解 O. KA 
的 A 值 给 出 的 是 线性 相关 的 ， 由 于 同样 的 原因 ， 我 们 也 不 必 考 虑 
n 为 负 整 数 的 情形 . 这 样 求 得 的 本 征 值 有 无 穷 多 个 ， 它 们 可 以 用 正 
整数 ”标记 ， 因此， 在 上 面 的 (14.6) 和 (14.7) 式 中 ， 把 本 征 值 和 相 
应 的 本 征 函 数 都 记 为 A， 和 Xn(z) - 

第 三 步 ， 求 特 解 ， 并 进一步 又 加 出 一 般 解 : 

在 求解 了 本 征 值 问题 后 ， 对 于 每 一 个 本 征 值 。， 应 该 由 方程 
(14.3a) 求 出 相应 的 Th (t), 


Tn (t) = Cy sin at + Dn cos Fat. (14.8) 


因此 ， 也 就 得 到 了 满足 偏 微分 方程 和 边界 条 件 的 特 解 
o nT nt _ nT 
net) = (Cr sin at + Dn cos mat sin 7-2 (149) 
(n = 1,2,3,---). 
这 样 的 特 解 有 无 穷 多 个 ， 每 一 个 特 解 都 同时 满足 齐 次 偏 微分 方程 
和 齐 次 边界 条 件 . 但 是 ,一般 说 来 ， 单 独 任何 一 个 特 解 不 可 能 也 恰 
好 满足 定 解 问题 中 的 初始 条 件 . 例如 ， 只 要 ole) 和 v(x) 不 恰好 都 
是 sin “g 的 倍数 ， 
Dn sin sa = (2), Cu sin oe = p(x) 
© 从 概念 上 说 ,由 于 构成 本 征 值 问题 的 常 微分 方程 和 边界 条 件 都 是 齐 次 的 , 因此 ， 
MR X(x) 是 对 应 于 和 的 一 个 本 征 函 数 ， 那 么 ，cX (z) 也 一 定 是 本 征 函数 ， 其 中 c 是 
任意 常数 . 因此， 以 后 对 应 于 一 个 本 征 值 入 ， 我 们 就 只 要 求 出 线性 无 关 的 本 征 函 数 即 
可 . 
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就 根本 不 可 能 成 立 . 但 由 于 偏 微分 方程 和 边界 条 件 都 是 齐 次 的 ， 
把 它们 的 (任意 有 限 个 ) 特 解 登 加 起 来 ， 当 然 仍然 是 满足 齐 次 方程 
和 齐 次 边界 条 件 的 解 . 而 如 果 把 全 部 无 穷 多 个 特 解 登 加 起 来 ， 


u(x,t) = S (Cn sin Tat + Dn cos = at sin a, (14.10) 


n=l 


只 要 级 数 具 有 一 定 的 收敛 性 ， 例 如 ， 可 以 逐 项 求 二 阶 偏 微 商 ， 那 
么 ， 这 样 得 到 的 w(z,t) 也 仍然 是 齐 次 偏 微分 方程 在 齐 次 边界 条 件 
下 的 解 . 这 种 形式 的 解 称 为 一 般 解 . 它 不 同 于 偏 微 分 方程 的 通 解 ， 
因为 一 般 解 不 只 是 满足 偏 微分 方程 ， 而 且 满 足 齐 次 边界 条 件 . 
现在 的 问题 是 ， 适 当选 择 一 般 解 中 的 登 加 系数 C 和 D, ， 是 


否 能 够 使 之 满足 初始 条 件 
2_Ps sin Ta = d(x), (14.11) 
> Cr nt sin 2 = = y(x) (14.12) 


呢 ? 或 者 反 过 来 说 ， 是 否 可 以 根据 初始 条 件 中 的 ERK olr) 和 
y(r) 定 出 个 加 系数 Cr 和 D， 呢 ? 下 面 就 回答 这 个 问题 ， 

第 四 步 ， 利用 本 征 函 数 的 正 交 性 定 驮 加 系数 : 

设 Xn(z) = sine 和 Xm(r) = sin "2 是 分 别 对 应 于 本 征 什 
An 和 Am 的 两 个 本 征 函 数 ， An Anim). 容易 看 出 ， 它 们 
分 别 满足 


Xn (£) + AnXn(z) = 0, (14.13a) 

Xn(0)=0, Xn(l) =9, (14.13b) 
和 

Xn(z) 十 XmXn(zZ) 王 0， (14.14a) 

Xm(0)=0, Xm(l)=0. (14.14b) 


用 Xm (x) 乘 以 (14.13a) R, FA Xn (x) HELA (14.142) 式 ， 相 减 ， 并 在 
区 间 (0,2) 上 积分 ， 即 得 
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(二 Am) | Xn(x)Xm(x)dx 
0 


l 
0 


= [Xn (rT) Xn (£) — Xm (rz) Xn(r)] = 0. 
在 得 到 最 后 结果 时 , 用 到 了 X(z) 和 Xm (x) 满足 的 边界 条 件 (14.13b) 
和 (14.14b) . 考虑 到 An Am ， 因 此 ， 就 证 得 本 征 函数 的 正 交 性 © 


i 
f Xn (£)Xm(zr)ìdr = 0, nám. (14.15) 


0 
进一步 计算 还 可 以 得 到 本 征 函 数 的 模 方 @ 
{ 
PA= | Xi(r)dr = 5. (14.16) 
因此 ， 在 (14.11) RARA sn 一 > ， 并 逐 项 积分 ， 就 得 到 


[ (z) sin ade = “} YP. sin a sin “A ade 
rs sin resin eds = =). A 
— l 2 


所 以 
2 . NT 
= al f(z) sin — zdz. (14.17) 
L Jo l 


D ATARA REY WES ERA RAE TE RAE. 
© Xn] 的 倒数 常 称 为 本 征 函 数 的 归 一 因子 . 这 是 因为 
It ofl = 
a x (rds S41 
BD AS TERR Xn (x) /Xn 的 模 为 1 ， BHP (14.15) 和 (14.16) 两 式 还 可 以 合并 写成 
f eade es 
0 


2 
称 为 本 征 函 数 的 正 交 归 一 性 . 
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同样 ， 可 以 得 到 
C= =. / w(x) sin ede. (14.18) 
0 


nana 


这 样 ， 根 据 初 始 条 件 中 的 已 知 函 数 wz) 和 WwWz) ， 计 算出 积分 ， 就 
BY LAS BB RL C 和 D。 ， 从 而 就 求 得 了 整个 定 解 问题 的 解 . 
下 面 简 单 讨论 一 下 解 的 物理 意义 . 先 看 特 解 
un(z,t) = (Ch sin —at + Dn cos Mat) sin = 3 
= Ansin (wnt +dn)sinknz, 


其 中 


nT nn 
wn = —a, kn = —, 


l l 
Ån COS Ôn = Cn， An Sin ôn = Dy. 
因此 ， unla, t) 代表 一 个 驻 波 ， An sin knz 表示 弦 上 各 点 的 振幅 分 
布 ， sin (wnt + dn) 表示 相位 因子 . wn 是 驻 波 的 圆 频率 ， 称 为 两 
端 固定 弦 的 固有 频率 或 本 征 频率 ， 与 初始 条 件 无 关 ; kn 称 为 波 
数 ， 是 单位 长 度 上 波 的 周期 数 ; ón 是 初 相位 ， 由 初始 条 件 决定 . 
TE kax = mr , Efl z = mr/kn = (m/n)l, m = 0,1,2,3, n DBA 
上 ， 振 动 的 振幅 恒 为 0 ， 称 为 波 节 . 包括 弦 的 两 个 端点 在 内 ， 波 
节点 共有 mn+1 个 . 在 isz=(m+1l/2)r， 即 z= (2m + 1)7/2kn = 
(2m+1)l/2n, m = 0,1,2,3,…,n 一 1 的 各 点 上 , 振动 振幅 的 绝对 值 恒 
为 最 大 ， 称 为 波峰 . 波峰 点 共有 n 个 . 整个 问题 的 解 则 是 这 些 驻 波 
WBN. 正 是 因为 这 个 原因 ， 这 种 解法 也 称 为 驻 波 法 . 
就 两 端 固定 的 弦 来 说 ， 固 有 频率 中 有 一 个 最 小 值 ， 即 


wy, = a, 


l 
称 为 基 频 ， 其 他 固有 频率 wn 都 是 基 频 w 的 整数 倍 ， 
On SSNs. 10-2, 3425 
称 为 倍 频 . 弦 的 基 频 就 决定 了 所 发 声音 的 音调 , TES RAE, 45% 
的 质料 一 定 ( 即 p 一 定 ) 时 ， 通 过 改变 弦 的 绷 紧 程度 ( 即 改 变 张 力 
T 的 大 小 ) ， 就 可 以 调节 基 频 w 的 大 小 ， 在 解 式 (14.10) 中 ， 基 频 
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和 倍 频 的 个 加 系数 {Ca} 和 {Dr} 的 相对 大 小 决定 了 声音 的 频谱 分 
布 ， 即 决定 了 声音 的 音色 . 后面 ( 见 (14.20) 式 ) 还 可 以 看 到 ， 和 数 


Sn? [ (Cal? + [Dnl?] 
与 弦 的 总 能 基 成 正比 ， 所 以 就 决定 了 声音 的 强度 . 
还 可 以 进一步 讨论 分 离 变 基 法 的 解 和 行 波 解 ( 见 13.5 节 (13.43) 
A) 的 联系 ， 为 此 ， 先 将 初始 条 件 wz) 和 yle) 作 奇 延 拓 
| -ġ(-z), -I<2<0, 
oz), Os2<l, 
(2) = —y(—2), -l<2xr <0, 
v(x), O<2<l, 
然后 再 延 拓 为 周期 为 2 的 周期 函数 ( 仍 记 为 F(x) 和 Aa). 可 以 
看 出 ,这 样 延 拓 的 结果 保证 了 在 端点 z = ! 也 是 奇 延 拓 . H Sa) 和 
W(x) 展开 为 Fourier 级 数 
G(r) = > On sin ve, V(r) = >; Bn sin Tr, 


其 中 


! l 
= l #(x) sin et rdr = 2 g(x) sin aT rdr, 
Ly, l L Jo l 


! l 
人 if W(x) sin 一 zdz = i/ V(r)sin AT cde. 
Ly, l l Jo l 


+J (14.17) 和 (14.18) 两 式 相 比较 ， 就 可 以 看 出 


Gn=Dn, n= Cn. 


所 以 


Me 


u(x,t) (Cn sin Sat + Dy cos Tat) sin “2 


l 
n 
—— _ nr ， nr 
= 5 Dh [sin y- at) + sin TT (æ +at)| 
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— 


— Bn nn nn 
十 aD [cos T(z — at) — cos PT (a +at)| 


1 1 r+at 
=> [D(x — at) + B(x + at)} + 7 J W(x)dz. 


和 行 波 解 的 形式 完全 一 致 ， 只 不 过 这 里 的 S(r) M P) 是 由 初始 条 
件 wz) A yir) 按照 前 面 的 法 则 延 拓 而 得 的 . 另 一 方面 ， 这 样 得 到 
的 解 式 u(z,t) ， 当 然 只 适用 于 区 间 0< z < ! 中 . 

从 上 面 的 讨论 还 可 以 看 出 波动 在 两 端 固定 弦 上 的 传播 过 程 . 
为 了 简单 起 见 , 仍 以 单纯 由 初 位 移 引 起 的 波动 为 例 . 当 t > 0 时 , 初 
位 移 也 像 在 无 界 弦 上 分 别 向 左右 传播 ， 不 同 之 处 是 到 达 端 点 xz =0 
或 x = |! 时， 必须 反射 回来 ,并 伴 有 额外 的 相位 损失 (ENEN A 
r= 二 0 和 7z =! 必须 作 奇 延 拓 ， 这 是 由 两 端 固定 这 样 的 边界 条 件 决 
定 的 ) . 就 粥 上 任意 一 点 在 任意 一 个 时 刻 的 位 移 而 言 ， 它 就 是 初 位 
移 在 两 个 端点 间 多 次 反复 反射 而 登 加 出 的 结果 . 对 于 初速 度 激 发 
的 波动 ， 当 然 也 可 以 类 似 地 讨论 . 


练习 14.1 ”如 果 定 解 问题 中 的 边界 条 件 改 为 
Ou(z, t) Ou(=, t) 
Oe lense Oz 
试问 : 这 时 应 该 如 何 将 初始 条 件 作 延 拓 ? 
练习 14.2 ”如 果 定 解 问题 中 的 边界 条 件 改 为 
Ou(z,t) 


BGO gine Soe 


= 0. 


zal 


= 0, 


ral 


这 时 又 该 如 何 将 初始 条 件 作 延 拓 ? 


现在 再 扼要 总 结 一 下 利用 分 离 变 基 法 求解 偏 微分 方程 定 解 问 
题 的 基本 步骤 : 
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1. 第 一 步 ， 分 离 变 其 . 这 一 步 之 所 以 能 够 实现 ， 先 决 条 件 是 
偏 微分 方程 和 边界 条 件 都 是 齐 次 的 . 而 分 离 变 其 的 结果 ,是 得 到 了 
(一 个 或 多 个 ) 含有 待定 常数 的 齐 次 常 微分 方程 和 齐 次 边界 条 件 ， 
Bl (一 个 或 多 个 ) 本 征 值 问题 . 

2. 第 二 步 ， 求 解 本 征 值 问题 . 

3. 第 三 步 , 求 出 全 部 的 特 解 ， 并 进一步 下 加 出 一 般 解 . 这 里 ， 
显然 事先 没有 任何 理由 弃 去 其 中 的 任何 一 个 特 解 . 

4. 第 四 步 ， 利 用 本 征 沙 数 的 正 交 性 定 登 加 系数 . 

严格 说 来 ,， 上面 得 到 的 还 只 是 形式 解 . 对 于 具体 问题 , 还 必须 
验证 : 

1. 这 样 得 到 的 ulz) 昌 是否 满足 偏 微分 方程 ， 换 名 话说， 级 数 
解 是 否 可 以 逐 项 求 二 阶 偏 徽 商 ; 

2. 这 样 得 到 的 wz, 昌 是 否 满足 边界 条 件 ， 换 自 话 说 ， 级 数 解 
ay Fo uh BK xe TEE, 

3. 在 定 登 加 系数 时 ， 逐 项 积分 是 否 合法 . 

当然 ， 关 于 这 三 个 问题 ， 都 涉及 到 级 数 解 的 收敛 性 . 由 于 系数 
Cn 和 Dn 是 由 ol) Al yl) 决定 的 ， 因 而 %z) 和 v(x) 的 性 质 就 决 
定 了 对 这 三 个 问题 的 回答 . 详细 的 讨论 见 参 考 书目 fl). 假定 以 后 
所 讨论 的 问题 都 能 够 满足 收敛 性 的 要 求 ， 不 再 重复 讨论 . 

从 理论 上 说 ,分离 变 其 法 的 成 功 ， 要 取决 十 下 列 几 个 条 件 : 

1. 本 征 值 问题 有 解 ; 

2. 定 解 问题 的 解 一 定 可 以 按照 本 征 函 数 展开 ， 换 多 话 说 ， 本 
AE ly HOODS he HS AY 

3. 本 征 画 数 一 定 具有 正 交 性 . 

以 后 将 在 适当 时 候 回 答 这 几 个 问题 . 


练习 14.3 ”将 下 列 方程 分 离 变量 : 
8? 82 ə ; 
(1) ar(a) 5 + by O + ca(7) 7 + bau) = 0; 
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10 Ou 1 O02u 

Sai pp L eel 
(2) ror G =) T r2? O92 

下 1 9 au 
Oy a a (+ r) pind oe 6 


(4) = ( sina w) sina =) 
ða \ cosh 8 — cosa da OB \ cosh 8 — cosa 08 


1 Pu _ 5 
sin e(cosh § — cosa) 3p? ` 


提示 : 作 变 换 wu(a, b, o) = y cosh 8 - cosa v(a, B, 9) - 
练习 14.4 ”求解 下 列 各 本 征 值 问 题 ， 证 明 各 题 中 本 征 函 数 的 正 交 性 ， 
并 计算 本 征 栅 数 的 模 方 : 


ay d X" +x =0, (2)  X"+AX =0, 
x(0)=0, X(t) =0: x(0)=0, XM) =0; 


入 ”十 A 入 二 0, X” +AX=0, 

(3) { x0)=0, XD=o © | X(a)=0; X()=6: 
X"4XX = 0, X"+4,XX = 0, 

(5) | 入 (0) = 0， (6) | a, X(0) + 3,X'(0) 三 0, 
aX(l) + BX' = 0; az X (L) + 82X' (1) = 0. 


练习 14.5 ”如 果 定 解 问题 中 的 偏 微分 方程 和 初始 条 件 都 是 齐 次 的 ， 那 
么 仿照 上 面 分 离 变 量 的 步骤 一 定 可 以 得 到 
T” (t) + Aa? T(t) = 0 , 
T(0)=0, T’(0) =0. 


是 否 存在 特定 的 和 (A OE eR ES TU ? 读者 可 从 两 种 角度 来 
回答 这 个 问题 : (1) 直接 求解 ， (2) 根据 第 六 章 中 介绍 的 常 微分 方程 理论 . 
从 这 个 问题 的 回答 中 ， 你 能 得 出 什么 普遍 性 的 结论 ? 


现在 讨论 一 下 瑟 的 总 能 基 . 在 任 一 时 刻 上 ， 弦 的 动能 和 位 能 分 
别 是 
/re 
所 以 ， 总 能 基 为 
l 2 l 2 
EW =3 | (=) ar+3 | r (2) 7A (14.19) 
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将 解 式 (14.10) 代入 ， 利用 本 征 肖 数 的 正 交 归 一 性 ， 就 容易 求 得 


mra’ 


= P el [ICa]? + |Dnl?]. (14.20) 


SAGMBAENM, 5153, e 

根据 弦 的 总 能 其 守恒 ， 还 可 以 证 明定 解 问题 (14.1) 的 解 的 唯 
一 性 . 这 是 因为 ， 如 果 此 定 解 问题 有 两 个 解 ，ui(z,t) 和 u(x,t), 
那么 ，v(z,t) 三 ww(z,t) 一 tw2(z,t) 就 一 定 满足 定 解 问题 


Ov 2 Ov 
和 O<2r<l,t>0, 
v| <0 0, wees 7 0, rEg 
Ov 
一 一 = <r<l 
o NEP 0 Bt le-o 0< 2 


只 要 能 够 证 明 v(z,t) = 0 BA. 从 物理 上 可 以 判断 ， 这 肯定 是 正确 
的 .从 能 基 守 恒 的 要 求 来 看 ， 当 上 = 0 时 弦 的 总 能 基 为 0 ， 因 此 以 
后 的 任 一 时 刻 t， E(t) 均 为 0. 这 意味 着 一 定 有 

Ov Ov 


Or at 
即 v(z, 为 常数 . 由 初始 条 件 或 边界 条 件 ， 都 能 定 出 此 常数 为 0 . 


14.2 ”矩形 区 域内 的 稳定 问题 


上 一 节 采 用 分 离 变 其 法 求解 了 两 着 固 定 弦 的 日 由 振动 问题 ， 

得 到 的 解 是 无 穷 多 个 驻 波 的 登 加 . 这 种 解法 具有 普遍 意义 ， 也 适用 
于 热传导 方程 和 稳定 问题 (例如 Laplace 方程 ) 的 定 解 问题 ,下面 ， 
再 用 分 离 变 基 法 求解 矩形 区 域 中 Laplace 方程 的 边 值 问题 ， 以 加 深 
对 于 分 离 变 其 法 的 理解 . 

O 更 严格 的 办 法 是 仿照 13.6 节 的 作法 ， 直 接 由 (14.19) 式 推出 dE/dt =0, ， 而 
不 依赖 于 具体 的 求解 方法 (例如 ， 分 离 变 量 法 ) . 这 只 要 将 (14.19) AM tke, AA 
方程 (14.1a) 及 由 边界 条 件 (14.1b) 导出 的 〔Bu/6t) _， =0 和 (du/dt) _ = OM 
可 证 得 . 


r=0 
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设 有 定 解 问题 


Ou Ou 
at top” O<r<ad<y<b, (14.21a) 
Ou 
ul o = 0, Be lice 0, O<y<b, (14.21b) 
Ou 
Uo fe) yla = O<2r<a. (14.21c) 
仍 用 分 离 变 其 法 求解 .为 此 ， 令 
u(z,y) = X(x)Y(y), (14.22) 


代入 方程 (14.21a) ， 分 离 变 其 ， 即 得 
X"(r)¥(y) = —X(r)Y (y). 
于 是 就 得 到 
X" (x) z  Y”(y) 
X(x) Y (y) 
eae 左 端 只 是 T AY pe BX (与 yY 无 关 ) ， Aa ig E y 的 项 
数 (与 z 无 关 ) ， 因 此 ， 就 必须 共同 等 于 一 个 既 与 > 无关、 又 与 y 无 
FYB. 令 这 个 常数 为 -入 ， 上 面 的 结果 又 可 以 写成 
X"(x) + AX(r) = 0 和 ¥"(y) — AY (y) = 0. 
同样 ， 代 入 关于 z 的 一 对 齐 次 边界 条 件 (14.21b) 
X(0)¥(y)=0,  X'(a)Y(y)=0, 
也 可 以 分 离 变 其 得 


X(0)=0, X'(a)=0. 
这 样 ， 我 们 又 得 到 了 一 个 本 征 值 问 题 
X” (x)+AX(z)=0, (14.23a) 
X(0)=0,  X'(a)=0. (14.23b) 
可 以 证 明 ， 
入 / X(z)X*(z)dz = 一 f i X” (z) X*(x)dz 


| 


-XXX(z)X"(z)|。 +f X' (Z) (x)dr, 
0 
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代入 边界 条 件 (14.23b) ， 就 可 以 看 出 ， 如 果 这 个 本 征 值 问 题 有 解 的 
话 ， 本 征 什 , 

J X’ (a2) X” (x)dz 

eni e 

| X(z)X”(x)dzr 

一 定 为 正 ， 于 是 ， 常 微分 方程 (14.23a) 的 通 解 就 是 
X(r)= Asin Vz + B cos VM. 

代入 边界 条 件 (14.23b) ， 得 到 B =0, A #0, cos VM =0. TE, 就 
求 出 了 本 征 值 


dn = (7) ， ne ee eee (14.24) 
2a 
FAS HE PRL 
Xn(zr) = sin oo TT. (14.25) 
相应 地 ， 可 以 求 出 | 
Ya (y) = Cn sinh ants ry + Dn cosh eh 


2a 
于 是 ， 就 得 到 了 既 满足 Laplace 方程 (14.21a) 、 又 满足 齐 次 边界 条 
{F (14.21b) 的 特 解 


uns) = (Cusinh et 2n 十 1 


my + Dn cosh 


将 这 无 穷 多 个 特 解 到 加 起 来 ， 就 得 到 一 般 解 


，，27m 十] 2n+1 
u(z,y) = > (Cr sinh z TY + Dn cosh 


n=0 


代入 关于 yy 的 一 对 边界 条 件 (14.210) , 


oO 


， 2n+1 
u| o = >》 Dn sin — TT = f(z), 
n=0 


OS 


Ou 2n + 1 2n+ 1 
Oy = a T (c cosh o 
y =b n=0 
+ D, sinh ey ~xb) sin any Die = GQ. 
2a 2a 


绸 次 根据 本 征 函 数 的 正 交 归 一 性 ， 


sin as TZ sin aa ere = aan (14.28) 
í 2a 2a 2 
就 可 以 求 得 

= = / f(x) sin nel nrdz (14.29) 

0 
和 
Coie are pe N a rb = 0, 
2a 2a 

由 此 得 

Gh a a a (14.30) 


这 样 ， 就 求 出 了 和 矩形 区 域内 Laplace 方程 边 值 问题 (14.21) 的 级 数 
ff. 如 果 知 道 了 f(x) 的 具体 形式 ， 就 可 以 进一步 求 出 个 加 系数 Cn 
和 Dn 的 具体 形式 . 

在 这 个 问题 中 ， 因 为 是 稳定 问题 ， 与 时 间 上 无关， 因此 不 出 现 
初始 条 件 . 用 分 离 变 其 法 求解 时 ， 则 足 采 用 关于 r 的 一 对 齐 次 边 
界 条 件 构 成 本 征 值 问题 ， 而 用 另 一 对 边界 条 件 定 合 加 系数 . 


练习 14.6 ”如 果 将 关于 Yy) 的 常 微分 方程 的 通 解 写成 别 的 形式 ， 例 


加， 
2 l 2 1 
(1) Yalu) = Aexp { iles ry} + Bexp{ - ay ry}, 
2a 2a 


2n+ 1 2n 
(2) ¥n(y) = Asinh 一 一 一 于 一 一 一 TV 十 Bcosh 


+1 
T(b SS y), 


有 ARERR? (2) 采用 何 各 形式 的 
Yaa) ， 计 算 更 简单 ? 
练习 14.7 ”如 果 定 解 问题 的 边界 条 件 全 是 非 齐 次 的 ， 例 如 


eg 0<z<a,0<y<b 
一 一 一 = U, x a, ` 
ðr? — Oy? 4 

Ou 
u 三 一 一 = ， O<y<b, 

[ee | g(y) <y<bt 

Ou 

1 = or), — = Wt), 0O<r<a 


LEAL m A] AY ps TE PE OR A ? 
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14.3 ”多 于 两 个 自 变量 的 定 解 问题 


前 两 节 中 , 讨论 的 偏 微分 方程 定 解 问题 都 具有 两 个 白 变 其 . 对 
于 两 端 固定 弦 的 自由 振动 , 我 们 利用 齐 次 偏 微 分 方程 和 齐 次 边界 条 
件 分 离 变 基 , 导出 本 征 值 问题 并 求解 ， 再 由 满足 齐 次 方程 和 齐 次 边 
界 条 件 的 全 部 特 解 个 加 出 一 般 解 ， 最 后 利用 初始 条 件 定 出 登 加 系 
数 . 在 14.2 节 的 二 维 Laplace 方程 的 边 值 问题 中 ， 则 是 利用 齐 次 方 
程 和 齐 次 边界 条 件 分 离 变 其， 利用 非 齐 次 边界 条 件 定 局 加 系数 . 当 
定 解 问题 的 自 变 基 超过 两 个 时 (当然 时 间 变 甚 最 多 只 能 一 个 ) ， 原 
则 上 可 以 类 似 地 求解 . 但 也 有 一 些 技术 性 的 细节 需要 注意 . 下 面 就 
扼要 地 讨论 一 下 矩形 介质 的 热传导 问题 , 假设 介质 的 四 周 绝 热 , 通 
过 这 个 实例 ， 可 以 看 到 ， 由 于 自 变 基数 目的 增多 ， 以 及 边界 条 件 类 
型 的 改变 ， 求 解 过 程 中 又 出 现 了 一 些 新 的 特点 . 


现在 的 定 解 问题 是 
Ou u Ou 
a (55 3) = Q, 0<r<a,0<y<b,t>0, (14.31a) 
ia oi =0, 0<y<b,t>0, (14.31b) 
Ox r=0 Ox ra 
Ou Ou 
pri 一 — 一 <r< > LC 
By x 0, De 0, O<a2<a,t>0, (14.31c) 
u|,- = P(E): O<r<a,0<y<b. (14.314) 
设 
u(z,y,t) = v(x, y)T (t), (14.32) 
代入 方程 ， 分 离 变 其 ， 得 到 
ay dv 
T(t) + AxT(t) = 0, (14.34) 
其 中 和 FES) EAT 5 ERY FE TR. FES 
u(z,y) = X(x)¥(y), (14.35) 
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代入 方程 (14.33) 及 边界 条 件 (14.31b) 、(14.31c) ， 再 次 分 离 变 基 ， 
可 以 进一步 得 到 


X” (x) + pX(z) = 0, (14.36a) 

X'(0)=0, X’(a)=0 (14.36b) 
和 

Y"(y)+ vY(y) = 0, (14.37a) 

Y'(0)=0, Y'(b)=0. (14.37b) 


这 里 又 引进 了 两 个 常数 py 和 wv, 但 jy,v 和 和 中 只 有 两 个 是 独立 的 ， 
它们 必须 满足 y+v= 入 . 为 了 书写 的 方便 ， 我 们 额外 地 多 写 了 一 
个 常数 . 

现在 就 着 手 求解 本 征 值 问题 (14.36) ， 为 此 ， 首 先 仿照 前 两 节 
的 做 法 ， 求 得 

u| X(T)X" (rz)dz = -f X” (z)X*(z)dz 


0 


! 
= -XWX Eht XX)ae 
0 


l 
= / X'(x)X"" (x)dz. 


所 以 ， 一 定 有 
| X (rz)X (x)dz 
u = 一 一 0. 
J X (z) X” (T)dzr 
和 前 两 节 不 同 的 的 是 这 里 可 以 允许 4 =0， 这 是 因为 当 j=0 时 ， 
本 征 值 问题 (14.36) 仍然 有 非 零 解 X(z) = A, A 是 任意 常数 . 这 样 ， 


pio = 0 (14.38) 
也 是 一 个 本 征 值 ， 相 应 的 本 征 函 数 可 以 取 为 
Xo(z) = 1. (14.39) 
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当 >0 时 ,方程 (14.36a) 的 通 解 为 
X(z) = Asin ypx + B cos ypz, 
代入 边界 条 件 (14.36b) A 
x'(0) = AVi = 0, 
X'() = AVhcos yil- BYjisin yal = 0. 
所 以 ， A=0,B40,sin Val=0. 因此 求 得 vi = nr Bf 


m= (£Y, n=1,2,3, (14.40) 
相应 的 本 征 函数 是 ( 取 B = 1) 
Xn (x) = cos oe. (14.41) 
把 4&=0 和 Aw>0 的 结果 合并 起 来 ， 就 可 以 统一 写成 
本 征 值 lin = 人 n=0,1,2,3,-:-, (14.42a) 
本 征 函 数 Xn(z) = cos 一 到 (14.42b) 
同样 可 以 解 得 本 征 值 问 题 (14.37) 的 解 为 
本 征 值 Vin = (=y, matae a 
ASE BRR ¥n(z) = cos Ty. (14.43b) 


b 

必须 注意 ， 这 里 的 nn 和 m 是 互相 独立 的 . 对 于 给 定 的 Alm, FP 
进一步 求 出 方程 (14.34) 的 通 解 

Too (t) = Apo, i= m= 0. 

Tam(t) = Anme ">: 其 他 情形 ， 
并 且 又 可 以 写成 统一 的 形式 

Tam(t) = Anm mt _n=0,1,2,3,---, m=0.1,2,3,---, (14.44) 

其 中 

Anm = Hn + vm = (=) + (=) ‘ 
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因此 ， 就 求 得 整个 定 解 问题 的 特 解 
Xn (TYm(Y) Tnm(t) 


= Anm cos a COS “Sy p anon (14.45) 


Unm(T, Y, t) 


oO 
NA maT =N ct 
= Anm COS ~~ ECOS Ye aii 
a 


= 3 SA, m cos ~= COS EY 
? exp {- (zy 4 (=y ct (14.46) 
代入 初始 条 件 ， 有 


oc oc 
u(x, y, Haa = > 5 Anm COS a cos ary 


= 9(z,y). (14.47) 

下 一 步 当 然 就 应 当 根 据 本 征 函 数 的 正 交 性 定 出 登 加 系数 . 需要 注 
意 ， 现 在 既 要 用 到 {Xn(z),n = 0,1,2,3,…} 的 正 交 性 ， 又 要 用 到 
{Ym (9y),m = 0,1,2,3,…} 的 正 交 性 ， 缺 一 不 可 . 其 次 ， 考 虑 到 它们 
的 正 交 归 一 性 ; ) 
| XXw (ede 


5 ERETI (14.48) 


b 
i b 
O 


在 计算 中 还 需要 留心 区 分 m”=0 n40 M m=0 5 m #0 WIA 
形 . 计算 的 结果 是 


ae 4 1 


a b 
x | i p(z, y) cos Ty cos Lay drdy. (14.50) 
ado a b 
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14.4 ”两 端 固定 弦 的 强 追 振动 


在 前 几 节 的 讨论 中 ， 我 们 特别 强调 了 齐 次 偏 微 分 方程 和 齐 次 
边界 条 件 在 分 离 变 其 法 中 的 关键 作用 : 因为 方程 和 边界 条 件 是 齐 
次 的 ， 分 离 变 量 才 得 以 实现 . 读者 自然 要 问 ， 如 果 定 解 问题 中 的 方 
程 和 边界 条 件 不 是 齐 次 的 , 还 有 没有 可 能 应 用 分 离 变 其 法 . 这 一 市 
就 讨论 方程 是 非 齐 次 的 情形 . 

为 了 突出 对 于 方程 非 齐 次 项 的 处 理 ， 我 们 研究 纯粹 由 外 力 引 
起 的 两 端 固定 弦 的 强迫 振动 ， 弦 的 初 位 移 和 初速 度 均 为 0. 这 样 ， 
定 解 问题 就 是 


Oru »0°u 

OE 一 也 Aye = f(z, t), O<2r< L, t> 0, (14.51a) 

u| = 0， ul = 0, t > 0, (14.51b) 
Ou 

ul o 0 m 0<z<l. (14.51c) 


对 于 这 个 问题 ， 原 则 上 有 两 种 处 理 方法 . 首先 ,按照 求解 非 齐 
次 方程 的 一 贯 做 法 ， 不 妨 先 求 得 非 齐 次 方程 的 一 个 特 解 v(z,t) ， 


2 2 
S 一 aos = f(z, t). (14.52) 
这 样 ， 如 果 设 
u(x,t) 二 ULZt) + w(2,t), (14.53) 
则 w(x, t) 一 定 是 相应 齐 次 方程 的 解 ， 
gw 28? w _ 
需要 注意 ， 为 能 应 用 分 离 变 其 法 ， w(z,t) 必须 满足 齐 次 边界 条 件 
wlr t) _, ='0), wa, Hli =Q. (14.55) 


确切 地 说 ， 我 们 所 要 寻求 的 特 解 v(z,t) 应 该 同时 满足 非 齐 次 方程 
和 齐 次 边界 条 件 . 一 旦 求 得 了 这 样 的 特 解 ， 重 复 第 14.1 节 中 的 步 
PR, BRUT LAS wat) 的 一 般 解 
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CO 


u(x,t) = v(z,t) p? (Cn sin at + Dn cos mm at) sin aes (14.56) 


再 代入 初始 条 件 ， 有 


A n Trs sae) 
一 l E ðt 


` 
t=0 


7A) FAS GE ee BY TE SCPE, RABY LA E h Be RL 
2 ' Ov(z, t) 


NT 
Cn = 一 一 一 sin — , 4.5 
ma ET = sin 7 zde (14.57) 
2 ' NA 
Dn = — 7) v(x, 0)sin yrds. (14.58) 
0 


这 种 解法 可 以 简单 地 称 为 方程 齐 次 化 法 . 但 机 注意, 在 将 非 齐 次 方 
程 齐 次 化 的 同时 ， 必 须 保 持原 有 的 齐 次 边界 条 件 不 变 ， 所以， 完整 
的 、 准 确 的 说 法 应 该 是 称 为 方程 和 边界 条 件 的 同时 齐 次 化 . 这 种 解 
法 的 关键 就 在 于 求 得 特 解 v(x,t) . 如 果 方 程 的 非 齐 次 项 f(x, t) 的 形 
式 比较 简单 ， 可 以 尝试 采用 这 种 解法 . 

从 求解 过 程 可 以 看 出 ， 齐 次 初始 条 件 的 限制 可 以 取消 . 

先 举 一 个 简单 的 例子 ， 方 程 的 非 齐 次 项 只 是 z 的 函数 . 

例 14.1 ”求解 定 解 问题 


Ou oe 

De = a 9x2 a= f(x), 0O<r<l,t>Od, (14.59a) 

ul _,=0, ul__, =9, t>0, (14.59b) 

u| 0 wl si Ve (14.59c) 
t=0 ot t=0 ? 一 = 


其 中 f(z) A Aw RR. 
解 这 里 只 给 出 解 题 的 主要 思路 . 由 于 方程 的 非 齐 次 项 只 是 zx 
的 函数 ， 我 们 就 可 以 把 齐 次 化 函数 也 取 为 只 是 z 的 函数 ， 即 设 


u(x,t) = v(x) + w(z,t), (14.60) 


311 


其 中 v(e) 可 以 由 常 微分 方程 的 边 值 问题 
oz) = -5 f(e), 
»(0)=0, de0 
容易 地 求 出 ， 而 ule t) 则 满足 定 解 问题 


Ow Pw 

one ao 

w| 9 = wl, = 

w|., = —v(z) ĝu ea 
也 不 难 求解 . 


再 举 一 个 比较 复杂 的 例子 . 
例 14.2 求解 定 解 问题 


Ou o0 u = . 

OE — a 3r? = Ag sin wt, 

uy, =0, ul _,=0, 
Ou 

| 0 0, Ot ‘<6 =) 


ILE a, Ao kw 均 为 已 知 常数 . 
解 设 


O0<zr<l,t>0, 


O<x<l,t>0. 


u(x,t) = v(z,t) + w(2,t), 


其 中 的 齐 次 化 函数 v(x, t) RA 


v(z,t) = f(r) sinwt. 


(14.61a) 


(14.61b) 


(14.62a) 


(14.62b) 


(14.62c) 


(14.63a) 


(14.63b) 


(14.63c) 


(14.64) 


(14.65) 


我 们 选择 f(z) ， 使 得 v(x,t) 满足 非 齐 次 方程 及 齐 次 边界 条 件 ， 即 


-= w f(z) — a’ f” (£) = Ao, 


f(0) = 9, 


f() =0. 
FE FTIR E GRD Tr TE (14.660) 的 通 解 为 


A 
f(ix)= 一 一 + Asin “x + Boos “z. 
w a a 
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(14.66a) 


(14.66b) 


利用 齐 次 边界 条 件 (14.66b) 可 以 定 出 


— Ao — Ao san! 
= 一 A= J2 tan aa 
于 是 
far = Bo (Q — COS Zr) — tan at sin “2 
w a 2a a 
DO C/G) 
wy? | cos(wl /2a) l 0 
这 样 就 能 导出 w(z,t) 所 满足 的 定 解 问题 ， 
Ow >80 w 
g l 2 O<r<1t>Q0, (14.68a) 
wl =0, w| _ =0, t>0, (14.68b) 
I 二 0 二 一 
w| = 0, x = —wf(z), 0O<r<l. (14.68c) 
t=0 Ot \i=0 > i 
容易 求 出 此 定 解 问题 的 一 般 解 为 
.NT nr . NT 
w(z,t)= ` |c» sin T% + Dn cos E at! sin Te (14.69) 


n=l 


利用 上 面 的 初始 条 件 就 可 以 定 出 


DD = 0, (14.70a) 
2w f . NT 
Cn = 一 一 一 f(z) sin — rdr 
nna Jo l 
__  2Aowl? 1 — (—)" 1 
= na n2 (mn7a)2 — (wl)? tet) 
这 说 明 ， 只 有 n= 奇数 时 ， Cn, 才 不 为 0. 这 样 ， 最 后 就 求 出 了 
4Aqwl? = 1 1 
} H = — ee ee ee 
ne 7a > E +1)? (2n + Lra]? - (wl)? 
x sin aa: : mx sin zn heat (14.71) 


和 
Ao cosw(Tz 一 !/2)/a | . 
f cos(wl/2a) | ee 
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4Aqw!* 1 1 
= ma Ds fe + 1)? [(2n + lra}? — (wl)? 


n=0 


2n +1 


. 2n 
x sin z sin 


mat |. (14.72) 


在 上 面 的 解 题 过 程 中 ， 还 忽略 了 一 个 特殊 情形 ， 即 强迫 力 的 
角 频 率 w 正好 是 弦 的 某 些 固 有 频率 ， 例 如 w= (2k+1)ra/l,k A 
个 确定 的 非 负 整数 时 ， 弱 在 强迫 力 的 作用 下 会 发 生 共 振 现象 . 表 
现在 求解 过 程 中 ， 作 为 常 微分 方程 边 值 问题 (14.66) 的 解 ， (14.67) 
式 即 失去 意义 ， 此 后 的 解 题 过 程 均 需 作 相应 的 修改 . 事实 上 ， 最 后 
的 解 应 该 就 是 (14.72) ATE w > (2k + 1)ra/l 下 的 极限 值 ， 为 此 ， 将 
(14.72) 式 中 和 式 内 n = 大 的 一 项 单独 提出 ， 而 改写 成 


、 Ao cos(w(x—1/2)/a)} . 
u(x,t) = a i Goel /on) sin wt 
4Agul* 1 1 
ma (2k + 1)? ((2k + 1)ra}? — (wl)? 
, 2k+1 . 2k+1 
X sin Ta 


i WX Sin i 


_ 4 Aqui? 5 1 1 
Ta (2n + 1)? [(2n + 1ra)? — (wl)? 


=0 


.2n+1 .2n+1 
x Sin i Wr sin 7 nat 


加 Aol? (1 — cos 2k + hae) sin 2k +1 
~ [(2k + 1)za]? l l 


[(2k + 1)za]? 2a a wa (2k+1)? 


x l sin 人 sin 2 rat 
[(2k + 1)za]? — (wl)? l 


Tat 


— 4Aowl? 1 1 
ra, a (2n + 1)? [(2n + 1)xa}? — (wl)? 


. 2n+1 . 2n+1 
x sin ca sin rat |, 
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其 中 > 表示 和 式 中 不 含 n = 项 . 当 w 一 (2k 十 1)raJl 时， 上 式 中 
大 括号 内 的 表达 式 为 不 定式 ， 可 以 求 出 它 的 极限 值 ， 从 而 给 出 解 


u(x,t) 三 一 At __ 1 — cos eg 
2 [(2k + 1)na}? l 
一 es sin oni a sin celia Caul 
(2k + 1)x l 
— 24o COS oes +i nr sin 二 nat 
[(2k + 1)ra}? |l l l 


at . 
+ Fas 


2k+1 2k +1 | 
——— TZT COS i nat 


4Ao(2k + 1)? ` 1 1 
n’a? (2n + 1)? (2n + 1)? — (2k + 1)? 


n=0 


x sin ant ae sin mt trat| (14.73) 


对 于 稳定 问题 ， 如 果 方 程 是 非 齐 次 的 ， 也 可 以 类 似 地 处 理 . 
例 14.3 求解 定 解 问题 
u u 


ae oyp M 0<z<a,0<y<b, (14.74a) 


=0, 0<y<b, - (14.74b) 


tt! o = g(r), ul =r), 0<zr<a. (14.74c) 
解 应 用 第 十 三 章 中 的 方法 , 容易 求 出 方程 (14.74a) 的 通 解 是 
ety + f(z + iy) + g(x — iy). 
AY LAT MAKR f 和 9 ， 例 如 ， 


f(t iy) + g(x — iy) = [(x + iy)? — (z —iy)?] = ~ 50° ey, 
使 得 到 的 解 
viz, y) = = (x? — a’) xy (14.75) 
满足 齐 次 边界 条 件 
o(z,y)| =0，u(z, 引 | = 0 
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A 
u(x, y) = v(z,y) + w(x, y), (14.76) 
就 可 以 导出 w(z,t) 所 应 满足 的 定 解 问题 ， 


Ow Zw = 


da? + aye =o O<r<ad<y<b, 
wlio =9 wl,_,=0, O<y <b. 


2 0 = O27): wl _, = p(z) 一 > (2? 一 a”) a Oe <a. 


其 中 的 方程 和 一 对 边界 条 件 都 是 齐 次 的 ， 因 此 ， 很 容易 求解 . 


练习 14.8 ”如 果 定 解 问题 中 的 方程 和 初始 条 件 部 足 非 齐 次 的 ， 但 边 案 
条 件 仍 是 齐 次 的 ， 例 如 ， 


Pu’ ,Ou 
ul = 0, u = 0 !>0 
r=0 r=l 
Ou 
uo =O) ， Bl| = ¥@ Oss 


重复 上面 的 办 法 ， 利 用 分 离 变 量 法 求解 . 
练习 14.9 如果 定 解 问题 中 的 方程 和 边界 条 件 都 基 非 齐 次 的 ， 例 如 ， 


Oru ð? u 
Logane T, Ł), 0<z<l,t>0, 
aa a ga Aet) 
| no = tt), 7 _, RoUe hae: 
9 
t=0 ot #=0 


这 时 是 否 仍 然 可 以 仿照 上 上 而 的 方法 求解 ? 


如 果 方 程 非 齐 次 项 f(z,t) 的 形式 比较 复杂 ， 难 以 求 得 非 齐 次 
方程 的 特 解 , 就 可 以 采用 下 面 的 第 二 种 解法 . 这 种 解法 的 中 心思 想 
是 设法 找到 一 组 本 征 函 数 {X;(z), n= 1,2.3,---}, ABATE 
Re sc eH, AGA, BEAT LORE BER HY AE u(z.t) 及 非 齐 次 方程 的 非 
齐 次 项 f(x, t) PRATER BUR 


u(x,t) = I Tait) Xn(z), (14.77) 


n=] 
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— S an (t)Xn(2), (14.78) 


然后 再 设法 求 出 T.(t) 即 可 .由 于 Tat) XE CPR, Ee 
常 微分 方程 (组 ) ， 有 可 能 比 求解 偏 微分 方程 来 得 简单 . 

本 征 孙 数组 {Xa(z)} 的 选取 ， 首 先 当 然 必 须 满足 定 解 问题 的 
齐 次 边界 条 件 (14.51b) ， 即 

X,(0)=0, Xn(l)=0. (14.79) 

对 于 {Xn 所 满足 的 微分 方程 ， 原 则 上 说 ， 并 没有 什么 限制 . 但 
从 实际 可 行 性 来 看 , 最 简单 的 做 法 是 选择 {Xn(z)} 为 相应 齐 次 定 解 
问题 的 本 征 函 数 ， 即 满足 由 齐 次 偏 微分 方程 和 齐 次 边界 条 件 


二 一 一 0 =; = 0, O<2r<l,t>0, 


分 离 变 其 而 得 到 的 本 征 值 问题 
Xi (£) + AnXn(z) = 0, 
X00)... XE 0: 
这 样 ， 把 wu(z,t) 和 f(z,t) 的 展开 式 (14.77) 和 (14.78) 代入 偏 微分 方 
程 (14.51a) ， 并 逐 项 微 商 ， 
2 =a 3 Tn (t) Xn (2) = >D 
利用 Xale) 所 满足 的 常生 分 方程 又 可 以 化 成 
rox (£) +a? > OXG) = Yo ote )Xn(z). 


再 根据 本 征 函 数 的 正 父 性 ， 就 得 到 T(t) ) 所 满足 的 常 微分 方程 
T(t) + Ana Tn(t) = gn (t). (14.80) 
同样 ， 将 ule, t) 的 展开 式 (14.77) 代入 初始 条 件 (14.51c) ， 也 可 得 到 


>》 TODXn(z)=0， >》 Ta (0)Xn(0) = 
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ARTE AS EPR EAE ASE, BD AES ty 
Ta (0) = 0, T,,(0) = 0. (14.81) 
用 解 非 齐 次 常 微分 方程 的 常数 变易 法 ， 或 者 用 Laplace 变换 ， 就 可 


以 最 后 求 出 非 齐 次 方程 (14.80) 在 初始 条 件 (14.81) 下 的 解 


T(t) = oe J gn(T)sin a(t — 7) dr. (14.82) 
0 


这 第 二 种 解法 ， 称 为 按 相应 齐 次 问题 的 本 征 函 数 展开 法 . 


练习 14.10 “为 什么 本 征 函 数组 {Xa(z)} 必须 满足 定 解 问题 的 齐 次 边 
界 条 件 (14.51b) 或 (14.79) ? 这 个 限制 是 否 可 以 取消 ? 


也 还 可 以 用 第 二 种 方法 求解 例 14.2 中 的 定 解 问题 ， 相 应 齐 次 
问题 的 本 征 函 数 已 经 在 14.1 节 中 给 出 ， 因 此 可 以 设 


u(x,t) = 》 Ta(t)sin Ti (14.83) 
n=l 


同时 将 非 齐 次 项 Ao sin wt th IX —AA ERR. 


l 24o vn 1- (-1)” .nn . 
Ao sin wt = ee 2 一 一 全 sn 一 rsinwt, (14.84) 
代入 方程 (14.63a) 和 初始 条 件 (14.63c) ， 就 得 到 
T” (t) + (a) Talt) = ~ atc sin wt, 
T(0) = 0, 2 (0) = 0. 


解 之 即 得 


2 _y\n 
T(t) = APD 1 


T n (nra)? — (wl)? 


sinwt 


因此 又 可 以 求 出 例 14.2 的 另 一 种 形式 的 解 
4A? <a 1 1 nt 
a ae = ntilQntira - (wh 1 


一 0 


nr sinwt 


4.4ou13 3 1 1 
na (2n + 1)? [(2n + ijra}? ~ (wl)? 


n=0 
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1 nr | 
TL Sn a 


， 27 十 
= xsin 


(14.86) 


将 (14.72) 式 中 的 齐 次 化 函数 也 按 本 征 函数 组 {sin “Te, n = 


1,2,3,… } 展开， 就 可 以 将 (14.72) 式 化 为 (14.86) R: 


对 于 稳定 问题 ， 例 如 ， Poisson 方程 的 第 一 类 边 值 问题 


= f(x,y), 0O<r<a,0<vy<b 
need | ng = 0, = ys b, 
ul 9 = 9 vjl =% O<2rK<a, 


(14.87a) 
(14.87b) 


(14.87c) 


当然 也 可 用 按 相 应 齐 次 问题 本 征 函 数 展开 的 办 法 求解 . 例如 , 可 设 


_ nT 
u(z,y) = 5 Yn(y) sin 一 7， 
n=] 


f(x,y) = 2 9n(u) sin “r. 


代入 方程 (14.87a) 和 边界 条 件 (14.87b) ， 可 得 
Yeu) = (ZE) Yaw) = glv), 
Ya(0)=0,  Ya(è)=0, 


求 出 Yny), EIF) (14.88) 式 中 ， 就 给 出 了 解 ulz, y). 


地 ， 也 可 以 设 
uly) = $ Xm(2)sin $ y, 
flen) = 2 hm "(7) sin Sy, 
而 后 导出 Xm(z) 满足 的 非 齐 次 常 微分 方程 边 值 问题 
Xm(a)— (ZE) Xale) = hala), 
Xm(0) = 0, Xm(a) =0, 


(14.88) 


(14.89) 


宛 全 等 价 


(14.90) 


(14.91) 


求 出 Xm(z) 即 可 . 这 两 种 做 法 没有 多 大 差别 .主要 的 不 同 是 非 齐 


319 


次 项 gn(y) 和 hm(z) 的 函数 形式 可 能 不 同 ， 因 而 在 关于 Yay) 和 
Xm (x) 的 非 齐 次 两 个 常 微分 方程 中 有 一 个 更 易 十 求解 . 但 是 , 还 可 
以 考虑 更 进一步 的 做 法 ， 即 将 wz,y) 和 f(z,y) 同时 既 按 本 征 函 数 
{Xn(z)} 、 又 按 本 征 函 数 ie (y)} 展开 (为 二 重 级 数 ) 


u(z,y) = > 5 Cnm Sin a sin uy, (14.92) 
n=l] m=1 
73 5 dnm Sin —z sin Y, (14.93) 


n=l] m=l 


其 中 的 展开 系数 Cnm 待 求 . 因为 f(x,y) 是 已 知 函 数 ， 所 以 Cnm 也 是 
CAN. 在 作 二 重 级 数 展开 时 ， 当 然 已 经 考虑 了 边界 条 件 (14.87b) 
和 (14.87c) . 将 展开 式 (14.90) 和 (15.41) 代入 方程 (14.87a) ， 即 得 


一 2 De (=y + (至 ) | sin sin ay 
= 23 dnm Sin g sin FY 
根据 本 征 函 数 的 正 交 性 ， 比 较 系 数 ， 即 得 
| 


于 是 


sin 2T 
Š 1 —. 
nr \? mr \ 2 
n 二 1 m=!1 = + = 
a b 


这 种 做 法 的 好 处 是 完全 避免 了 求解 非 齐 次 常人 微分 方程 . 


14.5“ 非 齐 次 边界 条 件 的 齐 次 化 
现在 再 来 讨论 非 齐 次 边界 条 件 的 处 理 . 到 目前 为 止 , 除了 在 稳 
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定 问 题 中 需要 有 一 部 分 边界 条 件 用 于 定 登 加 系数 、 因 而 允许 是 非 
齐 次 的 以 外 , 我 们 总 是 要 求 边界 条 件 是 齐 次 的 . 上 面 列举 出 各 种 理 
由 来 说 明 为 什么 边界 条 件 必须 是 齐 次 的 , 例如 说 ， 非 齐 次 边界 条 件 
不 能 分 离 变 其, 又 说 ， 只 有 满足 齐 次 方程 和 齐 次 边界 条 件 的 特 解释 
加 起 来 才 仍 能 满足 齐 次 方程 和 齐 次 边界 条 件 . 但 最 根本 的 原因 涉 
及 到 本 征 函 数 的 完备 性 ， 我 们 将 在 第 十 八 章 中 讨论 这 个 问题 . 

为 了 叙述 的 方便 ， 下 面 仍 以 波动 方程 的 定 解 问题 为 例 ， 讨 论 
边界 条 件 为 非 齐 次 时 的 求解 问题 . 而 且 , 为 了 突出 非 齐 次 边界 条 件 
的 处 理 ， 假 定 方程 和 初始 条 件 都 足 齐 次 的 . 

Oru woe 


— = = 14, 

FE aan? =i 0<r<l, t>0, (14.95a) 
ujo =at) ul,_,=v(t), t>0, (14.95b) 
1 过 | =0, O<2r<l. (14.95c) 


这 时 为 了 应 用 分 离 变 基 法 ， 别 无 选择 只 有 先 将 非 齐 次 边界 条 件 齐 
次 化 ， 即 令 


u(x,t) = v(z,t) + w(z,t), (14.96) 
适当 选择 v(z,t) ， 使 之 满足 
v(z,t)| _ =t), vz, t| = v(t). (14.97) 
这 样 ， w(z,t) 当然 就 一 定 满足 齐 次 边界 条 件 
w(z,t)| _ =0, w(z,t)| _, =0. (14.98) 


一 般 说 来 ，w(z,t) 所 满足 的 方程 和 初始 条 件 都 将 是 非 齐 次 的 由 ， 


8w „22w _ 8v 2 加 1) 
a ”pz 一 - (Zr -a sa) 

Ov 
At leo 


wo = 一 "| 
t=0 t=0’ 


Ot #=0 


O RATTLER w(x, t) 又 满足 齐 次 方程 和 齐 次 初始 条 件 的 情形 . 因为 如 果 这 样 的 
W -EA wr, t)=0. RERE v(2,t) = u(x,t) 就 是 原 定 解 问题 (14.95) 的 解 . 
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采用 第 14.4 节 中 的 办 法 ， 就 可 以 求 出 wat), ， 再 代 回 到 (14.96) 式 
中 ， 就 给 出 了 定 解 问题 (14.95) 的 解 u(z, t) . 

关于 齐 次 化 函数 v(z,t) ， 有 相当 大 的 选择 余地 ， 因 为 仅 要 求 它 
满足 (14.97) 式 ， 如 果 把 t 看 成 是 参数 ， 这 就 只 要 求 在 (zr,y) 平面 上 
的 曲线 y = v(x,t) 通过 给 定 的 两 点 (0,4(t)) 和 (i,v(t)) 即 可 . 这 样 的 
曲线 当然 有 无 穷 多 种 、 例 如 ， 可 取 直 线 

v(r,t) = A(t)x + Bit), 
代入 (14.97) 式 ， 即 可 十 出 
O BAs, AO = 7 -rp(D)]. 
也 可 取 抛 物 线 
u(x,t) = A(t)z? + B(t), 


A(t) = gO], B) = u), 


v(z,t) = AH- x)? + B(t)r’, 


A(t) = alt), Bit) = u(t). 


练习 14.11 如果 将 定 解 问题 (14.95) 中 的 边界 条 件 改 为 第 二 类 ， 即 
Ou 
= u(t), se | J 一 v(t). 
试问 : 这 时 的 齐 次 化 函数 v(x, t) 应 如 何 选取 ? 
练习 14.12 如果 将 定 解 问题 中 的 边界 条 件 是 混合 型 的 ， 例 如 ， 
vo =a | =m. 
这 时 的 齐 次 化 函数 v(z,t) 又 该 如 何 选取 ? 


例 14.4 求解 定 解 问 题 


Ou Ou 

— ~ lt 14. 
A Ka ; O<a<l,t>0, (14.99a) 
u| _» =Asinwt, ul ,=0, 上 >0， (14.99b) 
ul = 0, O<r<l. (14.99c) 
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解 考虑 到 非 齐 次 边界 条 件 的 具体 形式 ， 可 设 齐 次 化 函数 为 
v(z,t)=A (1 一 Z) sin wt. 
于 是 令 
wu(z,t)=4 (1 5 z) sin wt + w(z, t), (14.100) 

则 w(z,t) 满足 定 解 问题 

一 oe = — Aw (1 — =) coswt, O<2<l,t>0, (14.101a) 

w| _, = 9, w| =0, t > 0, (14.101b) 
_,=9, | 0<r<l. (14.101c) 
将 w(z,t) 和 方程 的 非 齐 次 项 1- z/ 都 按 相 应 齐 次 问题 的 本 征 函 数 
展开 ， 有 


oO 
w(z,t) = 2 Om ae, 1 一 二 = — sin a. (14.102) 


根据 Talt) 所 应 该 满足 非 齐 次 一 阶 常 微分 方程 
T s (22) Ta (t) = — zeu coswt 
和 初始 条 件 
T,(0) = 
容易 求 出 
Tat) = eE oat an exp |- (E) e] 


nx k?(nnr)i + wl4 

一 kint) cos wt — wl? sin we), (14.103) 
这 样 就 求 得 了 w(z,t) ， 再 代 回 (14.100) 式 ， 就 得 到 定 解 问题 的 解 
u(x,t). 

选择 不 同 的 齐 次 化 蚂 数 v(z,t) ， 当 然 导 出 的 w(z,t) 的 定 解 问 

题 也 就 不 同 ， 于 是 求 出 的 w(z, t) ) 也 就 不 同 ， 但 是 ， 由 于 定 解 问题 的 
解 的 存在 唯一 性 ， 就 保证 了 最 后 给 出 的 ule, t) 一 定 是 相同 的 ， 尽管 
表达 式 的 形式 可 能 有 所 不 同 . 
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这 样 看 来 ， 似 乎 可 以 提出 一 个 更 高 的 要 求 : 选择 合适 的 齐 次 
化 函数 v(z,t) ， 使 得 w(x, t) 所 满足 的 定 解 问题 尽 可 能 简单 些 ， 最 
理想 的 情况 ， 当 然 就 是 不 论 原 来 ulc 的 方程 足 不 足 齐 次 的 ， 最 终 
w(z,t) 的 方程 是 齐 次 的 ， 就 定 解 问 题 (14.95) 而 言 ， 这 意味 着 要 求 
齐 次 化 函数 v(z,t) 也 是 方程 (14.95) 的 解 ， 

Ot? Or? 

当然 ， 对 于 某 些 特殊 的 w(t) 和 v(t) ， 是 可 以 做 到 这 一 点 的 . 不 论 
原来 的 方程 是 不 是 齐 次 的 ， 我 们 把 这 种 方法 都 简单 地 称 为 将 方程 
和 边界 条 件 同 时 齐 次 化 . 下 面 通 过 一 个 具体 的 例子 说 明 一 般 的 思 
路 .尽管 这 个 例子 中 边界 条 件 的 类 型 和 (14.95) 略 有 不 同 ， 但 足 处 
理 方法 的 精神 是 相同 的 . 

例 14.5 求解 定 解 问题 


Ou 2 Ou 
ap lga h 0<zr<l,t>0, (14.104a) 
ul =O; au =Asinwt, t2>0, (14.104b) 
r=0 Or r=l 
Ou 
= nha = <r<il. 4.104 
ulo 0, ala 0, 0<r< (14.104c) 


E 现在 就 试图 找到 一 个 齐 次 化 函数 ， 将 方程 和 边界 条 件 同 
时 齐 次 化 ， 为 此 ， 设 ulz, t) = wv(z,t) + w(z,t) ， 考 虑 到 非 齐 次 边界 
条 件 的 具体 函数 形式 ， 可 取 齐 次 化 函数 vr, t) 为 
u(x,t) = f(x) sinwt, (14.105) 
A f(z) 是 下 列 常 微分 方程 边 值 问题 
f'a) + (2) fa) =0, 
f(0)=0, f(D)=A4 
的 解 ， 容 易 求 得 ， 
_ Aa 


w wi 
cos — 
a 


f(z) 


sin =z, (14.106) 
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于 是 ， 就 得 到 w(z,t) 所 满足 的 定 解 问题 ， 


Ow > 0? w | 
ee eg ee 14.107a 
Ot2 O Bat ) O<xr<l,t>Q, ( ) 
Ow 
wo=0 zrl = t>0,  (14.107b) 
Ow Aa w 
w|,_, 0 Br a = ~~ wt an 0<2<l. (14.107c) 
其 一 般 解 为 
oS 2n+1 2n +1 _ Inti 
w(z,t)= 2 (Cn sin — mat + Dn cos zi rat) sin — TE. 
(14.108) 
根据 初始 条 件 ， 可 以 定 出 
l 
C= = 2 : sin x sin ki- nrdr 
wl 2n+1 Jo a 2! 
T COS 一 
Q 
> 4 Aw 1 
3 (2n + 1)za el (22 1 r ae) 
—) - T 
a 2! l 


将 这 样 求 得 的 vlz, t) Al wl, t) 代 回 到 (14.105) 式 中 ， 就 最 后 给 出 了 
定 解 问题 (14.104) WIE u(x,t) - 

在 这 个 例子 中 ， 之 所 以 能 够 容易 地 找到 齐 次 化 苯 数 (2, t) ， 
使 得 方程 和 非 齐 次 边界 条 件 同 时 齐 次 化 ， 当 然 是 由 边界 条 件 中 非 
齐 次 项 的 具体 形式 决定 的 . 这 里 ， 非 齐 次 项 的 函数 形式 是 sin wt ， 
而 方程 正好 又 有 

(Asin kr 十 召 cosKzj(C sin kat + D cos kat) 

形式 的 特 解 | 

现在 ， 对 于 给 定 的 一 个 具有 非 齐 次 边界 条 件 的 定 解 问题 ， 我 
们 就 有 两 种 解法 可 供 选 择 . 到 底 只 是 简单 地 将 边界 条 件 齐 次 化 ， 还 
是 力求 使 方程 也 同时 齐 次 化 , 需要 视 具 体 条 件 而 定 . 在 有 的 时 候 , | 
尽管 也 能 使 方程 和 边界 条 件 同 时 齐 次 化 ,但 如 果 齐 次 化 琢 数 (a, t) 
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的 形式 过 于 复杂 ， 求 解 起 来 不 是 那么 容易 ， 而 且 导 出 的 w(z,t) 的 
定 解 问题 也 比较 复杂 ,也许 还 是 找 一 个 形式 比较 简单 的 隔 数 ， 只 ; 
边界 条 件 齐 次 化 来 得 方便 .前面 的 例 14.4 就 是 如 此 . 尽管 我 们 可 
以 找到 齐 次 化 函数 


4 


et) = cosh al — cos 2al 


{| cosh a(2l — r) cos QZ 
— cosh ar cosa(2l 一 x)] sinwt + [sinh ar sina(2l— x) 


— sinh a(2l — x) sin az] coswt }, 


在 使 边界 条 件 (14.95b) 齐 次 化 的 同时 ， 保 持 方程 仍 为 齐 次 ， 共 中 
a= Jue. 但 要 求 出 v(z,t) 就 需要 相当 的 计算 过 程 x ， 而 且 ， 
由 此 得 到 的 w(z,t) 的 初始 条 件 的 形式 也 相当 复杂 ， 在 定 合 加 系数 
是 也 需要 相当 的 计算 其 . 这 样 做 的 结果 ， 既 没有 减少 计算 ， 也 没有 
使 得 解 的 表达 式 简 化 ， 因 此 ， 看 来 并 不 可 取 . 


D 介绍 一 下 求 vhr, t) 的 特殊 技巧 倒是 有 意义 的 . 由 于 这 里 遇 到 的 是 热传导 方程 ， 
只 出 现 对 于 时 间 圭 的 一 阶 偏 导数 ， 因 此 如 果 简 单 地 将 齐 次 化 函数 取 为 /zj)sinwt ， 不 
可 能 使 方程 仍 保持 齐 次 . 为 了 保证 将 方程 和 非 齐 次 边界 条 件 同 时 齐 次 化 ， 比 较 简单 的 办 
法 是 考虑 复 函 数 U(z,t) ， 它 满足 的 方程 和 边界 条 件 是 


U ə? U 

g Ka mN 0<2r<l,t>4Q, 
T 

U| _， = 4eiwt， Ul 0, t>0. 


显然 ， V(z, 的 虚 部 就 满足 和 例 14.4 中 4(x,t) 相同 的 方程 及 边界 条 件 ， 取 齐 次 化 
函数 T(z,b = F(z)jeet ， 则 F(x) 应 该 满足 齐 次 常 微分 方程 
F” (z) — 2ia* F(x) = 0, a? = w/2k 
及 边界 条 件 
F(0) =A, F(t) = 0. 

于 是 ， 可 以 求 出 
sinh a(1 + i)(l — x) 

sinha(1+i)l ` 
V(x, t) 的 虚 部 ， 显 然 就 是 原始 定 解 问 题 (14.95) FKE v(x, t) - 


F(z)=A 


326 


练习 14.13 hil 般 的 定 解 问题 ， 例 如 ， 


Ou = f(z,t), 0<z<Lti>0 
rea = T 9 5 
ðt? ws 

u| _, =H), u|, _, = (6), t>0, 


Ou 
ufo =) Fl =V@s Ors 


试用 分 离 变量 法 求解 . 


读者 可 能 会 想到 ， 对 于 定 解 问题 (14.95) ， 应 该 也 可 以 将 齐 次 

方程 (14.95a) 和 齐 次 初始 条 件 (14.95c) 分 离 变量 而 得 到 
T” (t) + Aa’ T(t) = 0, (14.111a) 
T(0) = 0, T (0) = 0. (14.111b) 
如 果 这 也 构成 本 征 值 问 题 ， 并 且 也 能 够 求 出 本 征 值 和 本 征 函 数 的 
话 ， 那 么 似乎 可 以 由 此 求 得 定 解 问题 的 一 般 解 ， 从 而 利用 非 齐 次 
边界 条 件 (14.95b) 定 出 个 加 系数 即 可 .从 实际 计算 的 结果 来 看 ， 这 
足 不 可 能 实现 的 . 原因 是 ， 在 齐 次 初始 条 件 (14.111b) 下 ， 对 于 任 
何 和 值 ， 方程 (14.111a) RASH. 容易 看 出 ， 任 何 有 限 的 t 点 都 
是 方程 (14.111a) 的 常 点 ， 因 此 ,根据 常 微分 方程 理论 ， 解 T(t) 在 + 
的 全 平面 上 都 解析 ， 因 而 可 以 在 例如 t=0 点 展开 为 Taylor 级 数 ， 
齐 次 的 初始 条 件 就 决定 了 级 数 的 全 部 系数 均 为 0 . 正 是 基于 这 个 
原因 ， 我 们 要 再 次 强调 ， 构 成 本 征 值 问题 ， 一 定 是 含有 待定 参数 的 
齐 次 微分 方程 和 齐 次 的 边界 条 件 . 边界 条 件 和 初始 条 件 的 这 种 差 
Bl], 在 物理 意义 上 , 是 由 于 它们 分 别 对 应 于 空间 变 其 和 时 间 变 其， 

在 数学 上 ， 是 由 于 边界 条 件 给 出 的 是 函数 在 不 同 点 (例如 z=0 和 
c=1) 的 数值 ， 初 始 条 件 则 是 给 出 的 函数 在 同一 点 ( 即 t= 0) 的 数 
(AS SBA. 所 以 , 边界 条 件 和 初始 条 件 在 分 离 变 其 法 中 起 着 不 同 
的 作用 . 

对 于 稳定 问题 ， 不 含 时 间 变 基 上 ， 定 解 条 件 只 有 边界 条 件 ， 这 
样 ， 即 使 全 部 边界 条 件 都 是 非 齐 次 的 ， 在 选择 将 那些 边界 条 件 齐 次 
化 而 用 于 构成 本 征 值 问题 、 其 余 的 边界 条 件 留 作 定 本 加 系数 时 ,就 
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有 充分 的 白 由 .实际 上 ， 对 于 定 解 问题 


Ou Ou . 
Oa? t Dye T Fu) O<r<a0<y<b, 


u(r.y)' o= Eu) ulz y) a =n), OS y Sd, 


ur oo =9(2), uly) p =Y) Ora, 
还 可 以 更 简单 地 令 
u(r, y) = u(x, y) + uz(x,y) + us(z, y), 


使 得 u(r, y) 满足 非 齐 次 方程 和 齐 次 边界 条 件 


8u, A? u 

a aye h O<zr<a,0<y <5, 
ui(z,y)|_, = 0, ui(z,y)|__, = 9, O<y<4, 
ui(x,y)|_. = 9, ui(z,y)|_, = 9, O<2r <a; 


u(x, y) 和 ulr y 都 满足 齐 次 方程 ,并 且 只 有 一 组 边界 条 件 非 齐 次 
的 ， 即 
Fuz | Ou 


Ox? x Oy? 


= 0, O<r<a,dD<y<b, 


uo(x,y)| _, = EW), wlz, y)| = n(y), 0 <y <5, 


u2(z,9)| o = Q, ua(z,y)|,_, = 0. O< <a 
和 
Buz 8? uz 
BB = 0，  O0<z<a,0<y<b, 
u3(x, TER = 0, us(£,y)| = 0<y<b, 


us(z,y)|,_9 =9(2), uss y)| p =Y) OS esa. 


读者 不 难 采 用 前 几 节 中 已 经 讲 过 的 相应 方法 求 出 wi(7,), uzr, y) 
和 u3(x, y) : 
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第 十 五 章 ” 正 交 曲 面 坐标 系 


15.1 正 交 曲面 坐标 系 


在 上 一 章 中 , 我 们 介绍 了 数学 物理 方程 中 的 最 基本 解法 ,分 离 
变 其 法 . 当时 所 涉及 的 空间 几何 形状 , 除了 一 维 的 直线 (线段 ) 外 ， 
仅 限于 二 维 平 面 上 的 矩形 区 域 , 以 及 三 维 空 间 中 的 长 方 体 . mE, 
二 维 矩形 区 域 实 际 上 就 是 三 维 空间 中 的 无 穷 长 的 长 方 体 ， 只 不 过 
所 要 研究 的 问题 与 其 中 的 一 个 变 基 (例如 z) AX. 对 于 这 些 几 何 
形状 ， 总 可 以 适当 地 放置 直角 坐标 架 ,， 使 得 所 讨论 区 域 的 边界 面 与 
坐标 面 重 合 ， 从 而 实现 齐 次 边界 条 件 的 分 离 变 其 . 

如 果 我 们 所 要 讨论 的 空间 区 域 ， 具 有 其 他 几何 形状 ， 例 如 圆 
EE (包括 它 的 特殊 情形 ， 二 维 平面 上 的 圆 形 区 域 ) 或 球形 ， 乃 至 
其 他 更 特别 的 形状 , 这 时 无 论 怎样 放置 直角 坐标 架 ， 总 不 能 使 得 区 
域 的 边界 面 全 部 都 和 坐标 面 重合 . 因此 , 即使 边界 条 件 是 齐 次 的 ， 
也 无 法 分 离 变 其 . 

解决 这 个 问题 的 办 法 是 选用 别 的 坐标 系 . 例如 圆 形 区 域 ， 首 
选 的 坐标 系 当然 是 平面 极 坐 标 系 . 圆柱 形 区 域 ， 当 然 应 当 考虑 柱 坐 
标 系 . 对 于 球形 ， 就 应 该 选用 球 坐 标 系 . 作为 这 些 坐 标 系 的 概括 ， 
可 以 定义 曲面 坐标 系 出 {r,r r}, 

7 =€(2,y,2), © =n(2,y,2), z* = ¢(z,y,z)}) (15-1) 
它 的 坐标 面 是 三 组 曲面 
z = 常数 ，z = 常数，z = 常数 . 


© 这 里 的 了! (i 二 1,2,3) 中 ， 上 标 i 用 来 标记 空间 点 的 坐标 (分 量 ) ， 并 不 表示 方 
次 . 
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空间 任意 一 点 的 坐标 (x ,z*, xz”) ， 就 由 过 该 点 的 三 个 坐标 面 决定 . 
为 了 保证 r', z” Alc? 是 独立 的 ， 应 当 要 求 它 们 的 Jacobi 行列 式 


Ox! Or! Or! 
Dr dy Oz 
i are a Ox? Or? ðr? £0 
O(z.y,z) | Ox Oy Oz 
ðr? ðr? ðr? 
ðr Gy 6 


对 于 空间 的 任意 一 点 ， 如 果 通过 该 点 的 三 个 坐标 面 总 征 互相 
垂直 的 ， 那 么 ， 这 个 坐标 系 就 称 为 正 交 曲面 坐标 系 . 例如 ， 在 直角 


坐标 系 中 ， 过 空间 任意 一 点 (zo,y,zo) 的 三 个 坐标 面 


r=7T0, y=Yyo, z=20 


就 是 互相 垂直 的 . 


为 了 判断 一 个 坐标 系 是 不 是 正 交 曲面 坐标 系 ， 当 然 可 以 直接 
从 坐标 系 的 定义 、 即 坐标 面 的 方程 去 判断 ， 更 常用 的 办 法 Beh 


(15.1) 式 计 算出 弧 长 2 
ds? 一 dz + dy? + dz’ 


= (22 apy OF gg? 4 OF 小 
= (sax + 3,2 dz + Dra dr 


Ii 
: 8 
© 
to 
o? 
S 
ou 
§ 
a) 


其 中 


O 这 种 讨论 方法 的 一 个 优点 是 可 以 直接 推广 到 高 维 空间 的 情形 . 
© 在 微分 几何 中 ， 更 常 路 去 (15.3) 式 中 的 和 号 ， 而 直接 写成 
ds? = gijdz' dz . 
按照 Einstein 规则 ， 此 式 应 理解 为 需 对 所 有 重复 指标 (并 且 一 个 是 上 指标 
指标 ) 求 和 . 
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(15.3) 


’ 一 个 是 下 


ðr Ox Oy Oy Oz Oz 


一 -一 一 一 


Jij i = Ori Ari | Oxi Ox) Ori Ox) 


如 果 
Jij = Jiiĝij (15.4) 
则 称 此 坐标 系 为 正 交 曲线 坐标 系 . gi; 构成 的 矩阵 G 称 为 此 空间 
的 度 规 (metrix) . 
例 15.1 对 于 柱 坐 标 系 ， zx =rcos9,Yy=rsin0,z=z， 
ds? = dz + dy? + dz’ 
= (cos @dr — rsin dð)? + (sin gdr +rcosbdg) + dz? 
= dr? + r7d6? + dz’. (15.5) 
所 以 ， 柱 坐标 系 是 正 交 曲面 坐标 系 ， gl = 1, g22 =r’, gas = 1. 
例 15.2 IITE, xc=rsindcosd?, y=rsinOsind, 
z=rcosé, 


ds? = dz? + dy? + dz’? 


(sin gcos ddr + r cos8 cos dé — r sin 8 sin ddd)’ 

+ (sin ĝ sin ddr + r cos 8 sin ød + r sin 6 cos dọ)? 

+ (cos @dr — r sin gd0)” 

dr? 十 r2db + r’sin’ hdo’. (15.6) 
球 坐 标 系 也 是 正 交 曲面 坐标 系 ， gu = 1, g22 = r°, g33 = r’sin”0 . 


il 


15.2” 正 交 曲 面 坐 标 系 中 的 Laplace WF 


这 一 节 ， 通 过 外 微分 法 介绍 正 交 曲线 坐标 系 中 Laplace 算 符 的 
一 般 形 式 . 这 种 方法 的 优点 在 于 它 的 协 变性 , 即 可 以 脱离 开 坐标 系 
的 具体 定义 ， 而 得 到 最 普遍 的 表达 式 . 作为 一 个 最 初步 的 介绍 ， 我 
们 上 略 去 数学 上 的 严格 定义 ， 只 给 出 有 关 运 算 的 规则 . 

外 微分 法 则 ”这 里 要 介绍 外 微分 算 符 、* 算 符 及 横 积 运算 ， 
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首先 定义 外 微分 算 符 d . CERE OE) pf E, 
d: fm df =) har’ (15.7) 
得 到 的 df 称 为 一 次 微分 形式 (简称 一 次 形式 ) . 
例 15.3 对 于 柱 坐 标 系 ， 
Ou 


_ Ju Ou 
du = sr dr 十 dé 十 g, d7 (15.8) 


例 15.4 ”对 于 球 坐 标 系 ， 
Ou 


_ ou 5 


外 微分 算 符 4 在 不 同 些 标 系 中 的 表达 式 
df = Dar ib DE (15.10) 


我 们 看 到 ， 一 次 微分 形式 df 给 出 的 正 是 梯度 grad f = Vf W 
协 变 微分 形式 ， {dz',i =1, 2,3} 构成 一 组 正 交 基 ( 正 交 标准 基 应 该 
fe squat, 4 = 14273) 

外 微分 算 符 d 还 可 以 作用 在 p 次 微分 形式 a = > adr’ E, 
得 到 (p + 1) 次 微分 形式 : 


dae=d( $ odr") = DD geri" A dz ， (15.11) 
其 中 


dz? = da"! Adr? A--- Adr”. (15.12} 
运算 A RART. 


运算 法 则 2 dz A dr? = —dz’ Adz’, (15.13) 


因此 ， 


dz' A dz’ = 0. 
设 a 为 p 次 微分 形式 ，B,y 是 g 次 微分 形式 ， 
d(8 + 7) = d8 + dy, (15.14) 
d(a A 8) = (da) A 8 + (—)?a A (dB), (15.15) 
d(da) = 0. (15.16) 
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“on 算 符 蚌 一 个 线性 变换 ， 它 把 p 次 微分 形式 变换 为 相应 的 
n 一 p 次 微分 形式 


a a NOES A: Ss. (15.17) 


gii vdet G 
共 中 (站 构成 (1 2,3) 的 偶 排 列 ，det G 表示 矩阵 G 的 行列 式 值 . 


运算 法 则 4】 +1 = VdetGdzrl Adr? A dr’, (15.18) 
“(Vdet Gdg’ A dz? A dz?) = 1. (15.19) 


注意 Vdet Gdr'dz’dz? 正好 是 通常 的 三 维 空间 的 体积 元 . 
例 15.5 对 于 柱 坐 标 系 ， detG==7?， 


Ou 1 Ou Ou 
“du = r=— 一 二 一 一 一 0. 15.2 
du ra ddA dz +- agde ^ dr +rozdr ^d (15.20) 
例 15.6 对 于 球 坐 标 系 ， det G = rsin”0， 
ON . „Ou 1 Ou 
du=r sin dd Ade + sind de A dr + 本 aa A dé. (15.21) 


"d ERE on 的 协 变 微分 形式 ， 这 可 以 从 它 作 用 在 一 次 微分 . 
形式 aidr’! +azdz2 + azdr? 的 结果 


“d(aldz 十 azdz? + azdz?) 
= (55 _ 22) gil dete (2> at) g22 dr? 


ðr? ƏL?) VdetG Ors Or!) VdetG 
Da> Oa, 933 3 
( | 


看 出 . 
dq" 是 散 度 div 的 协 变 微 分 形式 ， 
“d’ (aidzr! + azdz? + agdz*) 


1 (Ya ) 1 ð (s, ) 
> Vdet G Ox! gil : 


Vdet G Ox? \ 922 
( = = a3). (15.23) 
Vdet G Ox 933 
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正 交 曲线 坐标 系 中 的 Laplace 算 符 “dd 是 Laplace HIF V’ = 
V- V= div grad 的 协 变 微分 形式 . 
例 15.7 柱 坐 标 系 ， 


., _ð f ðu 1 ôu 
d'du =< (rS) dr Ado A de + $S d8 A dz Adr 


+ reta AdrA dé, 
“d dv =12 (ro) 13u Ou 
~ ror\ Or r2002 06z2 
这 就 是 说 ， Laplace 算 符 在 柱 坐 标 系 下 的 表达 式 是 


_ 101/ ð 1a 0 
Vs 25 (ro) + a5 t+ 5 (15.24) 
例 15.8 球 坐 标 系 ， 
Ə / ,Ou 
ddu == (r = =~ ) sin 8dr A d8 A dó 
pr (sino) dO A dg Adr + — Ou andr A dð, 
+ 30 50 ia 
10/20u 1 ð ðu 1 ĝu 
a r? Or (> >) = r2 sin 6 00 (sno) H r2sin20 002 


所 以 ， Laplace 算 符 在 球 坐 标 系 下 的 表达 式 是 


P EE E 1 ð ð 1 æ DPA 
0 ( ar) + 77 sin 0 06 (snoa) + nd op A 
15.3 Laplace 算 符 的 平移 、 转 动 和 反射 不 变性 


上 一 节 中 , 介绍 了 正 交 曲面 坐标 系 的 概念 ,以 及 几 种 特殊 的 正 
交 曲 面 坐标 系 中 Laplace 算 符 的 具体 表达 式 . 我 们 可 以 根据 问题 的 
需要 ， 选 择 合适 的 坐标 系 . 

选 定 了 坐标 系 以 后 ， 在 求解 定 解 问题 时 ， 往 往 还 需要 考虑 两 
个 问题 . 一 是 坐标 架 如 何 放置 ,包括 坐标 原点 位 置 和 坐标 轴 特 殊 取 
向 的 选择 ,以 最 大 限度 地 利用 问题 中 的 对 称 性 ,使 求解 坟 程 得 到 充 
分 的 简化 .第 二 个 问题 是 讨论 定 解 问题 的 对 称 性 与 解 的 对 称 性 之 
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间 的 必然 联系 . 这 两 个 问题 实际 上 并 不 是 可 以 截然 分 开 的 . 在 本 诬 
程 中 ， 将 着 重 考虑 第 一 个 问题 . 对 于 第 二 个 问题 (是 群 论 课程 的 任 
务 ) ， 有 时 也 会 有 所 涉及 ， 但 主要 是 用 来 分 析 定 解 问题 的 结 采 ， 用 
来 检验 解 的 正确 性 . 
坐标 架 的 不 同 放置 ， 在 数学 上 ， 就 表现 为 不 同 坐标 系 之 则 的 
线性 变换 ， 在 这 些 线性 变换 下 ， Laplace 算 符 的 形式 如 何 变化 ， 上 
一 节 已 经 作出 了 原则 的 回答 : Laplace 算 符 的 形式 具有 不 变性 .这 
一 节 中 ， 讨 论 一 些 具 体 的 变换 ， 具 体 证 明 Laplace 算 符 在 这 些 变换 
下 的 不 变性 ， 为 了 确定 起 见 ， 下 面 的 讨论 在 直角 坐标 系 中 进行 . 
首先 ， 关 于 坐标 原点 的 不 同 放置 ， 涉 及 到 的 是 平移 变换 ， 
r=r-a, y=y—b, 2 =z-«. (15.26) 
容易 看 出 ， 
8? 8? ð? 8? oe ð? 


aan ge e Dn (15.27) 
因此 ， Laplace 算 符 在 平移 变换 下 是 不 变 的 ， 即 

0° 0” 0 _ & a” ð? 

ax? * ay? ta aa ta Tae NO) 


关于 坐标 轴 的 取向 问题 ， 涉 及 到 坐标 系 之 间 的 正 区 变换 . 设 
空间 一 点 在 变换 前 后 的 坐标 分 别 是 {zx,y,z} 和 {zx',y,z} ， 它 们 之 


lB EAR ee 
T all @i2 Q13 x 
| Y | = (e a22 A23 | | y ; (15.29) 
zj. 231 Q32 A33 z" 


所 谓 正 交 变 换 ， 指 的 是 变换 矩阵 
Qil Ci2 13 
A= (e Q22 423 (15.30) 
Q31 Q32 @33 
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应 该 满足 正 交 关系 


` QikQjK = ` Akiðkj O (15.31) 


k=1,2.3 k=1.2,3 
在 正 父 变换 之 下 ， Laplace 算 符 的 形式 足 不 变 的 . 这 只 要 证 明 
变换 后 的 度 规 矩阵 仍 为 单位 矩阵 即 可 . 
为 了 书写 的 方便 ， 下面 把 变换 前 后 的 坐标 改写 为 {x1, r, z3} 
和 {z 2”, z”} ’ 这 样 ， 根据 (15.29) 式 ， 就 有 
dz = 》 andr”. (15.32) 
k=1,2,3 
容易 得 到 
ds’ = 》 udridr’ = > >》 bijaniarjde' de" 
= 5 (E uian Jaza" = X 6ktdz dz (15.33) 
kl i kl 
这 说 明 变 换 前 后 的 度 规 矩阵 都 是 单位 矩阵 ， 所 以 变换 后 的 Laplace 
算 符 仍 为 
SAO eet 
067r? Oy? z” 
ETEME 4 中 ， 有 3° 个 元 素 . 由 于 正 交 关系 含有 3x 4/2 个 
限制 条 件 ， 因 此 只 有 3 个 矩阵 元 是 独立 的 ， 或 者 说 只 可 能 有 3 个 日 
由 参数 . 这 样 描写 的 止 是 坐标 染 绕 (通过 原点 的 某 一 ) 固定 轴 的 转 
动 ， 它 可 以 用 标志 刚体 取向 的 3 个 Euer 角 描写 . 
绕 固定 轴 的 转动 的 最 简单 情形 ， 就 是 绕 某 一 坐标 轴 (例如 ， > 
轴 ) 的 转动 ， 设 转动 角 为 a ， 则 


g. (15.34) 


2 =xrcosat+ysina, y = —rsina +ycosa, 2 = z, (15.35) 
即 变 换 矩 阵 为 
cosa sing 0 
A= | —sina cosa 0]. (15.36) 
0 0 1 


直接 计算 就 可 以 验证 
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ð : ð 
~— = cosa +sina—, 


Ox! Ox Oy 
ð ð 
二 一 = ~ SIN OS + COS Qe， 
Oy’ Ox Oy 
o ð 
Oz’ Oz 
THE 
a 2 0 8? > 8? 
一 = cos Qo + 2cosasina—— +sin aa 一 一 ， 
Ox"? Ox? OxOy y Oy? 
g? » 0? 2 > ð 
—> = sin Qo — 2cosasina—— + cos a, 
Oy’? Ox? OxOy Oy? 
a? 8? 


因此 ， Laplace 算 符 在 绕 z 轴 的 转动 下 是 不 变 的 ， 当然， 坐标 架 绕 
y 轴 或 2 轴 转 动 时 ， Laplace 算 符 也 是 不 变 的 . 
更 进一步 ， 对 于 绕 过 原点 的 任意 固定 轴 的 转动 ， 可 以 用 三 个 
Euler $ a, 8 和 7( 见 图 15.1) 描写 ， 其 转动 矩阵 的 矩阵 元 足 


j] 15.1 Euler ff 
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a); = cosa cos 3 cos y — sinasin y, (15.37a) 


al2 = sina cos 8 cosy + cosa sin y, (15.37b) 

ai3 = — Sin 8 cos y, (15.37c) 

a2; = — COS Q COS f sin y — sinacos y, (15.37d) 

Q22 = — Sin a cos B sin y + cos a cos y, (15.37e) 

Q23 = sin sin y, (15.37f) 

ası = cosa sin ĝ, (15.37g) 

a32 = sinasin 用， (15.37h) 

a33 = cos ĝ. (15.371) 

通过 直接 计算 可 以 证 明 

cosy siny 0 cosB 0 -sin cosa sina Q 

A=] -siny cosy 0 0 1 0 一 Sina cosa 0], 
0 0 1 sin 0 cos 3 0 0 1 

(15.38) 


这 就 是 说 ， 以 Euler 角 a, 8 和 y 表征 的 转动 (15.37) 可 以 分 解 为 连 
续 的 三 个 绕 坐 标 轴 的 转动 : 首先 将 坐标 架 {z,y,z} 绕 z 轴 转 a 角 而 
AR {x,y,z}, RER y 轴 转 8 角 而 变 为 {x,y} ， 最 后 再 
绕 2" 轴 转 和 角 . 在 这 三 个 转动 下 Laplace 算 符 都 是 不 变 的 . 所 以 ， 
对 于 绕 通 过 坐标 原点 的 任意 固定 轴 的 转动 ，Laplace 算 符 也 是 不 变 
的 . 

最 后 ， 容 易 看 出 ， 在 空间 及 射 
rt = -r, y=-y, 2 一 一 z (15.39) 
F, Laplace 算 符 也 是 不 变 的 . 

讨论 Laplace 算 符 在 这 些 特殊 变换 之 下 的 不 变性 ， 其 目的 当然 
还 足 在 于 希望 能 对 于 有 关 定 解 问题 的 解 有 更 多 的 认识 ， 和 希望 能 对 
于 有 关 定 解 问题 的 求解 有 所 神 益 .以 后 我 们 将 在 有 关 章 节 中 再 作 
具体 的 讨论 . 
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15.4 圆 形 区 域 
现在 讨论 另 一 种 区 域 、 圆 形 区 域 中 的 稳定 问题 ， 定 解 问题 为 


Ou Ou 


ae oe 0, «ty <a’, (15.40a) 


二 ss 二 了 (15.40b) 
方程 (15.40a) 在 直角 坐标 系 下 当然 是 可 以 分 离 变 基 的 ，14.2 节 中 就 
是 这 样 做 的 . 但 是 ， 边 界 条 件 (15.40b) 显然 不 能 分 离 变 其 ， 由 于 边 
界 的 形状 是 贺 形 ， 很 自然 地 ， 我 们 想到 应 该 条 用 平面 极 坐 标 系 . 
在 平面 极 坐 标 系 中 ， 定 解 问题 (15.40) 应 该 可 以 写 为 


10/Q 1 Ou 
> (=) r2 Og? = 0, O<r< a, (15.41a) 
ul _. = f(¢). (15.41b) 


令 u(r, o) = R(r)6(¢), RATE (15.41a), A 
ld ( 1) RAS _ ‘ 


rar\ dr/ (rede 

rd (,aR) __19% = 和 

Rdr dr/ @dg2 ` 

因此 ， 可 以 分 离 变 其 ， 
d dR 

re (r=) ~\R=0, (15.42) 
d*h p 
do? +à = 0. (15.43a) 


但 是 ， 代 入 边界 条 件 (15.41b) ， 

R(a)S(o) = f(9), 
仍然 不 能 分 离 变量 ， 因 为 边界 条 件 是 非 齐 次 的 . 这 样 ， 我 们 尽管 能 
够 将 齐 次 方程 (15.41a) 分 离 变革 ,得 到 两 个 含有 待定 参数 的 齐 次 常 
微分 方程 ， 但 是 并 没有 相应 的 齐 次 边界 条 件 与 之 配合 而 构成 一 个 
本 征 值 问题 . 这 样 ， 在 平面 极 坐标 系 下 应 用 分 离 变 基 法 时 ， 我 们 又 
遇 到 了 特殊 的 困难 . 
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但 足 ， 深 入 分 析 一 下 ， 就 会 发 现 上 面 出 现 的 困难 是 完 全 可 以 
克服 的 ,这些 困 难 完全 是 由 于 演绎 中 的 朴 漏 造 成 的 : 在 圆 形 区 域 的 
条 件 下 ， 当 我 们 由 平面 直角 坐标 系 变换 到 平面 极 坐 标 系 时 , 得 到 的 
(15.41) 并 不 完全 等 价 于 原来 的 定 解 问题 (15.40) ; 或 者 说 ， (15.41) 
并 不 构成 一 个 完整 的 定 解 问 题 . 第 一 ， 在 数学 上 ， 白 变 世 6 的 变化 
VERE [0, 2r] ， 严 格 说 , 方程 在 区 间 的 端点 $= 0 和 w= 27 并 不 成 
Z, AA ulr, 6) 在 端点 $= 0 和 w= 27 处 的 偏 导 数 没有 定义 ， 充 其 
其 最 多 也 只 能 定义 u(r, 6) 在 两 个 端点 处 的 单 侧 偏 导数 . 而且， 这 
两 个 端点 纯粹 是 由 于 和 采用 平面 极 坐 标 系 描写 圆 形 而 出 现 的 ， 并 非 
真正 的 几何 边界 , 当然 在 原始 的 定 解 问 题 中 ， 就 谈 不 上 要 指定 相应 
的 边界 条 件 . 这 样 就 导致 在 (15.41) 中 也 没有 给 出 ulr, o) 在 $=0 和 
$ = In 处 所 应 当 满 足 的 边界 条 件 ， 考 虑 到 平面 极 坐 标 系 的 特点 ， 
(r,¢=0) 和 (r, 6 = 27) 代表 的 是 平面 上 的 同一 点 ， 所 以 ， 作 为 完 
整 的 定 解 问题 ， 还 应 当 补 充 上 周期 条 件 

Ou(r, Ou(r, 

6 一 2r 和 ee igs oan pon 

这 样 ， 上 面 提 到 的 由 于 把 Laplace 方程 从 直角 坐标 系 转换 到 极 坐 
慰 系 时 而 发 生 的 损失 ， 可 以 通过 补充 上 周期 条 件 而 得 到 补偿 ， 第 
二 ， 原 来 的 方程 (15.40a) 在 圆 内 足 处 处 成 立 的 ， 包 括 在 坐标 原点 
(x, y) = (0, 0) 也 是 成 立 的 . 但是， 方程 (15.41a) 在 r = 0 点 并 不 成 
L EY ulr p) 在 +=0 点 的 偏 导 数 也 并 没有 定义 ， 充 其 其 也 
只 能 定义 u(r, 6) 在 +=0 点 的 单 侧 偏 导数 . r=0 SHENAE 
r 的 一 个 端点 ， 也 纯粹 是 由 采用 极 坐标 系 而 出 现 的 ， 它 并 不 足 圆 形 
区 域 的 几何 边界 . 这 样 也 还 需要 补充 上 ulr, 各 在 "=10 点 所 应 当 满 
足 的 边界 条 件 ， 考虑 到 方程 (15.40a) 是 齐 次 的 ， 在 圆 内 (包括 坐标 
原点 ) BIC, A, ulr, o) 在 坐标 原点 应 当 是 有 界 的 D ， 应 当 


r, @)| -a = u(r, 9)| 


O 不 妨 用 大 家 涩 悉 的 静电 场 的 知识 来 理解 这 个 问题 . 三 维 空间 中 ， 只 有 在 点 电荷 
和 线 电荷 所 在 处 电势 分 别 以 1/r 和 iny 的 形式 发 散 ， 除 此 之 外 ， 电 势 是 处 处 有 界 的 : 
二 维 平 面 上 的 总 电荷 ， 就 是 : 维 空 间 中 的 均匀 线 电 符 ， 
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要 补充 上 有 界 条 件 
| u(r, 9)| AR 
这 样 ， 总 结 上 面 的 讨论 ， 我 们 看 到 ， 在 转换 到 平面 极 坐标 系 


后 ， 定 解 问题 (15.40) 就 应 该 变 为 

10 Ou 1 8? 
E (r=) <3 agi = 0< @<27,0<r<a, (15.44a) 
u(r, 外 | = ur 的 | ,_,, 0 <7< a， (15.44b) 

Ou(r, >) _ Our, 9$) : 

ð$ lezo O68 |os2r nee oes) 
_， 有 界 ， 0 < 由 < 2n, (15.44d 
= f(%), 0 < 由 < 2r. (15.44e) 


现在 ， 再 来 重复 分 离 变 其 的 步 又 ， 就 可 以 看 到 除了 会 得 到 
齐 次 党 微分 方程 (15.42) 和 (15.43a) 之 外 ， 由 周期 条 件 (15.44b) 和 
(15.44c) 还 可 以 得 到 
$(0) = (27), (15.43b) 
$'(0) = (27). (15.43c) 
这 样 ， 由 带 有 待定 参数 的 齐 次 常 微分 方程 (15.43a) 和 齐 次 的 周期 边 
界 条 件 (15.43b) (15.43c) 又 构成 了 一 个 本 征 值 问题 . 容易 证 明 ， 


27 2r 
A | S(p)" (odo = - f 54)" (d)d¢ 
0 0 


II 


-# (6) (6)| n J " 8'(6)8""(6)do. 
尽管 分 部 积分 出 来 的 项 在 单独 代入 上 下 限时 并 不 为 0 ， 但 是 数值 
相等 ， les 直 果 仍然 为 0 ， 所以， 如 果 本 征 值 问题 (15.43) 有 
f $ (g) (db) dg 

一 一 二 0. (15.45) 
f (p) (p)do 


D 


A= 
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这 时 之 所 以 允许 入 =0， 是 因为 $(8) = 常数 (不 妨 取 为 1) 也 是 本 征 
值 问题 的 解 、 换 句 话 说 ， 本 征 值 问题 (15.43) 有 一 组 解 ， 
本 征 值 ào =0, (15.46a) 
AS (Epa (d) = 1. (15.46b) 
当 入 >0 时， 方程 (15.43a) 的 通 解 为 
5(9) = Asin VM + B cos VNo. 
代入 周期 条 件 (15.43b) 和 (15.43c) ， 就 得 到 
B = Asin VA2r + Bcos VART, 
A = Acos VA2r — B sin VAM2r. 
这 是 关于 系数 4 和 B 的 线性 齐 次 代数 方程 组 ， 有 非 零 解 的 充分 必 
要 条 件 是 
sin VA27 cos VX2r — 1 可 
COS Jr2n — 1 sin VA27 7 


BN 2(cos VA2r —1) = 0. 这 样 又 可 以 求 得 本 征 值 


2 


Am =m’, m =1,2,3,---, (15.47a) 
相应 的 非 专 解 是 
AES, BER. 
这 就 是 说 ， 对 应 于 一 个 本 征 值 An, APTA TE HK 
Smil) = sinmd, (15.47b) 
Bm2($) = cosmo. (15.47c) 


当然 ， 也 还 可 以 将 Ao = 0 的 结果 (15.46) 和 (15.47) 合并 起 来 ， 统 一 
写成 (15.47) 的 形式 ， 而 将 m 的 取 值 相应 地 改 为 0,1,2,3,…. 

现在 ， 按 照 分 离 变 其 法 的 标准 步 又， 应 该 再 去 求 出 常 微分 方 
程 (15.42) 的 解 ， 注意 这 个 常 微分 方程 吓 一 个 特殊 的 变 系数 方程 ， 
经 过 日 变 基 的 变换 
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后 ， 就 可 以 变 为 常 系数 的 党 微分 方程 : 


- -AR=0. (15.42’) 
所 以 ， 当 Xo = 0 时 ， 通 解 为 
Ro(r) = Co + Dot = Co + Dolnr; (15.48) 
4dm=m,mZ0RY, REN | 
Rm(r) =Cme™ + Dme ™ = Cmr” + Dmr”. (15.49) 


现在 ， 我 们 就 求 得 了 满足 齐 次 方程 (15.44a) 和 齐 次 边界 条 件 
(15.44b)(15.44c) 的 全 部 特 解 


uo(r,¢) = Co + Dolnr, (15.50a) 
umi(r,¢) = (Cmir™ + Dmir ™) sin my, (15.50b) 
um2(t,6) = (Cm2r™ + Dmar ™) cos mọ. (15.50c) 


把 它们 又 加 起 来 ， 就 得 到 定 解 问题 (15.44) 的 一 般 解 


u(r,$) =Co+ Dolnr + a (Cmir™ + Dair ™) sin mo 


m=!) 


$ >p (Cm2r™ + Dmor ™) cos mọ. (15.51) 


考虑 到 有 界 条 件 (15.44d) ， 由 于 Ine Mro” Er = 0 ARENA 
的 ， 所 以 它们 的 系数 都 必须 为 0 ， 

Do=0, Dmi =0, Dymz = 0. (15.52) 
再 代入 边界 条 件 (15.44e) ， 就 得 到 | 


u(r, | = Co + ` a™ (Cmi sin me + Cm2 cos mo) = f(9). 
r=a ‘wm 


下 面 的 问题 便 是 如 何 定 出 个 加 系数 Co, Cmi 和 Cm. 尽管 现 
在 也 可 以 根据 Fourier 展开 的 公式 定 出 系数 Co, C 和 Cm2 ， 但 我 
们 还 是 采用 分 离 变 基 法 的 标准 做 法 ， 利 用 本 征 函 数 的 正 交 性 定 个 
加 系数 . 
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容易 证 明 ， 对 于 本 征 值 问题 (15.43) ， 对 应 不 同 本 征 值 的 本 征 
KR EEX. AG, ATE RHR 1 Oth PATEL Ao = 0) MAF TE K 
数 sin mo 或 cos MỌ (对 应 于 本 征 值 Am = m’, m # 0) 是 正 区 的 ， 


2% l 
/ sin modo = 0, (15.53a) 
0 


27 
| cos modo = 0. (15.53b) 
0 


a Am = M 的 本 征 函 数 sin mo, cos mo 和 对 应 于 本 征 值 
一 mn2 mm 的 本 征 函 数 sinne, cosnd 是 两 两 正 交 的 : 


27 
f sin nøsin med¢ = 0, (15.53c) 
0 
27 
f sin nọ cos modo = 0, (15.53d) 
0 
2r 
f cos no cos modo = 0. (15.53e) 
0 


而 且 ， 对 应 于 同一 个 本 征 值 Am = m 的 两 个 本 征 函 数 sin md 和 
cos mo 也 是 正 交 的 : 


25 
f sin mọ cos modo = 0. (15.53f) 
0 


因此 ， 利 用 本 征 函 数 的 正 交 性 以 及 
2n 2r 
f sin mode = r, J cos’ modo Si: 


就 可 求 得 
Co = x | f(d)dd, (15.54a) 
n Jo 
2r 
EE / Oo (15.54b) 
ar 
Cm2 = 一 一 a, t f(¢) cos modo. (15.54c) 
QI 下 


这 样 我 们 就 完全 给 出 了 定 解 问题 (15.44) 的 解 . 
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练习 15.1 ”直接 从 本 征 值 问 题 (15.43) 的 方程 和 边界 条 件 出 发 ， 证 明 林 
IE PR RIIETE (15.53a e). 
练习 15.2 ”证明 本 征 函 数 的 正 交 性 (15.53f) . 


现在 再 对 上 面 求解 过 程 中 的 某 些 问 题 作 一 些 补充 讨论 . 
第 一 ， 在 求解 本 征 值 问题 (15.43) 时 ， 对 应 于 一 个 本 征 值 有 两 
个 (线性 无 关 的 ) KERR. 我 们 把 对 应 一 个 本 征 值 有 不 止 一 个 ( 线 
性 无 关 的 ) 本 征 函 数 的 现象 ， 称 为 简 并 (或 退化 ) . 如 果 对 应 一 个 本 
(HAA ”个 本 征 函 数 ， 则 称 本 征 值 问题 是 交 重 简 并 的 ， 或 者 说 简 
并 度 为 ”对 于 二 阶 常 微 分 方程 的 本 征 值 问题 ， 最 多 只 能 足 二 重 
简 并 的 . 我 们 还 将 证 明 , 在 二 阶 常 微分 方程 的 本 征 值 问题 中 ， 如 采 
边界 条 件 是 一 、 二 、 三 类 ， 则 对 应 一 个 本 征 值 ， 只 能 有 一 个 本 征 陶 
数 ， 或 者 说 ， 本 征 值 问题 一 定 是 非 简 并 的 . 而 当 边 界 条 件 是 周期 条 
件 时 ， 本 征 值 问 题 才 是 简 并 的 . 
第 二 ， 对 于 简 并 的 本 征 值 问 题 ， 本 征 函 数 的 选取 并 不 唯一 . 
对 应 同一 个 本 征 值 的 本 征 函 数 也 不 一 定 正 艾 ， 但 是 一 定 可 以 通过 
适当 的 重新 组 合 而 使 它们 正 交 化 . 就 本 题 而 言 ， 就 可 以 将 对 应 于 
Am = m?, m= 1, 2, 3,- 的 本 征 函 数 取 为 
em? 和 e7’, (15.55) 
或 者 简单 地 将 本 征 值 问题 (15.43) 的 全 部 本 征 值 (包括 Ao = 0) 和 本 
征 焉 数 统 一 写成 
Am =m’, m = 0, £1, +2, 3, ---, (15.56a) 
&,,(¢) = e™®. (15.56b) 
这 时 ， 对 应 不 同 本 征 值 的 本 征 函 数 当然 仍然 是 正 交 的 : 


27 
J e'®(e'™?)* do =0, n,m=0,+1,+2,43,---,Hn#m. (15.57a) 
0 


而 且 , 对 应 于 同一 个 本 征 值 A。 = mm2?，mm 关 0 的 两 个 本 征 函数 o# 
也 是 正 交 的 : 


27 
l e'™(a7'™)* dg = 0. (15.57b) 
aa 


注意 现在 的 本 征 函 数 是 复 函数 ， 在 上 面 的 正 交 关 系 中 需要 将 其 中 
的 一 个 本 征 函 数 取 复 共 箔 . 


练习 15.3 ”证 明 本 征 函 数组 (15.56b) 的 正 交 性 (15.57b) . 
最 后 ， 关 于 定 解 问题 (15.44) 的 特 解 ， 它 们 是 


1, Inr, r™ sin mọ, r™ cos mọ, r~™ sin mo Al r~™ cos mo. 
注意 这 里 的 偏 微分 方程 是 (二 维 JLaplace 方程 回忆 一 下 在 复 变 函 
数 部 分 中 ， 我 们 曾经 证 明 ， 解 析 函 数 的 实 部 或 虚 部 一 定 是 Laplace 
方程 的 解 . 把 re'* 看 成 是 复 变 数 z =z+ig ， 就 可 以 看 出 ， 上 面 的 
这 些 特 解 正 是 解析 函数 

2°, Inz, 2” 和 z” 

的 实 部 或 者 虚 部 ， 而 有 界 条 件 (15.44d) 正 是 使 我 们 按 弃 掉 在 圆 内 
lz| < a 并 不 处 处 解析 的 函数 Inz 和 z-” . 更 进一步 ， 把 上 面 求 得 
的 系数 (15.52) 和 (15.54) 代入 到 (15.51) 式 中 ， 还 可 以 得 到 


rt) = 去 HOW 
0 


十 1 > (Z) sin mo f f(¢') sinmd'd¢’ 
T a 0 


m=! 
= = a CA 1 +2 > Ey cos m(@ — glag. 


显然 ， 当 7 < a 时 级 数 收敛 . RRR NRR AA 
等 比 级 数 的 求 和 公式 就 可 以 求 出 级 数 的 和 ， 最 后 就 得 到 


27 
u(r, $) = edi f e (15.58) 
0 


27 r? +a? — ar coslo — ġ') 
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这 个 结果 称 为 Poisson 积分 公式 ， 它 把 Laplace 方程 在 圆 内 的 第 一 
类 边 值 问 题 的 解 表 示 为 边 值 o) 的 积分 ， 事实 上 ， 由 解析 函数 的 
Cauchy 积分 公式 ， 也 可 以 推出 这 个 结果 ( 见 3.7 节 ) ， 而 ulr, o) IE 
好 是 解析 项 数 的 实 部 或 虚 部 . 这 里 只 不 过 再 一 次 看 到 解析 也 数 的 
实 部 或 虚 部 和 二 维 Laplace 方程 的 解 之 间 的 关系 . 


15.5 Helmholtz 方程 在 柱 坐 标 系 下 的 分 离 变量 


在 讨论 二 阶 偏 微 分 方程 的 分 离 变 其 时 ， Helmholtz 方程 
V’u +k’ u=0 (15.59) 
具有 一 定 的 典型 性 . 这 是 因为 无 论 波动 方程 或 热传导 方程 ， 在 将 时 
间 部 分 分 离 变 基 或 作 Fourier 变换 后 ， 都 会 得 到 Helmholtz 方程 ， 又 
如 Laplace 方程 ， 也 可 以 看 成 Helmholtz 方程 的 特殊 情形 . 
在 柱 坐 标 系 中 ， Helmholtz 方程 的 具体 形式 是 
-2u (=) 1o ra a "i ku=0. (15.60) 
这 里 涉及 的 是 三 个 上 自 变 基 的 函数 . 要 将 它 分 离 变 其 ,通常 采取 还 次 
人 
HA. AI, $ wrbz) = ulr,9)2(z) ， 代 入 方程 ， 即 得 
1 Ov i 8v > d° Z 
[i2 (=) + 一 -2 Do +k J 十 一 一 J22 一 0. 
所 以 
1r10/ Ov 1 Ov 1d°Z 
loa on) angen Ee a 
等 式 的 左 端 是 + 和 6 的 函数 ， 与 > 无关; Ae - wR, Gr 及 
9 均 无 关 . 所 以 它们 必须 等 于 既 与 7, 6 无 关 又 与 z 无关 的 常数 . 把 
这 个 常数 记 为 入， 就 得 到 


1 0 Ov 1 8v 2 = 
Z |}\Z=0. (15.62) 
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这 样 就 完成 了 日 变 其 > 的 分 离 . 接着 再 今 v(7,0) = Rere, A 
方程 (15.61) ， 又 得 到 


O(6) B- (<=) a =) i + Rr) do _ 


rdr dr r? q9? 
Aim L or? /R(r)O(O), FEW, MBER EI 
r? tid (dR 2 = i do 
Fo la Ge) + 2 maka 


0 RRG ‘Sr AK. BN Cs DIU TBE r 无 关 又 与 je ey 
WR WA an. FÆLE 


ld E) Pi G a ae E) R=0, (15.63) 
rdr \ dr r? 
he) 
eee 9 = Q0. 5.64 
7182 + pO =0 (15.64) 


这 样 ， 就 又 可 以 完成 对 于 白 变量 > 和 6 的 分 离 变 起 ， 也 就 完成 了 
Helmholtz 方程 的 分 离 变 其 ， 

在 柱 坐 标 系 中 将 Helmholtz 方程 分 离 变 其 时 ， 得 到 了 三 个 带 微 
分 方程 ， 即 (15.62) (15.63) 和 (15.64) . 其 中 (15.62) 和 (15.64) AAH 
系数 常 微分 方程 ， 是 大 家 部 很 熟悉 的 ， 不 难 解 . 方程 (15.63) 足 变 
系数 常 微分 方程 ， 称 作 Bessel 方程 ， 在 第 六 章 中 曾经 讨论 它 的 求解 
问题 ， 后 面 第 十 七 章 中 还 要 详细 讨论 这 个 方程 的 解 和 解 的 性 质 . 


15.6 Helmholtz 方程 在 球 坐 标 系 下 的 分 离 变量 


在 球 坐标 系 中 ， Helmholtz 方程 的 具体 形式 足 


1 ð / 2du\ 1 Of. ðu 
r? Or (r 二 T r2sin 6 00 (sino) 
1 Ou 
r2sin20 O¢? 
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令 u(7,9,9) = R(7)S(9,9) ， 代 入 方程 ， 即 得 
5(6, 6) | need (e50) $ ER 


r2 dr 


Rir)[ 1 a; . ,8S(6,¢) 1 O°S(0,9)| _ 
Eo aa (e a) + aa ag? |=0 
两 端 乘 以 ”/R(r)S(9,g) ， 并 移 项 ， 就 可 以 得 到 

r? l d dR(r) 

R(r) EA í dr ) +H RH] 


— 1 1 61 3S0, $) 1 3S0, 4) 
~ ~$(6,4) (sin 00 J ag? | 

等 式 的 左 端 只 是 * 的 函数 ， 与 9, 9 无 关 ; 右 端 只 是 0, p 的 函数 ,与 
r 无 关 . 所 以 它们 必须 等 于 既 与 7 无关 又 与 9, 9 无 关 的 负数 把 这 
BUCA A, WIFE 


ld 2dR(r) 2 _ A M 

r? dr (r dr +) 不 G =) R(r) = 0, (15.66) 
1 0/.. p05(0,9) 1 02S(0,9) en 
sin 8 00 (sino 06 ) + ay. ag? + AS(8, $) = 0. ( 


在 这 一 步 中 ， 我 们 成 功 地 完成 了 从 Helmholtz 方程 中 分 离 去 径 问 部 
分 ( 即 与 r 有 关 的 部 分 ) 的 任务 . 下 一 步 则 要 继续 将 方程 (15.67) 分 
离 变 量 ， 为 此 ， 再 令 $(6,6) =pl), IEA (15.67), ， 从 而 得 到 


2 
a| : 5 (sina 20?) + r0| + Or 


sing db dé sin20 dọ? 

再 将 等 式 两 端 乘 以 sin?9/865 ， 移 项 ， 又 可 以 得 到 
sin20 | 1 d/. d9(0) _ 1076 

6 EC d ) +26] META 
这 样 ， 我 们 再 次 看 到 ， 等 式 的 左 端 只 是 9 的 函数 ,与 无 关 ; Afi 
只 是 $ 的 函数 ， 与 9 无 关 . 所 以 它们 必须 等 于 既 与 9 CHENG o 
无 关 的 常数 ， 记 为 x ， 于 是 又 完成 了 将 9 部 分 和 4 部 分 的 分 离 ， 
得 到 的 两 个 常 微分 方程 是 
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1d do(6) ii E l 
sin 6 dô (sino ) $ (à Ez) O =0, (15.68) 


pst 
dg? 
这 样 又 最 终 完成 了 Helmholtz 方程 在 球 坐 标 系 中 的 分 离 变 莽 . 

在 球 坐 标 系 中 将 Helmholtz 方程 分 离 变 量 ， 当 然 也 还 是 得 到 三 
个 常 微分 方程 ， 即 (15.67) 、(15.69) 和 (15.70). 其 中 的 (15.70) 是 常 
系数 党 微分 方程 , 不 难 求解 . 剩 下 的 两 个 方程 ，(15.67) 和 (15.69) , 
是 变 系 数 常 微分 方程 ， 分 别称 为 球 Bessel 方程 和 连带 Legendre 方 
程 ， 在 第 十 七 章 和 第 十 六 章 中 也 将 要 分 别 讨论 它们 . 

这 里 还 要 讨论 一 种 常见 特殊 情形 ， 即 u= ulr, 0) 与 无关 的 
情形 . 这 就 是 说 ， 整 个 定 解 问题 在 绕 极 轴 转 动 任 意 角 时 不 变 . 在 这 
种 情形 下 ， Helmholtz 方程 的 形式 就 化 简 为 

55 (r ce) +i (sin <=) +k?u=0. (15.70) 
Q wm6) = R(r)O(0), FLATT, BIG 


(8) Saee) +k?R(r |+ i ee (si n6220) - =0. 


+ ph = 0. (15.69) 


r? dr r? sin6 060 00 
两 端 乘 以 r/R(r)6(9) ， 并 移 项 ， 就 可 以 得 到 
r? [1 dd/ ,dR(r)\ ,， N a E. dO (0) 
R(r) =a G dr )+eno| =- F a) and ao (5 aap ) 


等 式 的 左 端 只 是 7 的 函数 ， 与 6 无关; 右 端 只 是 9 的 函数 ， 与 + 无 
X. 所 以 它们 必须 等 于 既 与 + 无关 又 与 9 无 关 的 常数 ， 记 作 入 ， 这 
样 就 完成 了 分 离 变 基 的 任务 . 得 到 的 两 个 常 微分 方程 ， 径 向 方程 和 
(15.67) 完全 相同 ， 另 一 个 与 方位 角 ( 即 纬度 )6 有 关 的 常 微分 方程 是 


id d0(6) E 
pols i no) + 0(6) = 0, (15.71) 


PKA Legendre 方程 ， 它 是 连带 Legendre 方程 (15.69) FP p = 0 的 特 
殊 情形 . 
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第 十 六 章 球 A 数 


在 上 一 章 ， 我 们 将 Helmholtz 方程 在 球 坐 标 系 下 分 离 变 其 时 ， 
曾经 得 到 连带 Legendre 方程 
1 d/. „dO p = 
ind a6 (8 9G9) + P- Gar] O= 9 
以 及 它 的 特殊 情形 ， Legendre 方程 
1 d . dO: 
sin 6 d (sin 6 | + AO = 0, 
PEAR z = cosb, y(z) = 69(9) ， 则 又 可 将 它们 改写 成 


d 2) dy H = 
az (O°) BI] + Po pole 


和 

< K - 2”) a + Ay = 0. 
本 章 将 要 讨论 这 两 个 方程 的 解 ， 它 们 的 主要 性 质 及 其 在 分 离 变 其 
法 中 的 应 用 . 


16.1 Legendre 方程 的 解 


在 求 出 Legendre 方程 的 解 的 具体 形式 之 前 ， 根 据 常 微分 方程 
的 解析 理论 ( 见 第 六 章 ) ， 事 先 就 可 以 对 Legendre 方程 的 解 的 解析 
性 有 如 下 准确 的 判断 . 
首先 ， Legendre 方程 出 
= K — 2”) | + Ay = 0. (16.1) 
有 三 个 奇 点 ，z = 士 1 和 xz = co ， 并 且 都 是 正则 奇 点 . 因此 ， 除 了 
这 三 个 点 可 能 是 奇 点 外 ， Legendre 方程 的 解 在 全 平面 解析 . 


O 在 这 一 节 里 ， 要 特别 强调 z 是 复 变量 . 
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r= 0 点 是 Legendre 方程 的 常 点 ， 因 此 ， 方 程 的 解 在 以 z=0 
点 为 圆心 的 单位 贺 |z| < 1 AB, PARRA Taylor 级 数 ， 事 实 
上 ， 第 六 章 中 已 经 求 出 了 两 个 线性 无 关 的 特 解 ， 它 们 是 


z aoo 2 
S EER) 


Es (16.2a) 


其 中 

v(v + 1)= À. (16.3) 
把 这 两 个 特 解 作 解 析 延 拓 ， 可 以 得 到 Legendre 方程 的 解 在 其 他 区 
域内 的 表达 式 . 但 是 ,无论 如 何 ， 在 级 数 解 (16.2) 的 收敛 圆 的 圆周 
E, 确切 说 , 在 z = 土 1 这 两 点 , 方程 的 级 数 解 总 一 定 不 解析 . 这 从 
上 面 写 出 的 解 的 具体 形式 可 以 看 出 ,对 于 yi(z) ， 当 nn 足够 大 时 ， 


其 系数 
V y+i1 
nm t(0-$)r (ns 44) 
Can 一 : 2 2 
(2n)! r(-2)r(7*) 
2 2 
p\r-@tl)/2 OORS 
D2n (n — =| e V27n 
~ (2n + + 1)2n4+1/2e-(2n41) V2n r (-5) 
2 
(n + oa rar IR 
” To 
2 
= 常数 x 工 
n 


这 说 明 ， 除 了 一 个 常数 倍 外 ， yi(z) 在 z= +1 附近 的 行为 ， 和 
| 
er a 
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完全 相同 . A, y(x) 在 zx = +1 对 数 发 散 . z= 土 1 是 y(x) 的 
枝 点 . 如 果 把 Legendre 方程 在 z = 0 的 第 一 解 yl) 解析 延 拓 到 全 
平面 上 ， 它 一 定 是 一 个 多 值 函 数 . 

同样 ， 对 于 y2(x) 》 = n JE AB KAY, 也 有 

v— 1 V 

a a i a) 
(2n+1)! v—i v 

í P E) 

227 

= (2n + 2)27+3/2@-(22+2) A27 

v—i 
2 (- 2 ) 
oe ern l-¥/2 fae 


r(i+z) 


所 以 ， 除了 一 个 常数 倍 外 ， y2(x) 在 x = +1 附近 的 行为 ， 和 
L+2 = 2 2n+1 
eF ep n 
完全 相同 . 因此 ， y(r) Æ r= +1 也 对 数 发 散 . z = 1 也 是 yo(z) 
的 枝 点 ， 把 Legendre 方程 在 z = 0 的 第 二 解 w(z) 解析 延 拓 到 全 平 
还 可 以 在 z = 1 点 (或 z = -1 点 ) 的 邻 域 内 求解 Legendre 方 
程 . 由 于 z = 二 1 是 方程 的 正则 奇 点 ， 方 程 在 环 域 0< jz-1| < 2 内 
有 两 个 正则 解 ， 故 可 设 
y(x) = (z — 1)? X en(z Say (16.4) 


n=0 


C2n+1 


(n+14¢ 
2 


代入 (16.1) 式 ， 就 可 以 得 到 Legendre 方程 在 z = 1 点 的 指标 方程 


p(p~1)+p=0. 
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所 以 ，p = pz =0. 这 说 明 Legendre 方程 在 z = 1 点 邻 域内 的 第 一 
解 实际 上 是 在 圆 域 |z -1| < 2 内 解析 的 ， 而 第 二 解 则 一 定 含 有 对 数 
项 ， 以 z =1( 和 z= -1) HER. 

按照 常 微 分 方程 级 数 解 法 的 标准 步骤， 可 以 求 出 Legendre 方 
FETE r = 1 点 邻 域内 的 第 一 解 


wa 1 Ttz+n+lyrz-ltin 
Pol) = > aT nat) | r) ak 


称 为 v 次 第 一 类 Legendre MRM, HP v 的 定义 见 (163) 式 ; 第 二 解 
可 取 为 


a= P, (2) [in aA. 


xr-l1 


— 1 T(v+n+i+1) 1 1 = 
rÈ mre e +5) (=). 066) 


— 2y — 2y(v + 1)| 


称 为 v 次 第 二 Legendre HM, HA ~ 是 Euler BW, vw(z) BT BM 
的 对 数 微 商 . 由 于 函数 P,(z)( 延 拓 到 全 平面 后 ， 它 是 以 c= -1 和 
z= oo 为 枝 点 的 多 值 函数 ) 和 Qv(z) 的 多 值 性 已 有 约定 性 的 规定 ， 
在 计算 中 需要 特别 注意 . 读者 可 参阅 有 关 专 着 ， 例 如 参考 书目 [12,， 
13] . 

Legendre 方程 在 z = -1 或 x = 00 邻 域 内 的 解 也 可 以 类 似 地 求 
出 。 这 里 从 上 略 . 读者 也 可 参阅 上 述 两 本 专著 . 


16.2 Legendre 多 项 式 
首先 看 一 个 球形 区 域内 oc? +y? +z? < a? 的 Laplace 方程 边 值 
问题 
Vu =0, (16.7a) 
ul. = F(Z), (16.7b) 
其 中 三 代表 球面 + y?+2=0 LARA. 考虑 到 现在 所 讨论 的 
空间 区 域 的 具体 形状 ， 我 们 自然 会 采用 球 坐 标 系 来 求解 这 个 定 解 
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问题 ， 而 且 会 把 球 坐 标 架 的 坐标 原点 放置 在 球 心 . 如 果 边 界 条 件 具 
有 绕 某 一 个 (通过 球 心 的 ) 固定 轴 旋 转 不 变 的 对 称 性 ， 那 么 ， 当 然 
也 就 应 当 把 这 个 对 称 轴 的 方向 取 为 极 轴 的 方向 ， 这样 选 择 了 坐标 
系 后 ， 所 要 求 的 未 知 函 数 u 当然 就 与 $ 无 关 ， 4 = ur . 

利用 上 一 章 中 得 到 的 Laplace 算 符 在 球 坐 标 系 下 的 具体 表达 
式 ， 容 易 写 出 定 解 问题 (16.7) 在 球 坐 标 系 下 的 具体 形式 . 但 是 ， 需 
要 注意 ，Laplace 方程 在 9 = 0 M0 =7# 方 向 上 以 及 在 坐标 原点 7 = 0 
均 不 成 立 ， 因 为 在 这 些 点 上 充 其 基 只 存在 u(r,9) 对 9 和 > 的 单 侧 
导数 . 这样 ， 当 我 们 把 Laplace 方程 从 直角 坐标 系 改写 到 球 坐 标 系 
时 , 为 了 保持 整个 定 解 问 题 的 等 价 性 ,就 还 要 补充 上 u(r, 6) 在 9=0 
M o =r 方向 上 以 及 在 坐标 原点 7r = 0 处 的 有 界 条 件 . 也 就 是 说 ， 
定 解 问题 (16.7) 在 球 坐 标 系 下 的 完整 表达 形式 应 该 是 


72 (e2) $ — (sin 02%) =; (16.8a) 
ul AR, wl。 AF, (16.8b) 
ul AR, ul, = £0). (16.80) 
A 
u(r,6) = R(r)@(8), (16.9) 
代入 方程 (16.8a) 和 有 界 条 件 (16.8b) ， 就 能 够 分 离 变 其 而 得 到 
(sino 2S.) +0(6) =0, (16.10a) = 
00) AF, O(n) AF, (16.10b) 
和 


d ,dR(r) 
We | 
其 中 入 是 分 离 变 基 时 引进 的 待定 参数 ， 方 程 (16.10a) 就 是 Legendre 
方程 ， 配 上 有 界 条 件 (16.10b) ， 也 构成 了 一 个 本 征 值 问题 . 通常 总 
要 作 变 换 x = cose, y(z) = 6(9)， 并 且 把 待定 参数 入 写成 v(z+1)， 


) — XR(r) = 0， (16.11) 
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这 样 ， 本 征 值 问题 (16.10) 就 变 为 
去 K -7 ) | + u(y + Dy=0, (16.12a) 
y(t) AF. (16.12b) 


为 了 求解 本 征 值 问 题 (16.12) ， 首 先 需要 证 明 ， 如 果 本 征 值 问 
题 (16.12) 有 (SES) 解 的 话 ， 它 的 本 征 值 和 = vv +1) 一 定 为 非 负 实 
数 ， 因 此 v 也 一 定 为 非 负 实数 . 证 明 方 法 在 上 两 章 中 已 经 不 止 一 
次 地 用 过 . 这 里 请 读者 目 己 补足 这 个 证 明 ， 


练习 16.1 ER: 如 果 本 征 函 数组 (16.11) 有 (SES) 解 的 话 ， 其 本 征 值 
v(v +1) -一 定 为 非 负 实数 ， 


下 面 的 问题 便 是 要 具体 求 出 本 征 值 和 本 征 函 数 . 我 们 可 以 从 
Legendre 方程 在 z= 0 点 邻 域内 两 个 线性 无 关 解 出 发 来 求解 . 在 上 
一 节 中 ， 我 们 已 经 给 出 了 这 两 个 线性 无 关 解 的 形式 ( 见 (16.2a) 和 
(16.2b) 式 ) ， 还 论证 了 对 于 一 般 的 (或 v) 值 ， 这 两 个 解 在 xz = +1 
都 是 对 数 发 散 的 . 为 了 使 得 方程 (16.12a) 的 解 在 xz = +1 均 有 界 ， 
这 就 要 求 (或 v) 取 某 些 特 殊 值 . 在 多 数 数学 物理 方法 教材 中 都 是 
这 样 做 的 ， 读 者 可 参阅 参考 书目 {1, 2] . 

现在 我 们 采用 另 一 种 方案 ， 即 从 Legendre 方程 在 z = 1 点 邻 
域内 的 两 个 线性 无 关 解 P(r) 和 Ql) 出 发 来 求 讨 论 ， P(e) 在 
rz 二 1 点 是 解析 的 ， 当 然 也 就 是 有 界 的 ; Qv(z) 在 z = 1 点 是 对 数 
发 散 的 . 这 样 ， 如 果 我 们 把 Legendre 方程 的 通 解 写成 

y(x) = cP (2) 十 cz2Qv(z)， (16.13) 
由 于 要 求解 在 z =1 有 界 , OMA =0， 而 且 不 妨 取 ci =1. 再 进 
一 步 , 要 求解 在 zx = -1 点 也 有 界 ， 就 可 以 定 出 本 征 值 = =v(v+l), 
从 而 求 出 相应 的 本 征 函 数 . 
在 z= -1 Pule) 的 数值 为 


"r+tnt+l) 
Be 
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容易 看 出 ， 当 n >v 以 后 ， 级 数 的 各 项 符号 相同 ， 因 此 这 个 级 数 是 
一 个 正 项 级 数 ， 它 的 相 邻 两 项 之 比 为 

Un _ -| 和 T(v—n) 

Un+ n! Pwvin+2)Tv—n+1) 
_ (n +1)? 

(n+v+i)(n-v) 

根据 Gauss 判别 法 岂 , 可 以 看 出 , 对 于 一 般 的 > 值 ，P,(z) 在 z= -1 
RAR. 而 且 只 要 Pv(z) 是 无 穷 级 数 ， 它 就 不 可 能 在 > = -1 点 有 
界 ; 要 使 得 本 征 值 问题 (16.12) 有 ( 非 零 ) 解 ， 就 必须 要 求 Pv(z) 不 
是 无 穷 级 数 ， 即 截断 为 多 项 式 . 从 Pv(z) 的 具体 形式 看 ， 这 只 能 发 
ATE > 为 非 负 整数 时 .所 以 ， 综 上 所 述 ， 本 征 值 问题 (16.12) 的 解 
就 是 


1 1 
=1+=+0(5), 
n Tt 


本 征 值 A = Ub 4+ 1), i= 0,1,2,3,---, (16.14a) 
7S {IE PK BX yi(x) = Pilz). (16.14b) 
Pi(z) 是 一 个 ! 次 多 项 式 ， 称 为 1 次 Legendre 多 项 式 ， 
nine ats). 
由 此 容易 得 到 Legendre 多 项 式 在 x = 1 点 的 数值 : 
Pi(1) =1. (16.16) 


练习 16.2 求 Pi(1) 和 PY(1) 之 值 . 


这 里 我 们 看 到 ， Legendre 多 项 式 是 作为 本 征 值 问题 (16.12) 的 
解 出 现 的 , 是 作为 Legendre 方程 在 有 界 条 件 下 的 本 征 涵 数 出 现 的 ， 


D Gauss 判别 法 : SRR > un 中 相 邻 两 项 之 比 可 以 写成 


De ge ~ +0 (n- p=ati~Z, à>1, 
Un+i 


则 当 a > bt, RKENEN: Ba < 1 时 ， 级 数 不 可 能 绝对 收敛. 
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下 面 列 出 最 低 的 几 个 Legendre 多 项 式 的 表达 式 : 


Po(z) 一 l, 
Pi(z) = z, 
1 
Po(r) = 5 (327 ~ 1) 


P3(r) = ; (52° 一 3x) : 


P4(z) = ; (35z — 302° + 3). 


它们 的 图 形 见 图 16.1. 


(16.17a) 
(16.17b) 


(16.17c) 
(16.17d) 


(16.17e) 


最 后 说 明 一 下 ， 如 果 要 完整 地 求解 定 解 问题 (16.8) ， 那 么 就 还 
要 解 常 微 分 方程 (16.11) ， 求 出 满足 线性 齐 次 偏 微分 方程 (16.8a) 和 


图 16.1 Legendre 多 项 式 
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线性 齐 次 边界 条 件 (16.8b) 的 特 解 ， 再 由 全 部 特 解释 加 出 定 解 问题 
的 一 般 解 ， 而 后 利用 边界 条 件 (16.8c) 定 出 登 加 系数 即 可 . 本 节 的 目 
的 只 在 于 引进 Legendre 多 项 式 . 下 面 几 节 将 先 研 究 Legendre 多 项 
式 的 一 些 基 本 性 质 ， 然 后 在 16.7 节 集 中 讨论 Legendre 多 项 式 在 分 
离 变 基 法 中 的 应 用 ,讨论 有 关 偏 微分 方程 定 解 问题 的 求解 问题 . 


16.3 Legendre 多 项 式 的 微分 表示 


Legendre 多 项 式 有 多 种 表达 式 ， 除 了 上 一 节 从 Legendre 方程 
的 级 数 解 引 入 的 显明 表达 式 外 , 常用 的 还 有 它 的 微分 表示 . 在 此 基 
础 上 还 可 以 进一步 得 到 Legendre 多 项 式 的 一 些 其 他 性 质 . 

Legendre 多 项 式 的 微分 表示 是 


1 d l 
Pi(z) = dT det (x? => 1) ; (16.18) 


这 个 表达 式 也 称 为 Rodrigues 公式 . 
证 因为 
(2? -1) = (z - 1)l2+ (z - 1) 
l 


l! —n n 
一 aga (e— 1)", 


=0 
所 以 | 
1 d! 2 I d! | 1 -n [+n 
有 


n=0 


1 (l+n)! =13” 
~ A aoa n! ew l 


这 正 是 (16.15) 式 . 这 样 就 证 明了 Legendre 多 项 式 的 微分 表示 . O 

从 Legendre 多 项 式 的 微分 表示 ， 立 即 可 以 看 出 Legendre 多 项 
式 的 奇偶 性 : 1 为 偶数 时 Pi(z) 是 偶 函 数 ; | 为 奇数 时 Pi(z) 是 奇 
函数 ， Bl 
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Pi(-z) = (-—) Pi(z). (16.19) 
再 结合 Pi(z) 在 z = 1 点 的 数值 ， 又 可 以 得 到 Pi(z) 在 > = -1 点 的 
数值 ， 
P;(—1) = (-1)'. (16.20) 
练习 16.3 求 Pi(-1) 和 PY(-1) 之 值 
从 Legendre 多 项 式 的 微分 表示 还 可 以 直接 求 出 Legendre 多 项 
式 中 所 有 各 项 的 系数 ， 从 而 导出 Legendre 多 项 式 的 另 一 个 显明 表 
达 式 . 为 此 ， 可 将 (2? 一 1) rae 
(z? -1) -> ) aa Pele ar 
然后 逐 项 微 商 ! 次 ， 
d! l! r? 2r 
gz (® -1) = a >> j ril- r)” -| 
[1/2] 


I} a 2r)! jo, 
~ 2 ) ri(l—r)! ary? , 
由 于 微 商 ! 次 后 ， de 所 以 这 里 和 式 的 上 限 
就 由 微 商 前 的 【 变 为 微 商 后 的 [1/2] - 对比 一 下 Legendre 多 项 式 的 
微分 表示 ， 就 得 到 
P(x) = 2 ) a aioe r’. (16.21) 


从 这 个 表达 式 很 容易 求 出 Legendre 多 项 式 Pi(z) 在 z = 0 点 的 
数值 : 


(21)! 


P21(0) = (ai 


P241 (0) = 0. (16.22) 


-练习 16.4 RK P5,(0) 和 P2141(0) ZE. 


从 Legendre 多 项 式 的 微分 表示 ， 还 可 以 得 到 许多 有 意义 的 结 
果 ， 人 例如， 把 Legendre 多 项 式 的 微分 表示 和 Rolle 引 理 结合 起 来 ， 
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就 能 证 明 ! 次 Legendre 多 项 式 的 1 个 零点 一 定 都 是 实数 ， 并 且 位 于 
区 间 (-1, 1) 内 . 


练习 16.5 证明: Legendre 多 项 式 的 零点 均 为 实数 ， 并 且 位 于 区 间 
(一 1, 1) Ñ. 


16.4 Legendre 多 项 式 的 正 交 完备 性 


前 面 提 到 ， Legendre 多 项 式 是 作为 本 征 值 问 题 (16.12) 的 本 征 
函数 出 现 的 ， 因 此 ， 从 本 征 值 问题 (16.12) 出 发 ， 可 以 证 明 Legendre 
多 项 式 的 正 交 性 ， 即 不 同 次 数 的 Legendre 多 项 式 在 区 间 [=1, 1] fit 
正 交 ， 

/ P(z)P.(z)dz=0, kFL (16.23) 


作为 练习 ， 请 读者 补足 这 个 证 明 . 
现在 用 另 一 种 方法 证 明 这 个 结果 .为 此 ， 先 计算 一 个 积分 


/ a*P.(x)dz, 
其 中 上 和 /都 是 非 负 整数 . 
对 于 这 个 积分 ， 从 被 积 函 数 的 奇偶 性 可 以 判断 ， 
J rz*Pi(z)dr = 0, “k+l = 奇数 . (16.24) 


X ktl 为 偶数 时 ， 可 将 Pi(z) 用 它 的 微分 表示 代入 ， 于 是 有 
| Poa = taf aa (x? ~1)' dz 


1 k r 2 l 1 
j ale wa l-n, 


1 k al—l 
dr d 2 ! 
-f PETE (x 一 1) dz| 


由 于 © (22-1)! 中 一 定 含有 因子 (z: - 1) ， 所 以 在 代入 上 下 限 
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z= 士 ] 后 ， 分 部 积分 出 来 的 项 一 定 为 0 ， 于 是 就 有 
! f. f endar cd’ 25 
| #r0r Le e aa (x ~1)' dz. 
这 样 ， 分 部 积分 一 次 ， 其 效果 就 表现 在 三 方面 : (1) 改变 一 次 正 负 
B, (2) 对 函数 (2? - 1) 的 微 商 减少 一 次 ; (3) 对 函数 z* 的 微 商 
增加 一 次 . 这 样 ， 分 部 积分 ! 次 后 ， 微 商 运 算 就 全 部 转移 到 函数 r" 
上 ， 结 果 就 变 为 
1 1 luk 
| Poa = anf o (x? — 1) dz. 
这 时 有 两 种 可 能 ， — fz k<l, pe AX rz 微 商 l 次 一 定 为 0 ， 于 是 
J r*Pi(x)dr = 0, Mk<l. (16.25) 
另 一 种 可 能 是 上 >1， 不 妨 令 k=1+2n， 于 是 
1 1 trit2n ; i 
f "Pa = mj ys a (x? —1) dz 


1 (l4+2n)! [' on a\! 
= ah oe [= (1-—2°) dz. 
作 变 换 z? = t ， 并 利用 B 函数 就 可 以 算出 积分 


1 
1 (+ 2n)! a 
ik Eee Sn (2n)! | a a 


a Caml (m+ 5) TOAD 
21]! (2n)! r(n+i+3) 


(l+2n)! Vr 
i+2n pI 

a "Tr (nti+s) 
n!(2l+2n+1)! 


= 2 


HIE k=l, Bln =0 时， 
1 
/ z Pi(zjdz = u VT ss gil Hr 
一 


(16.26) 
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需要 特别 强调 ， 上 面 的 (16.24) 和 (16.25) PASM AR, oR R 
数 BYE k IF Legendre 多 项 式 的 次 数 ! ， 那 么 ， 笑 函数 c* 和 
12K Legendre 多 项 式 的 乘积 在 区 间 [-1, 1] 上 的 积分 一 定 为 0. 


练习 16.6 if f(z) 是 任意 一 个 大 次 多 项 式 ， 证 明 
J MePa) = 0, ik cl. 


现在 把 (16.24)(16.25) 和 (16.27) 诸 式 的 结果 应 用 于 积分 
f Pi(z)Pk(zjdz. 


M k ALI, BER k <l. 考虑 到 Pk(z) Ek 次 多 项 式 ， 不 论 
l-k = 奇数 或 偶数 ， 这 个 多 项 式 中 的 各 项 乘 以 Pi(z) 的 积分 都 是 
0 ， 所 以 就 证 明了 不 同 次 数 的 Legendre 多 项 式 在 区 间 [-1, 1] EIE 
4e, Bl (16.23) Ñ. 

下 面 讨论 上 = ! 的 情形 . 这 时 仍然 可 以 写 出 一 个 Pi(z) 的 各 项 ， 


Pi(z)Pi(2)dax = J [cz Faca ? +42" 1 4+-- ‘| Pi(a)dz. 
-1 si 


那么 ,除了 第 一 项 和 1K Legendre 多 项 式 的 乘积 的 积分 不 为 0 外 ， 
HRS OA | 次 Legendre 多 项 式 的 乘积 的 积分 均 为 0， 这 是 因为 后 
TE SF PK AB SF. 于 是 ， 就 有 


tt 
Pi(z)Pi(z)dz = af opi = q xt ee 
~1 


e (21+ 1). 
ci 是 1 次 Legendre SHAH x! 项 的 系数 .由 (16.21) 式 可 以 看 出 
_ _(2i)! 
ee) 


所 以 ， Legendre SIMRAN RA 


J Pi(r)Pi(z)dr = T (16.27) 
把 (16.23) AM (16.27) 式 合 并 起 来 ， 还 可 以 写成 
J P,(2)Pi(2)dz = et (16.28) 
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以 上 关于 Legendre 多 项 式 正 交 性 的 讨论 和 模 方 的 计算 都 是 以 
r 为 自 变 其 表述 的 当然 也 可 以 通过 变换 r= cos9 变 回 到 以 6 AB 
变量 ， 这 样 有 关 的 公式 就 要 作 相 应 的 变化 . 例如 (16.28) 式 就 变 为 


2 
i = ——— Oj). 16.2 
/ Px(cos 0)Pi(cos0)sin 0d6 TE 7 Ox (16.29) 


这 就 是 说 ， 上 次 Legendre 多 项 式 Pk(cos6) Ml 次 Legendre 多 项 式 
Pi(cos9) 在 区 间 [0, n) 上 以 权 函 数 sing 正 交 . 这 里 的 权 函 数 sing IE 
好 就 是 微分 方程 
[sin o5] + àsin dO = 0 

中 本 征 值 入 后 的 苑 数 sin6 . 

还 可 以 证 明 ， 作 为 本 征 函 数 的 Legendre SHAK, HARARE 
性 : 任意 一 个 在 区 间 [~1, 1 中 分 段 连续 的 函数 f(z) ， (在 平均 收 
AO ELF) 可 以 展开 为 级 数 


fic) = >》 aPi(z), (16.30) 


{=0 
其 中 的 展开 系数 a 可 以 根据 Legendre 多 项 式 的 正 交 性 求 得 
eum 一 一 nf f(x)Pi(x)d (16.31) 
例 16.1 HAX f(x) = r° FE Legendre 多 项 式 展开 . 
解 r =Y aP), W 


l 
a = S] r°Pi(x)dz. 
-1 


根据 上 面 的 讨论 ， 可 以 判断 ， 除 了 !=1 和 3 外 ，c 均 为 0. 
r? = cP; (x) + c3Pa(z). (16.32) 


1 
lim f 
N—-co f_} 


则 称 级 数 》, ciPi(z) 平均 收敛 到 f(z) - 
{=0 


N 2 
f(z) - SaPi(z)| d 
ix0 
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展开 系数 ck 和 ca 分 别 为 
cl 一 J ridzr = S, oni / z°P3(xr)dz = a 


5 
最 后 的 结果 就 是 


T? = Pi (2) + =P3(2). | (16.33) 


在 计算 cs 中 的 积分 时 ， 可 以 直接 引用 (16.27) 式 的 结果 . 

捉 实 上 ， 在 求 出 了 ci 之 后 ， 可 以 更 简单 地 求 得 cx ， 这 是 因为 
在 (16.31) 式 中 代入 z =1， 应 该 有 el +ca =1. 

例 16.2 KRŠ Pi(z) 按 Legendre 多 项 式 展开 . 

解 我 们 知道 ，Pi(zx) 是 一 个 !-1 多项式 , HARA rt, 23, 
z 5,… 等 项 ， 因 此 


[(1~ 1)/2] 
Pi(£) = cr_iPi_1(7)+ ci_3Pi_s(7)+.*.= > cr_2k—1P1_2k-1(7), 
k=0 
其 中 
dA- 4k-i f' ., 
Ci-2k-1 = "=! | P(x) Pi-2x-1 (x£) dz. 
= 
由 于 


f Pi(x)Pi-2x-1(£)d£ 


= PiG)Pra-iG)| - / l Pi(z)P! zx _1(z)dz, 
在 上 式 右 端的 第 一 项 中 代入 
P;(1) = 1, Pi-2x-1 (1) = 1, 
P,(—1) = (-1)', Pj-ak-1 ($1) = (1), 
就 可 以 求 得 此 项 的 数值 为 2 ; NAX Piil) Èl- 2k -2 KRE 
MA, UEM LIK Legendre 多 项 式 的 乘积 的 在 区 间 [-1, 1 上 的 
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积分 为 0 ， 这 样 就 得 到 
| Pi(£)}Pi-2k-1(£)dz = 2 (16.34) 


因此 ， ci-2k-1 = 2l — 4k-1, 


[({~ 1)/2] 
Pi(r) = > (21 — 4k — 1)Pi-2x-1 (£). (16.35) 


k=0 
例 16.3 ”计算 积分 (Pd 


解 容易 判断 ， 当 k+1 为 奇数 时 积分 一 定 为 0， 故 下 面 只 需 
讨论 上 +! 为 偶数 的 情形 . 由 于 kk 和 1 的 任意 性 ， 不 妨 假定 k>1. 
利用 例 16.2 中 的 结果 ， 就 有 

{({— 1)/2] 


1 
J P,(x)Pi(x)dz = i P} (£) a (2l — 4r — 1)Pi_2r_-1 (2) dz 
_1 = 

{(i-1}/2] 


= 2 5 (21 — 4r — 1). 
如 果 1 = 2n ， 不 难 求 出 上 式 右 端 的 和 数 


n—1 


Soe ly=n(4n-1), r= =n(n siy 


r=0 r=0 
干 是 
1 n—1 
| P,.(x)Pi(z)dz = 2 》 (4n 一 4r 一 1) = 2n(2n + 1). 
-1 r=0 


1 n 
f Pi (x)Pi(r)dr = 2 X (n — 4r + 1) 
= r=0 


= 2(4n+1)(n+1)— 4n(n +1) 
= (2n + 1)(2n + 2). 


这 样 ， 不 论 ! 是 偶数 或 奇数 ， 都 有 
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[ Pi.(c)Pi(x)dz =Ul+1), k+l = (BH, Ak > 1. (16.36) 
关于 Legendre 多 项 式 的 完备 性 ， 也 可 以 改 用 以 6 为 自 变 基 表 
a. 这 时 ， 如 果 要 将 函数 /1(b) 按 Legendre 多 项 式 Pi(cos9) 展开 ， 


f(8) = So aP: (cos 0), (16.37) 


i=0 


则 展开 系数 为 
c= a f(9)Pi(cos @) sin 0d0. (16.38) 
0 


16.5 Legendre 多 项 式 的 生成 函数 
Legendre 多 项 式 是 首先 在 势 论 的 研究 中 引进 的 . 设 在 距 原 点 


r 处 放 有 一 个 单位 点 电荷 ， 取 点 电荷 所 在 点 的 位 置 为 z 轴 方 向 ， 这 
时 点 电荷 在 (r, 0, $) 点 的 电势 (显然 与 $ 无 关 ) 即 为 


1 1 eo 
1 r J/1 2rt +t? a 
r? + r’? — 2rr' cos@ = 1 1 r 


"VI 了 
其 中 z= cot, FAESA I/V -atte 的 单 值 分 校 为 


1 
V1 —2zt + t?|,_, 


EEEF, RM 1/Vl at +e! E t= 0 点 及 其 邻 域内 是 解 
析 的 ， 因 而 可 以 作 Taylor 展开 


SPE s cyt! x r? — il. 
VI Doe alae 
下 面 证 明 — ci 就 是 Legendre 多 项 式 Pi(z) Bp 


a = Soi t| < |z + yz? -1]. (16.39) 
PRAY 1//1 — 2rt +t? re Legendre 多 项 式 的 生成 函数 . 
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证 直接 将 函数 1/V1- Qct +22? FE t =0 HE Taylor 展开 
1 本 1 


Vi—2rt+ti /i-2t+t2—2(r— 1)t 
| | 


Lt (et 
= k 
= ger n o G-4) |e 
Z S (2k > TTE 
k=0 
-i 


XT He (16.15) Ia 就 可 以 看 出 ， 这 里 的 展开 系数 就 是 l 次 Legendre 多 
项 式 . 这 样 就 证 明了 (16.39) R- 级 数 的 收敛 范围 ， 可 以 由 生成 函 
KOVI tF E aE O 

证 明 (16.39) 式 ， 也 可 以 从 Taylor 展开 的 系数 公式 

1 a 1 

~ BOE Vi dat +O |,_, 
出 发 ， 将 它 表 示 成 围 道 积 分 ， 经 过 简单 的 变 基 代 换 ， 就 可 以 化 为 
Pi(z) 的 微分 表示 ， 见 参考 书目 [1] ， 第 279 ~ 280 页 . 

利用 Legendre 多 项 式 的 生成 函数 ， 也 可 以 得 到 许多 有 用 的 结 
R. 例如 ， 在 (16.39) 中 令 z= 1 ， 就 得 到 


OO l 
(1+ k)! r—1\* 
= Da | 2 J | 


Ci 


l 1 re | l 
一 = 一 3 = 一 一 t= PROK, 
1—2t+t =e i=0 2 
又 如 ， 根 据 


1 1 
Vi—~2zt+8 = \/1 —2(=2)(—t) + (=t)? 
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9 Puayt! = $ Piet, 
l=0 {=0 


也 可 以 证 明 Legendre 多 项 式 的 奇偶 性 Pi(-z) = (-)'Pi(z) . 

从 Legendre 多 项 式 的 生成 函数 出 发 ， 还 可 以 证 明 Legendre 多 
项 式 的 正 交 性 ， 并 计算 Legendre 多 项 式 的 模 方 山 .为 此 ， 我 们 直 
接 计算 积分 


dz 
r= 人 Vi —2rt + V1- 2rs +s? 
作 代 换 


2 1+¢t? 2 1+ 8” 
u 一 — T, v= = 


2t T 
将 积分 变量 z 换 为 4 MGI u Mo 不 是 互相 独立 的 ) . 因此 ， 


udu = vdv, dr = —2udu = —2vdv = —udu — vdv. 


所 以 
du _ dv _ d(u+v) 
v u ute 
于 是 就 得 到 
dz 
V1 — 2rt +t? V1 ~ 2x8 + 8? 
__udu+edv _ _ 1 (1+2) 
2/tsuv 2Vts \v u 
1 dw+v) 
Mts ute” 
这 样 就 能 算出 积分 
1 vie 
pam i _ 
RAE uA 的 定义 ， 当 人 <1，lsl <1 时 ， 应 该 有 


_1+t 


o l-t 


u|, = Vat ? wl = V2t 


© 引 自 H. Sagan, Boundary & eigenvalue problems in mathematical physics, 
John Wiley & Sons, Inc., New York, 1961. 
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代入 即 得 


(ts)’. 


Lt vts 
到" 1 — yts or; 


另 一 方面 ， eh 2) i 式 的 生成 函数 ， 又 应 该 有 
t'a" Pi(z)Pk(z)dz， 
> fr 
比较 系数 ， 就 求 得 


1 
2 
j Pi(z)Pkx(z)dz = zry 1" 


这 正 是 16.4 节 中 已 经 得 到 过 的 结果 . 


2i+1 


16.6 Legendre 多 项 式 的 递 推 关系 


从 Legendre 多 项 式 的 生成 函数 出 发 , 很 容易 导出 邻 次 


多 项 式 之 间 的 关系 ， 即 Legendre 多 项 式 的 递 推 关 系 . 
根据 Legendre 多 项 式 的 生成 函数 


1 
VT 2 rigs 
两 端 对 t AR A 


OO 
1 —2r + 2t li 
ee > ‘IP; (x)t 
2 (1 — 2rt + t2)??? = 


Bp 
r—t . 
(1 一 2zt +t)? 


再 次 利用 (16.40) 式 ， 义 得 到 


i=0 


oO 


(NS Pia)! = = (1-2rt+ t J> 


i=0 i=0 
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= (1-2et+t?) 》 1Pi(z)t 


Legendre 


(16.40) 


比较 ti 项 的 系数 ， 有 
zPi(z) 一 Pi_i(z) = (l+ 1)Pi4i(z) — 221Pi(x) + (l — 1)Pi-1(2), 

整理 即 得 

(21 + 1)zPi(z) = pew). (16.41) 
这 样 就 得 到 Legendre 多 项 式 的 一 个 递 推 关系 ， 它 给 出 了 三 个 邻 次 
Legendre 多 项 式 之 间 的 联系 . 反复 利用 这 个 递 推 关 系 ， 就 可 以 把 任 
BIKA Legendre E MAMEN Legendre 多 项 式 Po(z) = 1 和 一 
Legendre 多 项 式 Pi(z) = 表示 出 来 . 这 特别 适合 于 使 用 计算 机 完 
成 这 种 重复 性 的 计算 . 


练习 16.7 ”选择 一 种 计算 机 语言 ， 编 制 一 个 计算 任意 次 Legendre 多 项 
式 的 程序 段 或 外 部 消 数 . 


将 (16.40) RXT z KE, — 


1 
Bias Pi (x)t!, 
2(1— Seer ane -> 


tS = Pi(z)t = (1 — 2zt + t°) 》 Pi(z)t 
i=0 


比较 tt 项 的 系数 ， 得 
Pi(z) = Pipi (£) — 2zPi(z) + P; (2). (16.42) 
这 个 递 推 关 系 中 ， 出 现 的 是 三 个 邻 次 Legendre 多 项 式 及 其 导数 . 
把 (16.41) 式 对 z 求 导 ， 还 可 以 得 到 
(21 + 1)Pi(z) + (21 + 1)2P)}(z) = (L+ 1)Pigi(z) + IP}_1(2), 
和 (16.42) 式 联 立 ， 消 去 P!_,(z) B Pile) ， 又 可 以 得 到 递 推 关系 
Pi4i(z) = zPi(z) + (L+ 1)Pi(2), (16.43) 
Pi_1(x) = zPi(z) —IPi(z). (16.44) 
这 两 个 递 推 关系 ， 则 是 把 Plai(z) 用 Pi(z) 及 其 导数 表示 出 来 . 


371 


把 这 些 递 推 关系 重新 组 合 ， 还 可 以 进一步 得 到 其 他 形式 的 递 
化 推 关 系 的 一 个 用 途 是 计算 某 些 类 型 的 积分 ， 例 如 


1 
| 2P,.(r)Pi(x)dz. 


根据 递 推 关系 (16.41) ， 就 能 够 计算 出 
I zrP(x)Pi(x)dz 


Š mal Peri(z)Pi(a)dz+ HFT | ? Pi(zjdz 

~ 21+1 SN 2+1 ae 
1+1 I 2 

一 45 
ei i pad Ôk- 1 oa) 


作为 Legendre 多 项 式 递 推 关系 的 另 一 种 特殊 表述 形式 ， 下 面 
讨论 一 下 Legendre 多 项 式 的 升降 算 符 . 
定义 算 符 LA 为 
L, = =(1 -zr ?) { < | (1 - 2”) <] +n(n+1)}, 
则 Pn(z) 就 是 方程 


LE, {Pa(z)) =0 (16.46) 
的 (有 界 ) 解 ， 直接 验算 可 以 证 明 
Ln = STan tn (16.47) 
= Trhi1Sn¢i + (nt 1)’, (16.48) 
其 中 
T, = (1 一 x”) 2 二 nz， (16.49) 
S, = (1 一 x”) 2 一 nx. (16.50) 
于 是 可 以 将 (16.46) 式 改写 成 


Sn Tn [Pn(z)] + n?Pn(x) = 0. 
两 端 再 作用 以 算 符 T, ， 则 有 
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TnSnTn [Pn (7)] + nT, Pn,(x) = 0, 


于 是 
Tn Sn [T, Pn (2)] + n? [TaPn(x)] = 0, 
即 
Ln—1(TaPn(a)} = 0 (16.51) 
这 是 因为 ， 根 据 (16.48) 式 ， 应 该 有 
TrSn +n? = Ln. 


(16.51) 式 说 明 ， TnP n(x) HE n—1 YK Legendre 方程 的 (AF) 解 ， 即 
TnPn(x) 一 定 与 Pn-1(z) 成 正比 ， 


[a — r°) < + nz| P,(x) 三 PE 


令 z=1， 就 可 以 求 得 c=m ， 于 是 
T,Pn (x) = K - z?) £ n nz P,(z) = mP。i(z)， (16.52) 
Tr PRA n XK Legendre 多 项 式 的 降 算 符 , 因为 它 作 用 在 n 次 Legendre 
多 项 式 上 ， 就 可 以 得 到 n 一 1 次 Legendre 多 项 式 . 
同 理 ， 根 据 (16.48) 式 可 以 证 明 ， 

Ln+1 [Sn+1Pn(7)] = 0. 

所 以 Sanyi 是 m 次 Legendre 多 项 式 的 升 算 符 ， 
Be ET K — z?) ks Ee Dz] pa (z) 
= (Pasi), (16.53) 


练习 16.8 证明 (16.53) 式 . 
16.7 Legendre 多 项 式 应 用 举例 
本 节 通 过 静电 学 的 几 个 例子 ， 讨 论 Legendre 多 项 式 在 分 离 变 


其 法 中 的 应 用 . 
例 16.4 均 义 电场 中 的 导体 球 . 
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设 在 电场 强度 为 Eo 的 均匀 电场 中 放 进 一 个 接地 导体 球 , 球 的 
半径 为 ae， 求 球 外 任意 一 点 的 电势 . 

E 放 进 导体 球 后 , 由 于 静电 感应 , 在 导体 球 的 球面 上 就 会 形 
成 一 定 的 感 生 面 电荷 分 布 ,而 使 球体 成 为 等 势 体 . 球 外 任意 一 点 的 
总 电势 就 是 原 有 的 均匀 电场 的 电势 和 感 生 电 荷 的 电势 的 到 加 . 球 
体 接地 ,意味 着 球体 的 电势 为 0. 因为 在 球 外 处 处 没有 电荷 ， 所 以 
在 球 外 的 电势 满足 Laplace WE. 如果 采用 球 坐 标 系 ， 坐 标 原 点 与 
球 心 重合 , 极 轴 沿 原 来 电场 的 方向 . 考虑 到 均匀 电场 以 及 球体 的 对 
称 性 ， 在 球面 上 的 感 生 电 和 荷 一 定 是 绕 极 轴 旋 转 不 变 的 ， 因 而 ， 对 于 
球 外 任意 一 点 , 无 论 是 感 生 电荷 产生 的 的 电势 , 或 是 总 电势 ， 也 都 
是 绕 极 轴 旋转 不 变 的 . | 

设 u(r, 0) 是 球 外 一 点 (76,6) 的 总 电势 ， wi(r,9) 和 u2(r,6) 分 
别 是 均匀 电场 和 感 生 电荷 的 电势 ， 

u(r7,0) = —Eoz + uo = — Eor cos6 + uo, 

其 中 的 常数 wo 即 为 坐标 原点 处 的 电势 ualr, 0) 则 由 定 解 问题 


ee ge 16.54a 
r2 Or (r aa (sin oP) = 0, ( ) 


uw2|,_o AF, u2|, AR, (16.54b) 
u2| _, = Eoacosg — uo, ual 0. (16.54c) 


决定 . uo(r,6) 之 所 以 满足 Laplace 方程 ， 从 物理 上 说 ， 是 由 于 感 生 
电荷 只 是 分 布 在 球面 上 , 而 球 外 处 处 皆 无 感 生 电 荷 存 在 . 从 数学 上 
说 , 因为 w(r,0) = u(r, 0) +u2(r, 0) 和 单独 的 wi(7,9) 都 满足 Laplace 方 
Fe. 同样 由 于 感 生 电 和 荷 只 是 分 布 在 球面 上 , 所 以 当 > 一 co BY u(r, 8) 
THAT O. 

下 面 就 来 求解 定 解 问题 (16.54). 将 (16.54a) 和 (16.54b) 分 离 变 
基 后 ， 可 以 得 到 


ind 5 [sin ee | + XO(0)=0, (16.55a) 
eB(0) AF, O(n) AR, (16.55b) 
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全 [rs 
dr dr 
其 中 和 是 分 离 变 基 时 引进 的 待定 参数 . 在 16.2 节 中 已 经 讨论 过 本 
征 值 问题 (16.55) ， 其 解 是 


| — AR(r) = 0, (16.56) 


本 征 值 A = 1 十 1)， 1=0,1,2,3,---, (16.57a) 
Æ TE pa RY Qi1(0) = Pi(cos 0). (16.57b) 
为 了 求解 方程 (16.56) ， 仍 然 可 以 作 变 换 t = Inr ， 将 方程 变 为 
d?R; | dR; _ 
ae tap lt DR = 0. 
于 是 
Ri(r) 一 Are” + Bie (+t)t Ayr’ + Bro. (16.58) 
因此 ， 满 足 方程 (16.54a) 和 有 界 条 件 (16.54b) 的 一 般 解 就 是 
uo(r,é) = >》 (4ir 十 Byr~'~") P:(cos 6). (16.59) 
!=0 
考虑 到 无 穷 远 条 件 w| 30, A 


A; = 0. 
再 代入 球面 >=a 上 的 边界 条 件 ， 
u2(r, o). = 》 Bio 一 :Pi(cosb) 


i=0 
= Eoacos@ — uo = EoaP (cos @) — uoPo(cos 8), 


所 以 有 
Bo = —uoa, Bi = Eo, 和 Bi=0, I>2. 
这 样 就 求 得 


3 
Wu2(7,0) = -u= + Boa 


cos 6. (16.60) 


这 里 求 得 的 u(r, 0) 当然 就 反映 了 球面 上 感 生 电荷 的 分 布 情况 ， 在 
均匀 电场 的 作用 下 ， 接 地 球面 上 的 感 生 电 奏 相 当 于 位 于 坐标 原点 
的 点 电荷 和 电 偶 极 子 的 登 加 .点 电荷 的 电量 为 -4reouoa ; 电 侦 极 
PHB RIA 4reoEoa"” ， 方 向 与 均匀 电场 的 方 铝 相同 . 
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将 ti(r,9) 和 w2(r,9) 三 加 ， 就 得 到 球 外 任意 一 点 的 总 电热 : 
u(r.) = wo (1— =) -= Eo(1 - “5 )r cosa. (16.61) 
图 16.2 给 出 了 过 极 轴 的 任意 一 个 截面 上 电力 线 的 分 布 图 . 


图 16.2 ”均匀 电场 中 的 导体 球 


例 16.5 ”点 电荷 影响 下 均匀 介质 球 的 电势 . 
如 图 16.3 所 示 , 设 有 半径 为 a 的 均匀 介质 球 (BERN e), EE 
BRL b(b > a) 处 放 一 点 电荷 og， 求 介 质 球 内 外 任意 一 点 的 电势 . 
解 在 点 电荷 作用 下 ， 介 质 
球 发 生 极 化 ， 但 由 于 介质 球 是 均 
匀 的 ， 这 些 极 化 电荷 只 集中 在 球 
的 表面 . 因此 , 介质 球 内 、 外 任意 
一 点 的 电势 ， 就 是 点 电荷 的 电势 
和 极 化 面 电 荷 的 电势 的 全 加 ， 如 
果 取 球 坐标 系 ， 坐 标 原 点 放 在 球 
ies ”点 电荷 影响 下 的 介质 球 。“ 心 ' 极 轴 指 向 点 电荷 ， 显 然 ， 无 论 
是 点 电荷 的 电势 ， 或 是 极 化 电 奏 
的 电势 ， 都 是 绕 极 轴 旋 转 不 变 的 ， 也 就 是 说 ,与 $ AK. 设 (ro, g) 
点 的 总 电势 为 u(r,9) ， 极 化 电荷 产生 的 电势 为 v(r,6) ， 则 有 


1 q 
Oe A E 3 ,0). 16.62 
u(r,6) Ameo Yr? +b? — 2rbcos@ Oe) ( ) 


上 式 右 端的 第 一 项 为 点 电荷 g 产生 的 电势 ， ee 为 真空 电容 率 .由 
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于 球 内 外 的 电容 率 不 同 ， 所 以 ， 在 求 vw(r,6) 或 u(r,9) 时 ， 需 要 区 分 
r<a ( 球 内 ) 和 7 > a( 球 外 ) ,我 们 以 后 用 v<(r,9) 和 vlr 0) 分 别 表 
示 球 内 (r < a) 和 球 外 (> >a) 的 vlr,9) 值 ， 相 应 地 ， 用 w<(r,6) 和 
u>(7,9) 分 别 表示 球 内 (r < a) 和 球 外 (r >a) 的 u(r, 6) H. 
现在 就 来 求 v<(r,9) 和 v>(r,6) ， 由 于 极 化 电荷 只 分 布 在 球面 
E, FLA, 除了 球面 上 的 各 点 之 外 ，w<(7,9) M vs(r, 0) 处 处 都 满足 
Laplace 方程 .再 考虑 到 有 界 条 件 和 无 穷 远 条 件 ， 就 应 该 有 


1 ð ("<) + 1 ð (sin o<) = 0,  (16.63a) 


r? Dr Ər r2sing 00 006 

vela AF velen AF, (16.63b) 

v<| o AF, (16.63c) 
和 

?> ) (si => | = 16.64a 

sR Or mando Sn 06 = ( ) 

v>|,_。 有 界 ， v| AR, (16.64b) 


v> a > 0. (16.64c) 


注意 单独 的 (16.63) 和 (16.64) 都 不 构成 适 定 的 定 解 问题 . 事实 上 ， 
仿照 例 16.4 中 的 做 法 ， 可 以 求 得 (16.63) 的 解 为 


vc(r,0) = 》 Aır'Pi(cos8), (16.65) 


一 0 


其 中 系数 A RE MA, 解 存在 但 不 唯一 . 同样 ， (16.64) 的 解 是 


v>(r, 6) = 5 Bır `! ' P; (cos8), (16.66) 


系数 Bi 也 未 定 . 

为 了 唯一 地 定 出 v<(r, 8) 和 v> (r, 0) ， 还 应 当 列 出 它们 在 球面 
上 必须 满足 的 连接 条 件 : 球 内 、 外 的 总 电势 u(r 0) 入 >(7,9) ,在 
球面 上 一 定 满足 电势 连续 和 电势 移 矢 基 的 法 向 分 基 连 续 ， 
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ðu» 


u< PR u> TES. a PEN 一 Or 人 (16.67) 
所 以 ， 对 于 v<(r,9) 和 wv>(r,9) ， 单 独 地 有 
Ve 7 一 0 a V> r=a? (16.68a) 
ðr Anéo Or Yr? +b? — 2rbcos 6 ee 


ony |e EE A 
| Or © Are Or yr? +6? 2rbcosðj (16.68b) 
由 (16.684) 式 ， 可 得 


Aja' = Bia‘). (16.69) 
再 根据 展开 式 
1 on 
Va? + b? — 2ab cos 0 A ) PISEC 
可 以 求 得 
ð 1 


= i=l 
= >> (F) IP; (cos 6), 


{=0 


Or Vr? + 62 — 2rbcos 6)r= 


由 (16.68b) 又 可 得 
(e — 1)q la“! 


ce4ila 一 :十 i rr = Bll la. (16.70) 
解 联 立 方程 (16.69) 和 (16.70) ， 就 能 最 后 求 得 
四 1)g l 1 
AS Areo Ll+1+elbitl’ oa 
es 2141 
Bı = -Da La (16.71b) 


dreo ~+1itel biti 
代 回 到 (16.65) 和 (16.66) 式 ， 就 给 出 了 解 v<(r,9) 和 vw>(7,9) . FEAR 
入 (16.62) 式 ， 最 后 就 给 出 球 内 外 的 总 电势 w< (7,9) 和 us(r, 6) - 
例 16.6 均匀 细 贺 环 的 引力 势 . 
设 有 一 均匀 细 圆 环 ， 半 径 为 a， 质 其 为 M ， 求 它 在 空间 任意 
一 氮 的 引力 势 . 
解 ” 质 点 之 间 的 万 有 引力 和 点 电荷 之 间 的 静电 力 ， 都 同样 服 
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从 Coulomb 定律 ， 因 此 ， 引 力 势 和 静电 势 一 样 ， 都 满足 Poisson 方 
程 . 这 样 ， 在 本 问题 中 ， 除 了 正好 在 圆 环 上 的 各 点 外 ， 引 力 势 应 该 
处 处 满足 Laplace 方程 . 

仍 取 球 坐标 系 , 坐标 原点 放 在 环 心 , 而 圆 环 则 处 在 赤道 面 上 . 
这 时 , 空间 任意 一 点 (r0, p) 的 引力 势 应 该 与 $8 无关， = u(r,0). 
可 以 写 出 * 所 满足 的 方程 和 部 分 定 解 条 件 


10/20 1 ð Ou 

7? Or Gs Br) + 73 sin 6 00 (sing 35) = Of. Moye (o; z), (16.72a) 
ulo AÑ, ul AF, (16.72b) 
ul a AR, ul -> 0. (16.72c) 


显然 ， 这 还 不 是 一 个 完整 的 定 解 问题 (或 者 说 这 个 定 解 问题 不 是 
适 定 的 ) ， 因 为 在 (16.72) 中 并 没有 反映 出 产生 引力 势 的 源 ( 质 其 分 
布 ) 的 情况 .如果 要 写 出 均匀 细 圆 环 质量 分 布 的 体 密度 ， 热 必要 用 
到 6 函数 这样， 方程 (16.72a) 就 变 为 


1 ð 2 Ou 1 ð ðu 
T? Ôr ( rn (sin 055 ) 
= — 4nGM f(r)ô(r - a) (8-5), (16.722) 
其 中 G 是 引力 常数 ， 图 数 f(r) 可 以 由 


| | f(r)6(r — a)é (8 一 | r° sin Odrdéd¢ = 1 
定 出 ， 而 且 由 于 f(r)6(r — a) = f(a)d(r — a 所 以 有 
I(r) = fA = =. 


下 面 我 们 就 来 求解 由 (16.72a' )(16.72b) 和 (16.72c) 构成 的 定 解 
问题 . 由 5 项 数 的 性 质 可 以 知道 ， 当 > 关 a 时 ， 方 程 (16.72a ) 就 退 
化 为 Laplace 方程 . 这 样 ， 再 结合 (16.72b) 和 (16.72c) ， 就 可 以 得 到 


(16.73) 


> Air'Pi(cos 8), P< GO; 
u(r,0) =< = (16.74) 
>》 Bir'"'Pi(cos6), r>a. 


{=0 


379 


snip DY TH AY FAB PR a) A ( 即 方程 (16.72a ) Ar mY SEF IK 
定 出 系数 4 MB. 考虑 到 6 函数 应 该 是 间断 函数 的 导数 ， 所 
k ulr, 6) 在 球面 > =a 上 一 定 足 连续 的 ， 


u(r, @) ore 


D (16.75) 


而 Ou(r,6)/Or 在 球面 r = a 上 一 定 是 不 连续 的 ， 它 在 球面 ~ =a 两 
侧 的 跃 变 可 以 由 方程 (16.72a') 对 7 积分 得 到 : 


> Ou r=a +0 ( =) 
= 一 一 9 as 
each GM6 (86 aE 
BD 
Ou |"=°+0 IGM 元 
ol = ¢ Z z) (16.76) 
由 (16.75) 式 可 得 
Aia = Ba 一 一 1 


由 (16.76) RX BG © 

Alatt! + Bi(l +1)a7' = (214+ 1)GMP;(0). 
解 之 即 得 

A: =GMa™'"'P(0), Bı = GMa'P;(0). 
所 以 
cu y (2) P,(0)P;(cos 8), ried: 


| l=0 
和 GM <a (a\'*! 
> (2) P;(0)Pi (cos 8), r>a. 


D 这 里 用 到 了 6(9 — 1/2) 按 Legendre 多 项 式 的 展开 
6 ( 一 =) = È e1Pr(cos 8). 


1 1+1 
a A 5 (0 — Z) Pr(cosé) sino de = s 一 一 Pi(0) 
0 
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代入 Pi(0) 值 CAL (16.22) D 即 得 


GM r 
MS 一 ) ae j rT T Pa (cos 8), r <a, 
u(r.0) = (16.77) 


GM <œ, ua (2D! fajt 
om S y 20 3) PANOR Oe E 
i=0 


以 上 介绍 的 是 此 问题 的 标准 解法 : 从 完整 的 定 解 问题 出 发 ， 

写 出 一 般 解 ， 然 后 根据 本 征 函 数 的 正 交 性 定 出 释 加 系数 . 在 这 个 问 
题 中 ， 方程 的 非 齐 次 项 具有 特殊 性 : 只 在 圆 环 v = a,9=7/2 上 不 
为 0， 而 且 ， 非 齐 次 项 在 圆 环 上 的 数值 为 w( 这 样 才 能 保证 总 质量 
为 有 限 值 ) ， 相 应 地 ， 在 求解 时 也 就 采用 了 特殊 的 做 法 ， 即 将 非 齐 
次 方程 (16.72a') 转化 为 齐 次 方程 (16.72a) 和 球面 7+ =o 上 的 连接 条 
件 (16.75)(16.76) . 连接 条 件 (16.75) 式 ( 即 引力 势 连续 ) 是 容易 写 出 
的 ， 但 关于 引力 势 的 导数 在 圆 环 处 的 情况 ( 即 (16.76) 式 ) 却 难 以 直 
接 写 出 . 这 里 实际 上 是 介绍 了 一 种 写 连接 条 件 的 方法 ， 

本 题 还 有 一 种 非 标准 的 解法 , 即 根据 齐 次 方程 (16.72a) 和 定 解 
条 件 (16.72b)(16.72c) ， 求 出 一 般 解 (16.74) ， 然 后 并 不 利用 连接 条 
件 、 根 据 Legendre 多 项 式 的 正 交 性 定 系数 ， 而 是 把 (16.74) 式 看 成 
是 u(r,6) 在 r=0 或 r =o 点 的 邻 域内 的 Taylor 展开 ， 设 法 找到 
ulr, 6) 在 某 一 特殊 6 方向 上 的 数值 ， 而 后 根据 Taylor 展开 的 唯一 性 
定 出 登 加 系数 . 由 于 圆 环 具有 的 对 称 性 ， 圆 环 上 任意 一 点 到 轴线 上 
(r,9) = (r,0) 或 (r,7) 点 的 距离 相等 ， 因 而 可 以 由 Coulomb 定律 直接 
登 加 出 轴线 上 任意 一 点 (r,0) BX (r,r) 的 引力 势 ， 

GM dl GM 
f See eTe T Je 


GM — A)! /ry 
SO ar (=) ere 


l0 
GM «œ, (2D! say” 
~?) qy ( Ee 


u(r, 0) = i 


ti 


(16.78) 


另 一 方面 ， 由 (16.74) 式 又 可 以 得 到 
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或 foe) 
So (-y Arr", r<a, 
u(r, 9) = ae 
aa l -l-1 
》 (-) Br, r>a 
1=0 
和 (16.78) 式 相 比较 ， 就 可 以 求 得 
GM (2D)! _ 
Aan = (E ne” Sea 
GM (21)! 
Ba = as £ } qe Boi+1 = 0. 


代入 (16.74) 式 ， 可 以 看 出 ， 解 的 形式 和 (16.77) 式 完全 相同 . 

容易 理解 ， 这 种 解法 的 根据 足 宪 级 数 展 开 的 唯一 性 . 但 是 ,能 
否 应 用 和 略 级 数 展开 的 唯一 性 比较 系数 ， 关 键 在 于 得 到 的 展开 式 (在 
本 题 中 就 是 (16.78) 式 ) EBE r= 0 或 7 = oo 点 的 邻 域内 成 立 . 
在 C. A. Croxton 的 Introductory Eigenphysics (中 译本 : 《数学 物理 
方程 导论 》， 戴 安 英 ， 钱 伯 初 译 ， 高 等 教育 出 版 社 1982 年 出 版 ) 一 
书 中 把 这 种 方法 归结 为 一 个 更 普遍 的 结论 ( 详 见 下 一 节 ) ， 并 进 一 
步 讨 论 了 均匀 带电 圆 盘 的 静电 势 . 但 是 ,恰恰 在 该 问题 中 ， 就 不 能 
满足 比较 系数 的 要 求 条 件 ,， 因 而 得 到 的 解 是 不 正确 的 . 我 们 将 在 下 
一 节 作 具体 的 分 析 讨 论 . 


'16.8” 圆 盘 的 引力 势 与 静电 势 


例 16.7 设 有 一 均匀 圆 盘 ， 半 径 为 a， 总 质 晤 为 M ， 求 它 
在 空间 任意 一 点 的 引力 势 . 
解 我 们 还 是 采用 两 种 解法 . 一 种 是 标准 解法 ,一 种 是 非 标准 
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解法 . 

采用 标准 解法 ， 先 要 列 出 定 解 问题 . 取 球 坐标 系 ， 坐标 原点 放 
在 圆 盘 的 中 心 ， 而 圆 盘 处 在 赤道 面 上 ， 这 时 空间 任意 一 点 (7, 4, ¢) 
的 引力 势 显然 与 4 无 关 ，v = ur 6). 它 所 满足 的 定 解 问题 是 


10/ ðu 1 Of. Ou _ 
2 Or (r =) + and OO (sin 0 | = —4nGo(r, 6), (16.79a) 


u|。_。 有 界 ， ul, AR, (16.79b) 
AT, u| 0, (16.79c) 
其 中 
M 
o(r, 8) = a — 7/2)n(a — r). (16.80) 


当 r > a 时， 方程 (16.79a) 是 齐 次 的 ， 考虑 到 有 界 条 件 (16.79b) 和 
(16.79c) 中 的 无 穷 远 条 件 ， A 


ty = > A! (2 yop tp 1(cos @). (16.81) 


当 r < a 时， 方程 (16.79a) 是 非 齐 次 的 ， 应 当 按 相应 齐 次 问题 的 本 
征 函 数 展 开 ， 四 
un = 5 R,(r)P1(cos 9), (16.82) 


i=0 


同时 ， 将 方程 (16.79a) ) 的 非 齐 次 项 也 按 本 征 函 数 P (cos 6) 展开 ， 由 
本 征 孙 数 的 正 交 性 ， 就 可 以 导出 Rir) 所 满足 微分 方程 
1 人 +) Rr TE acu +) 


r? dr dr 
由 (16.79c) 中 的 有 界 条 件 又 可 以 分 离 出 R(0) ao . WZ BIG 
ins see eo -Pi(0) + Bi (2). (16.83) 


现在 ， 应 当 列 出 在 球面 > =o 上 的 连接 条 件 . 
ci | ce (引力 势 连续 )， 


= O (引力 势 的 色 向 导数 连续 ) 


u 


ðu 
Or 
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它们 可 以 由 方程 (16.79a) 推出 因为 即使 在 6 = r/2 方向 上 ， 质 基 
的 径 向 密度 分 布 不 连续 ， 但 在 球面 > = a 两 侧 的 左右 极限 仍然 都 存 
在 (这 里 不 必 考 虑 因子 5(6 - r/2) 的 存在 ， 它 反映 了 质量 分 布 只 集 
中 在 赤道 面 上 ， 与 径 向 奇异 性 无 关 ) ， 因 此 ， 引 力 势 及 其 径 向 导数 
都 是 连续 的 ， 否则， 在 方程 (16.79a) 的 右 端 便 会 出 现 5(r - a) 甚至 
6'(r 一 a) . 将 上 面 求 出 的 uy 和 ww 代入 连接 条 件 ， 并 利用 本 征 函 数 
的 正 交 性 比较 系数 ， 就 有 
2GM 2141 
a i{l+1)—2 
2GM 21+1 
a Ub+1)-2 


P; (0), 


—(1+1)A; =1Bı + 


P, (0). 


解 之 得 
2GM 2l+1 l-1 _ 2GM 1 
RSS ge: 和 a 1+2 
2GM 2l+1 (- 1+2 


a (+I? mai) PO) = gee 


一 一 Pi(0)， 


1 十 1 
tic 20M > = (=) P, (0)P; (cos 8) 


as 2 十 1 
"yo (2) Pa (0)Pz: (cos 6), (16.84a) 


2GMr /1 1 1 
wn = ED (ai t area) Pa(0)Patcosg) 


~~ 2 
- (=) P2)(0)P 2 (cos 8). (16.84b) 
i=0 


在 上 面 的 结果 中 用 到 了 P41(0)=0. 


再 介绍 非 标准 解法 . 取 圆 环 p-p+dp ， 质 基 为 
M 2M 
aa? 2mp dp = m2 Pap. 


根据 16.7 节 的 结果 ， 此 圆 环 产生 的 引力 势 为 
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OO 27 i 
2GM —1/2 r 
dp 2 1 l ) (£) Pa (cos 8), r <p, 


2GM S (7 PE ) Pal(cos0), r>p. 


把 这 些 环 从 p = 0 到 p p=a IMER, MHF DAA SD. 
所 以 ， 当 r>a 时 ， 


u = 2CM >D (P) Patoso f (2) ap 


i=0 


eM > (- a r. ) Pz(cos0), (16.85) 


r a 2l 
p 21+ 1 r 
/ (2) a+ | (z) 7 Pa (cos 8) 
r r a rya] 
bs | | meee 
_ 2GMr ee (-1/2 1 
Za SI l Nees U+2° U- sai) Pa(eosg) 


2GM —1/2 1 PA 
ie > j )a (5) Pu (cos 8). (16.86) 


写 出 解 式 (16.84) 中 Legendre 多 项 式 的 特殊 值 Pa(0), 就 立即 看 出 ， 
这 两 种 方法 得 到 的 解 完全 相同 . 

是 否 也 可 以 仿照 16.7 节 中 的 作法 ， 先 求 出 轴线 ( 即 9 = 0 和 
7 方向) 上 的 引力 势 ， 然 后 利用 竹 级 数 展开 的 唯一 性 ， 求 出 空间 任 
意 一 点 的 引力 势 ? Æ C. A. Croxton 的 Introductory Eigenphysics 一 
书 中 就 是 这 样 作 的 © .按照 他 的 作法 ， 通 过 直接 积分 ， 求 出 轴线 


du 一 


O 他 讨论 的 是 圆 盘 的 静电 势 问 题 . 圆 盘 均 匀 带 电 ， 总 电 基 为 CQ . 这样， 问题 的 数 
学 描述 和 引力 势 问题 完全 相同 ， 只 要 将 引力 势 中 的 GM 换 成 8/47eo 即 可 . WR KAN 
电荷 均 匀 分 布 ， 意 味 着 圆 盘 一 定 不 是 导体 ， 而 是 电介质 . 
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(6=0) 上 任意 一 点 (r, 0) 的 引力 势 ， 
u(r, 0) = [ [GS ma? fat pi _pdpdd _ = O [Var r] 


Jr? + p? a? 


2GM 2GM 1/2\ (r\”! 
ee (YG) <a 


{=0 


一 spe a oe (16.87) 
a 
a y(t) G) mR 
然后 ， 就 可 以 推出 空间 任意 一 点 的 引力 势 
— 2G -P1 (cos) 
2GM <~ (1/2 21 
u(r, 0) = re > ( | ) (=) Po: (cos ð), r<a, (16.88) 
i=0 


2GM < (1/2 \ fa) 2t! 
5 2 { i ) (2) Pa(cosð), r>a. 


这 个 解 显然 不 对 从 本 题 的 已 知 条 件 ， 3 可 以 断定 ulr, 6) 应 当 对 
于 赤道 面 对 称 , 即 ulr, 9) = u(r, z+ 一 9). 可 是 ， 上 式 中 的 Pi(cos 9) 项 
明显 违反 了 这 个 对 称 性 C. A. Croxton 的 依据 是 所 谓 的 轴 定 理 ， 
BN 如 果 轴 对 称 系统 的 势 画 数 在 轴 上 一 点 可 以 表示 成 以 下 形式 : 


Plz) = Ss | Ave + Ba), (16.89) 
i=0 


那么 ， 任 意 一 点 (r, 8,6) OP R 
V(r, 6, $) = > |4ri+BrretD|plcosg， (16.90) 


i=0 


按照 这 个 思想 ， 就 应 该 把 (16.87) 式 中 的 坐标 改 为 > ， 即 
| 下 2 | Va? 十 2 一 | 
IGM  2GM <~ (1/2\ f2\” 
-+ E. R 


= om (16.91) 


Mo 1/2 \ /a\ t 
EAO | aT" 


{=0 
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这 个 结果 只 适用 于 z > 0( 即 96=0 方 向 )， 当 z<0 时 ( 即 在 9=r 
Wh), MAA 


| 2GM 

ülaosa Re [v a? +z? + | 
2GM  2GM ws 11/ 人 NAzN2 
a a 


{ 一 0 


= (16.92) 


IGM <a {1/2 \ fa\2!t! 
a o 


这 样 ， 仅 赁 (16.87) 或 (16.91) 作出 的 推论 当然 可 能 就 有 问题 ， 事实 
上 ， 分 析 一 下 轴 定 理 的 内 容 ， 可 以 判断 : 它 不 只 是 适用 于 轴 对 称 的 
系统 ， 而 且 ， 对 源 (质量 ， 电 荷 ，…) 的 分 布 也 有 一 定 的 限制 ， 这 
是 因为 ， 从 轴 定 理 中 最 后 解 的 形式 ， (16.90) 式 ， 可 以 看 出 ， 它 一 
定 满足 Laplace 方程 . 这 样 ， 源 就 只 能 分 布 在 作为 系统 内 部 界面 的 
球面 上 . 16.7 节 中 讨论 过 的 圆 环 引力 势 问 题 ， 便 是 一 个 这 样 的 例 
子 . 而 在 本 题 中 ， 作 为 引力 势 的 源 的 质 基 ， 分 布 在 赤道 面 上 的 一 个 
圆 形 区 域内 . XH, 在 + < a 的 范围 内 ，Laplace 方程 并 不 是 处 处 成 
立 ， 因 而 ， 在 这 个 范围 内 ， 引 力 势 并 不 能 写成 (16.90) 式 的 形式 . 
(16.82) 和 (16.84b) 式 就 明确 地 说 明了 这 一 点 . 

最 后 ， 还 要 指出 ， 对 于 介质 圆 盘 的 静电 势 问题 ， 更 加 合理 、 更 
加 实际 的 图 象 应 当 是 均匀 分 布 的 电 偶 层 ， 上 、 下 层 的 总 电 基 分 别 为 
+Q 和 -Q ， 设 电 偶 层 的 厚度 d 为 0 ， 而 电 侦 极 矩 Od 为 常数 ， 则 
静电 势 为 


| | Ou(r, z) 
lim [u(r, z—d/2) — u(r, z+ d/2)] = — lim ja, 


其 中 ulr, z) 就 是 前 面 得 到 的 单 层 面 电 荷 分 布 所 产生 的 静电 势 ， 即 
(16.85) 和 (16.86) 式 ， 只 不 过 要 把 其 中 的 GM 换 成 Q/4reo . 由 于 这 
两 个 解 式 都 是 在 球 坐 标 系 下 得 到 的 , 所 以 , 在 实际 计算 偏 导数 时 ， 
还 需要 用 到 


or = cos 0, ð cos @ = a (16.93) 
Oz r 


Oz 
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当 偶 极 层 的 厚度 为 有 限 值 时 ， 解 比较 复杂 ， 这 里 就 不 再 讨论 了 
当 圆 硬是 导体 时 ， 设 圆 盘 市 电 ， 总 电 基 仍 为 8， 这 时 , AEE 
的 电荷 绝 不 会 是 均匀 分 布 的 . 圆 盘 (不 考虑 厚度 ) 一 定 是 等 势 面 . 而 
电荷 的 分 布 ,恰恰 会 自动 地 调整 平衡 ， 以 保证 圆 盘 等 电势 . 因此 ， 
上 面 得 到 的 解 不 再 适用 .为 了 求解 带电 导体 圆 盘 的 静电 势 问 题 ， 
现在 就 必须 重新 列 出 正确 的 定 解 问题 . 
在 球 坐 标 系 中 ， 这 个 定 解 问题 应 该 是 


1 4 1 人 0 2 
ae (r st) += 5 (sino Se) =0, 圆 盘 上 的 点 除外 ， (16.94a) 


Db 
ilgas = uo, r<a, (16.94c) 
ul AF, ul 0. (16.94d) 


其 中 的 常数 uo 当然 与 圆 盘 的 半径 a 及 圆 盘 上 的 总 电荷 AR H 
分 离 变 其 法 求解 这 个 定 解 问题 , 还 需要 采取 一 定 技术 性 的 措施 : 首 
56, 考虑 到 问题 的 对 称 性 , 可 以 只 在 赤道 面 以 上 的 半 无 界 空 间 内 求 
解 . 而 后 ， 因 为 要 将 9 = r/2 上 的 边界 条 件 是 非 齐 次 的 ， 还 必须 齐 
次 化 ， 事实 上 ， 也 还 可 以 采用 柱 坐 标 系 ， 这 时 ， 定 解 问题 是 


1 日 Ou 3u 

rôr\ dr) O22 0, i 

r Or (3) O22 0, O<r<w,2z> (16.95a) 
. sed Hr ul ,ww 9: (16.95b) 
ul o = Uo, r<a, (16.95c) 
ou = 0, r>a, (16.95d) 
Oz :二 0 

ul, o > 0 (16.95€) 


其 中 边界 条 件 (16.95d) 反映 了 u(r, z) 对 于 z=0 平面 对 称 ， 因 而 应 
当 是 z 的 偶 函 数 . 定 解 问 题 则 可 在 z > 0 的 半 无 界 空间 中 求解 . 用 
积分 变换 的 办 法 可 以 求 得 这 个 定 解 问题 的 解 ， 


u(r,z)= 2 | eT” Jo(rp) sin pdp. (16.96) 
0 
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我 们 将 在 19.4 节 中 讨论 . 

现在 介绍 一 个 更 特殊 的 解法 ， 即 采用 一 个 特殊 的 坐标 系 : 旋 
转 扁 椭 球 坐 标 系 ， 在 轴 对 称 的 特殊 情形 下 ， 旋 转 扁 椭 球 坐标 (E, n) 
MEEI (r, z) 的 关系 是 


r=ay/(1-€2)(1+7?), 2 = a€n. (16.97) 
它 的 等 坐标 面 5= 常数 和 ”= 常数 分 别 是 旋转 双 曲 面 
和 旋转 椭 球 面 
aaa + = =a’. 


对 应 于 z > 0 的 半 无 界 空 间 ，& 和 ”的 取 值 范围 是 

0<€<1, n > 0. 
“4n=ORf, RMR AMR r<a, 2=0; 而 6=0 时 ， 双 曲 
面 则 退化 为 z=0 平面 上 r>a 的 部 分 . 可 以 证 明 ， 在 这 个 坐标 系 
下 ， Laplace 算 符 是 


y’ = 人 E ja ~ “3 + Z lt 十 站 总 (16.98) 
于 是 ， 定 解 问题 (16.95) 就 转化 为 

5 K = e) 5] +5 K +n’) x =0, 0<&<1,7>0, (16.99a) 
_ AF, (16.99b) 
u| _, = wo, ul > 0. (16.99c) 


用 分 离 变 其 法 就 能 求解 这 个 定 解 问题 . $ lE, 9) = S(€)H(n), at 
离 变 其 ， 就 得 到 


d n OF 
qd=)( s(€ = DAR. (16.100b) 
dé E=0 : 
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T K +n?) ed “HG =O: (16.101) 
解 本 征 值 问题 (16.100) ， 得 本 征 值 
A1=22+1), 1=0,1,2,... (16.102) 


ANAS HE ea 
Z(E) = Palé), (16.103) 
其 中 Pale) 是 2 次 的 Legendre 多 项 式 . 将 (16.102) 代入 微分 方程 
(16.101) ， 则 可 求 得 相应 的 解 为 
Hi(n) = AP (in) + BrQa:(in), (16.104) 


Qai(z) 是 第 二 类 Legendre 函数 ( 见 (16.6) 式 ) . 于 是 满足 齐 次 偏 微分 
方程 (16.99a) 和 齐 次 边界 条 件 (16.99b) 的 一 般 解 便 是 


OO 


ulén) = 》 |4PaGin) + BiQui(in)| Pai(é). (16.105) 
i=0 
代入 边界 条 件 (16.99) ， 即 得 
Hi(0) = uodro, lim Hi(n) = 0. (16.106) 
注意 到 Po = 1 和 Q1(0)=0, RA 
A = uodio (16.107) 


又 因为 了 一 co 时 ， 多 项 式 Phin) CH, ME Qi(in) 也 无 界 ， 除 非 
1=0. 这 样 ， 当 ! 关 0 时， 就 一 定 又 有 已 =0， 于 是 


Hi(n) = 0. (16.108) 
因此 ， 级 数 解 (16.105) 中 便 只 剩 下 一 项 ，! = 0 项 ， 
u(€, 7) = =o0(€)Ho(n) = AoPo(in) + BoQo(in). 


再 根据 Qo(z) 的 表达 式 ， 即 可 定 出 Bo. 事实 上 ， 当 时 ， 我 们 不 如 
直接 求解 方程 (16.101) . 当 入 = 0 时 ， (16.101) 的 通 解 为 


Ho(n) = Co arctan 7 + Do. 
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由 边界 条 件 (16.106) ， 即 可 定 出 
Do = Uo, Co 一 一 -一 一 
最 后 ， 就 求 出 了 uE n), ERE n 的 函数 ， 
Quo 0 


u(é,n) = =. [3 — arctan n| 一 Z% arccot n. (16.109) 


当然 还 可 以 把 电势 % 表示 成 7, z 的 函数 , 但 结果 相当 复杂 ， 这 
里 就 不 再 列 出 。 不过， 我 们 倒 可 以 容易 地 求 得 圆 盘 上 的 电荷 密度 


-ae -aa 和 全 , 2490 
A ae Oz | :=o,r<a 7 2eo| Oz On Oz 3 :=0,r<a 
_ 4€ou0 1 € 1+? _ 4eouo 1 
7 n 1+7? af?+77 I,=0 x af n=0 
_ 4e0uo 1 
aa TT (16.110) 
进一步 求 出 圆 盘 上 的 总 电荷 
Q= an f ordr = 8couoa, (16.111) 
0 
这 样 ， 就 求 出 了 wo 和 Q 之 间 的 关系 
_ Q 
uo = Sera (16.112) 


需要 注意 ,实际 的 情形 是 ,即使 圆 盘 的 厚度 为 0， 圆 盘 的 上 、 
下 表面 都 会 带 有 等 其 的 电荷 . 最 准确 的 做 法 是 ,不妨 先 把 圆 盘 看 成 
是 一 个 非常 扁 的 旋转 椭 球 ， 例 如 ， 椭 球面 的 方程 是 
ie 


在 求 出 了 静电 势 之 后 ， 再 令 d 50. 


16.9 ”连带 Legendre K% 


在 这 一 节 中 我 们 讨论 连带 Legendre 方程 
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£ [1 - 2) | 4 (QA- "5 )y=0 (16.113) 
在 有 界 条 件 
y( 士 1) 有 界 (16.114) 

下 的 解 ， 方法 是 试图 找 出 连带 Legendre 方程 和 Legendre 方程 之 间 
的 关系 . 

首先 分 析 一 下 连带 Legendre 方程 在 奇 点 处 的 性 质 ， 由 (16.113) 
式 ， 可 以 看 出 ， 连 带 Legendre 方程 的 奇 点 和 Legendre 方程 完全 一 
样 ， 都 是 z = +1 和 z= ooo， 而 且 也 都 是 正则 奇 点 . 在 x = 1 处 的 
指标 方程 是 , 

p(p—1)+p--— =0, 

所 以 ， 指 标 为 


m 
= +—., 
一 一 


这 说 明 ， 连 带 Legendre 方程 的 解 可 以 写成 yla) = (1 —2?)*”? vla) 
的 形式 ， 所 以 ， 我 们 便 假设 


m{2 


y(z) = (1— 2°)" v(x), 
代入 方程 ， 就 可 以 得 到 vla) 所 满足 的 方程 
(1— 2°) vo” —2(m + 1)av’ + [A -mm + Ju =0. (16.115) 


这 时 uv(z) 在 z=+l 的 指标 为 0 与 -m .指标 为 -m 的 解 在 z= 土 1 
点 一 定 是 发 散 的 . 

Fil, 我 们 证 明 , 方程 (16.115) 可 以 通过 Legendre 方程 微 商 m 
次 而 得 到 ， 为 此 ， 不 妨 将 方程 (16.115) 再 微 商 一 次 ， 


(1 一 r’) v” — 2r" 一 2(m + ijro” 
—2(m+ 1w + [A — m(m + 1)}v' = 0, 
这 样 就 得 到 
(1 —2?)(v’)" — 2m+2)z(v) + [A — (m4 1)(m + 2)]v' = 0，(16.116) 
这 表明 ， v'(z) 满足 的 方程 和 va) 满足 的 方程 的 不 同 之 处 只 在 于 
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把 m 换 成 了 m+1. 这 样 ， 将 Legendre 方程 (也 就 是 m= 0 时 的 
(16.115) 式 ) Es elle naa (16.115) 式 中 令 m=1, 将 
Legendre 方程 微 商 两 次 就 得 到 m ， 将 Legendre 方程 微 商 m 
次 后 得 到 的 结果 当然 就 是 (16.115) A 于 是 ， 连带 Legendre 方程 在 
环 域 0< je -1|<2 内 的 解 就 是 


y(z) = cr (1-2?) POM (2) + c2 (1— r°)” QU" (x), (16.117) 


其 中 入 =v(v+1). FRR RAE MAME AA ER. 

16.1 节 中 已 经 看 到 ，Pv(z) 在 z= 1 点 是 有 界 的 , 而 Qv(z) 是 对 
HERH. 所 以 ，(1 一 z?)” PUM (2) 在 z= 1 点 也 是 有 界 的 , CEE 
带 Legendre 方程 在 z = 1 点 的 邻 域内 指标 p = m/2 的 解 ; TMQ.” (2) 
在 z=1 点 是 以 (z 一 1)-” 的 方式 发 散 的 , 所 以 ，(1 - r) PY (a) 
在 z=1 点 也 一 定 是 发 散 的 ， 它 正 是 连带 Legendre 方程 在 z=1 点 
的 邻 域内 指标 p = -m/2 的 解 . 有 界 条 件 要 求解 在 z= 1 AR, 
所 以 ， cz =0 . 

更 进一步 ,在 16.2 节 中 ， 我们 还 看 到 ， 对 于 一 般 的 v 值 ， 只 要 
Pv(z) 是 无 穷 级 数 ， 它 在 z = -1 点 就 是 对 数 发 散 的 . 这 样 ，z = -1 
ARR POM (x) 的 mm 阶 极点 ， 所 以 ， (1- z2)7" PY (2) E x = -1 
点 也 还 是 发 散 的 ， 为 了 满足 在 =-1 点 有 界 的 要 求 ， 唯 一 的 可 能 
是 P,(z) 断 成 多 项 式 ， 即 v 为 非 负 整数 . 但 由 于 在 解 中 出 现 的 是 
a ae) ’ 所 以 必须 有 vom. 

总 结 上 面 的 讨论 , 我 们 就 求 出 了 连带 Legendre 方程 (16.113) 在 
有 界 条 件 (16.114) 下 的 解 是 


本 征 值 A=+1), l=m,m+i,m+2,--- (16.118a) 
FERR yle) = (1-1?) PM (2). (16.118b) 

通常 把 (16.118b) eA RIC A Pr (1), 
PP (x) = (1-27)? P(x), (16.119) 


PRA m 阶 ! 次 连带 Legendre pa RX. 
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连带 Legendre PAA, thE TE AAS TEA AY. BD a AT 
程 (16.115) ÆA RRIF (16.116) PATER SIAR, WA, ear 
Legendre 函数 也 应 当 具有 正 交 性 : 相同 阶 但 不 同 次 的 连带 Legendre 
函数 在 区 间 [-1,1] FEX, 
J P(2)PR(r)dz=0, k#L. (16.120) 


这 里 注意 的 是 ， 对 于 连带 Legendre 方程 来 说 ， mm 是 固定 的 已 知 参 . 
数 ， 因 此 ， 在 上 面 的 正 交 关系 中 ， 连 带 Legendre 函数 的 阶 数 m 必 
须 是 相同 的 . 

可 以 从 方程 (16.115) 出 发 ， 并 应 用 有 界 条 件 (16.116) ， 来 证 明 
正 交 关系 (16.120). 这 是 证 明 本 征 函数 正 交 性 的 标准 方法 ， 前 面 已 
多 次 用 过 ， 这 里 不 再 重复 . 下 面 换 一 个 做 法 ， 采 用 和 证 明 Legendre 
多 项 式 的 正 交 性 类 似 的 办 法 . HF RAL, 不 妨 假 设 k <l. FR, 
代入 连带 Legendre 函数 的 定义 (16.119) ， 并 分 部 积分 ， 即 得 


1 
| PP (2)PR(x)dz 
= f (1 _ z?)” d” P(x) d” P(x) dr 


dx™ dr” 


1 


nm dP, (x) dm-1Pi(z) 
= (le a ae 


一 1 


fd [jr ERE HP, 


dx™ dz™-! 
oe i l 2 fc 一 z2)” oe A de 
这 样 , 分 部 积分 一 次 的 结果 除了 在 积分 号 前 增加 一 个 负 号 外 ,就 只 


不 过 是 将 被 积 函数 中 Pi(z) 的 微 商 转移 一 次 到 其 余 的 因子 上 . 可 以 
预料 ， 在 分 部 积分 mm 次 后 ， 就 应 当 得 到 
J Proto or f K ja —22)" TEE] Pi(z)dz. 


_, dz 


注意 上 式 右 方 的 被 积 函 数 是 ! 次 Legendre 多 项 式 和 另 一 个 多 项 式 
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a” ( apie ae) 
的 乘积 . 容易 求 出 这 个 多 项 式 的 次 数 为 k 一 mm 十 2m 一 m =k. AT 
Jiz k<, RIE 16.4 TJ 16.5 ， 立 即 就 可 以 证 得 连带 Legendre 
RRES, BA (16.120) 式 . 

作 变 换 r = cos9 ， 还 可 以 得 到 连带 Legendre 函数 正 交 性 的 另 
一 种 表达 形式 ， 即 


J Pr (cos 0)Pk (cos 0) sin 0d = 0, kÆ£l. (16.121) 


注意 ， 这 里 出 现 了 正 交 权重 sinb . 
”完全 模仿 前 面 的 做 法 ， 还 能 求 得 连带 Legendre 函数 的 模 方 . 
fick, ma 0 E E k=1 Bla]. Fe, 


J PP(z)PP(z)dz = (—)” {z con ( (1— 27)” a P; (z)dz. 


现在 出 现在 等 式 右 端的 被 积 函数 是 ! 次 Legendre 多 项 式 和 另 一 个 ! 
次 多 项 式 


m m r m ae l+m 5 l 
i [le-ar TEE] eS 0-A" Sew e -n 
的 乘积 ， 由 16.4 节 的 讨论 可 知 ， 对 积分 值 的 唯一 贡献 就 只 来 自 这 
个 多 项 式 的 最 高 短 次 项 ， 容 易 求 出 这 个 最 高 短 次 项 的 系数 是 


ml (2D! (l+m)! 
(=) il -m) HW 


所 以 ， 就 得 到 
J PP (2)PM(a)de = 2- Cim f r'P;(x)dx 


XM (1 — m)! 
x = m JA (16.122) 
或 者 进一步 作 变换 r = cos6 , 
[ Pr” (cos @)P;" (cos 8) sin 8d = i + mh TT (16.123) 


从 原则 上 说 ， 连 带 Legendre 函数 的 许多 性 质 部 可 由 Legendre 
多 项 式 的 相应 性 质 得 到 ， 这 里 从 略 . 


16.10 ”球面 调和 溪 数 


我 们 现在 回 到 Laplace 方程 在 球 坐 标 系 下 的 分 离 变 其 . 为 了 确 
定 起 见 ， 不 妨 先 讨论 球 内 Laplace 方程 的 第 一 类 边 值 问题 .在 球 坐 
标 系 下 ， 和 定 解 问题 是 


10 / ðu 1 ð /. Ou 1 Ou = 

r? Or ( i) r2 sin 6 00 (sino) r?sin26 O02 =) eee) 

ul, AR, ul AF, (16.124b) 
ðu ðu 

则 = 可 Bdloco 86 \exan’ (16.124c) 

ul o 有 界 ， ul = f (6,9). (16.124d) 


重复 15.6 THAR, Q ulr,6,¢) = ROSO), HLEH AIEA 
次 边界 条 件 分 离 变 其 ， 即 得 


a 2dR(r) a g 
dr f ie | AR(r) = 0, (16.125a) 
u| AF, (16.125b) 
和 
1 ð [ings] ， 1 0°5(0,9) _ 
sin 8 00 区 O08 + sin20 ôg? + A5(9,0) =0, (16.126a) 
S| AF, S|,_ AF, (16.126b) 
ðS ðs 
Sla z Sase ög Pa Jg e, (16.126c) 


(16.126) 式 也 是 一 个 本 征 值 问题 ， 偏 微分 方程 的 本 征 值 问题 ,为 了 
求 出 本 征 值 和 相应 的 本 征 函 数 ， 可 以 再 令 SO, g) = 6(6)$(9$) ， 
进一步 分 离 变 其 ， 就 有 


396 


l d z do(é) fl 5 = -~ 
sin 6 dé 区 dð | + È ETE | O(F) = 0. (16.127a) 


sin20 
9(0) EF, O(n) 有 界 . (16.127)) 
和 
p” + ph = 0. (16.128a) 
P0) = (2r). p (0) = P (2r). (16.128b) 


这 两 个 常 微分 方程 的 本 征 值 问题 都 已 经 讨论 过 ， 分 别 见 16.9 A 
15.4 节 . 这 样 ， 对 于 偏 微 分 方程 的 本 征 值 问题 (16.126) 来 说 ， 本 征 
值 就 是 


ss 0 (16.129) 
而 对 应 于 一 个 本 征 值 入 ， 有 21+1 个 本 征 函 数 

Simi (8,9) = Pr (cos @) cos md, m = 0,1,2,4, (16.130a) 

Sim2(8,¢) = Py (cos @) sin mo, m = 1,2.--- 00. (16.130b) 


这 些 本 征 函 数 ， SARA Ae. ERT. 这 里 我 们 看 
到 ， 本 征 值 问题 (16.130) BOF REE 2041, KOT EAE 
值 问题 所 许可 的 简 并 度 2. 

至 于 常 微分 方程 (16.125a) ， 在 16.7 节 中 已 经 讨论 过 ， 它 在 有 
F RIF (16.125b) FAIRE Ri(r) =r! . 这 样 ， 偏 微分 方程 定 解 问题 
(16.124) 的 特 解 就 是 


timi (rT, 8,0) = rp? (cos) cosmo, 1=0,1,2,---,m=0,1,2,---,/ 


(16.131a) 
和 
timo, 9,6) = r'PP (cos@)sinmo, 1=0,1,2.--°,m=1,2,°--.h 
(16.131b) 
而 一 般 解 则 为 


x ! 
u(r,0,9) = 5 >》 r'P?” (cos 8) [Arm cos mo + Bim sin mo}. (16.132) 


i=0 yn =O 
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练习 16.9 BPRS} KI Laplace 方程 的 第 一 类 边 值 问题 


k A (e2) + 2 (sin 0) + rogi =0 
r? Or ôr r2 sin 8 00 06 r2sin29 0¢2 


u|。_。 有 界 ， u|,_ 有 界 ， 
ul =4| a) ee 

$=0 $=27’ ð$ | ¢=0 d¢ coe. 
ul _, = f(0,9), ul 70 


的 (全 部 ) 特 解 和 一 般 解 . 
练习 16.10 BURA Laplace 方程 的 第 一 类 边 值 问题 


42 (nS) + 1 2 (sino) + 1 eu y 
r? Or ar r? sin 6 00 30 r2sin20 3p? ` 


u|,_o AR uja 有 界 ， 
hada 

@=0 由 一 2T dg $=0 ag jae 
g ke (8, $), u| _, = 9(0, 9) 


的 (全 部 ) 特 解 和 一 般 解 . 


这 里 值得 回顾 一 下 13.8 节 中 的 讨论 . 在 该 节 中 给 出 过 Laplace 
方程 在 直角 坐标 系 中 的 多 项 式 解 ， 它 们 和 上 面 得 到 的 特 解 (16.131) 
是 完全 一 致 的 . 只 是 因为 采用 的 坐标 系 不 同 , 因而 表达 不 的 具体 形 
式 不 同 . 把 (16.131) 式 中 的 特 解 改写 为 直角 坐标 z, y, z WARG 
可 以 看 出 ， 它 们 正 是 z, y, z 的 ! 齐 次 多 项 式 . 就 固定 的 ! 而 言 ， 这 
样 的 多 项 式 有 2+1 个 . 这 正 是 13.8 节 中 提 到 过 的 结论 . 

现在 再 对 球面 调和 函数 作 一 些 讨 论 . 我 们 可 以 在 球面 上 画 出 
这 些 函数 的 零点 分 布 . 容易 看 出 , 除了 m 0 时 的 两 个 零点 9=0 和 
9 = (它们 来 自 连带 Legendre 函数 中 的 因子 (1 —2?)”/? B sin) 
是 球面 上 的 两 个 点 (南北 极 ) 以 外 ， 其 余 的 零点 均 呈 线 状 分 布 ， 它 
们 分 别 是 函数 d"Pi(cosb)/(dcosbjm = P™ (x) 和 cosmo 及 sin mọ 
的 零点 ， 因 此 分 别 是 球面 上 的 曲线 6 = 常数 ( 纬 线 ) Ao = 常数 (经 
线 ) ， 称 为 节 线 . 对 于 m = 0 的 球面 调和 函数 ， 也 就 是 ! 次 Legendre 
多 项 式 , 它 的 节 线 全 部 都 是 纬 线 , 这 些 纬 线 把 球面 分 割 成 1+1 Pr 
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EKR, 因此 ， 这 种 函数 可 以 形象 化 地 称 为 带 状 球面 调和 函数 . 在 
一 个 带 内 ， 球 面 调和 肾 数 的 数值 恒 为 正 值 或 负 值 , 当 普 = 1!L 时 ， 节 
线 全 部 都 是 经 线 ， 这 种 球面 调和 函数 又 称 为 瓣 状 球面 调和 函数 
对 于 给 定 的 !# 0) ， 瓣 状 球面 调和 函数 有 两 个 BI Pi(cos 6) coslo 和 
Pi(cos9)cos16 . 其 余 的 球面 调和 函数 ， 它 们 的 节 线 既 有 纬 线 ， 又 有 
经 线 ， 所 以 称 为 田 状 球面 调和 渗 数 . 

综合 16.4 PA 16.9 节 的 讨论 ， 可 以 看 出 ， 1 或 m 不 同 的 球面 
Val Al pe BE BS 4r 立体 角 上 是 彼此 正 交 的 ， 


T 2r 
J Pr’ (cos 8)P (cos @) sin 6 db / cos mocos no do 
0 0 
s, bak mAn (16.133a) 
t 27 
f P;" (cos0O)Pr (cos @) sin 6 dô | sin møsin nd do 
0 0 


= 0， Lx=k, m#n, (16.133b) 


Qn 


f P;” (cos 8) P;, (cos 6) sagas | cos m¢ sin no dọ 
0 0 

= 0, lk, mn. (16.133c) 
同样 ， 还 可 以 写 出 球面 调和 函数 的 模 方 


" [P} (cos 6)]” sin 8d Tonos Ut) at (1 + mo) 
ee ere ~ l- m)! 241 TSAR 


(16.134a) 


LD 
a a (l= m} 2141 


在 物理 上 常用 的 是 另 一 种 形式 的 球面 调和 图 数 ， 第 一 ， 是 将 
本 征 值 问题 (16.128) 的 解 在 形式 上 写成 


本 征 值 Lm = mm, m=0,+1,+2,+3..., (16.135a) 
AS {iE pe Pml) =e'™®. (16.135b) 
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这 样 ， 对 应 于 一 个 本 征 值 X = +1), 1=0,1,2,3,---, ATE TA 
” 题 (16.126) AY ARTE K BORE E 

Sim(8,6) = Pl"! (cos @)e'"®,  m=0,41,+2,---,41 (16.136) 
这 样 定义 的 球面 调和 函数 ， 其 正 交 关系 和 横 方 可 以 写成 更 简单 的 
形式 ， 


n p2n | 
/ J Sim (0, &) Spy (6, Q) sin dôd = (L+ Im)! Ar 
O JO 


(I — |ml)! 2+1 


ÔikÔmn. (16.137) 


注意 , FA TREKKER ER RR, 所 以 在 正 交 关系 和 模 方 的 公 
式 中 ,要 把 其 中 的 一 个 本 征 函 数 取 复 共 斩 , 其 直接 原因 是 为 了 保证 
ZÆ {E K RI A A E AE (R. 

第 二 , 通常 更 是 采用 归 一 化 的 球面 调和 函数 . 例如 ， 可 定义 为 


(i —|m])! 2+1 
(i+ |ml)! 4r 


m = 0,41,+2,---,4. 
这 时 就 有 正 交 归 一 关系 
n Qn 
J J Y (0, PYY?" (0,6) sin 6d6dd = diudmn- (16.139) 
0 0 


应 当 注 意 的 是 ， 在 不 同 的 文献 中 ， YO, 6) 常常 有 不 同 的 定 
义 . 在 使 用 时 需要 认真 核对 . 

fda, BEE, Yr (6,4) 定义 中 的 绝对 值 符号 也 可 以 去 掉 ， 
这 是 因为 


Yi" (8,6) = Pi™ (cos bje ”9， 


(16.138) 


(I —m)! 
(l+m)! 


证 明 从 略 . 读者 可 参阅 参考 书目 1], 16.11 节 . 


P; (z) = (-)™ 


16.11 BIL we 


在 本 章 中 ， 我 们 讨论 了 Legendre 方程 和 连带 Legendre 方程 的 
解 . 这 两 个 方程 的 共同 特点 是 : 都 具有 三 个 奇 点 ， 士 1 和 oo ， 并 且 
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全 是 正则 奇 点 . 
作为 具有 三 个 正则 奇 点 、 并 且 全 是 正则 奇 点 的 一 阶 线性 齐 次 
常 微分 方程 的 原型 ， 这 里 简要 地 讨论 一 下 超 几 何方 程 


2 
z(1 — 2) 59 + ly — (a+. 8 +1)2] = - abz = (16.140) 


的 解 ， 这 个 方程 的 奇 点 是 0, 1 和 oo .根据 常 微分 方程 的 级 数 解 法 
( 见 6.3 节 ) ， 可 设 方程 在 z = 0 点 邻 域内 的 解 为 


w(z) = > co # 0, (16.141) 
n=) 
由 此 可 以 求 得 方程 在 z=0 点 处 的 两 个 指标 为 p=0 和 1-?7， 系 数 
之 间 的 递 推 关系 为 
PA (+n-1+a)lp+tn-1+9), 
(pt n\(p+n-1+7) 
因此 ， 当 A 整数 时 ， 方 程 的 两 个 线性 无 关 解 是 
~ 1T(a+nT(3+n) Ty) 


wi(z) = F(a, 8; 7; 2) = 3 n! T (a) r(g) Piv+n) 


Cn n—l- (16.142) 


z”, (16.143) 


wo(z) = 2) Fa 一 7+13 一 7 二 12 一 32). (16.144) 


作为 这 两 个 级 数 解 的 代表 ， 下 面 对 F(a, 8:9: 2) 再 作 一 些 更 进 
一 步 的 讨论 . 

F(a, Byz) 称 为 超 几 何 级 数 . DR, EMT a 和 8 是 对 称 的 ， 

F(a, p; y; z) = F(8, a; 7; 2). (16.145) 

除了 a 或 8 为 负 整 数 、F(a,B;”;z) 退化 为 多 项 式 的 特殊 情形 外 ， 
超凡 何 级 数 ， 作 为 无 穷 级 数 ， 它 的 相 邻 系数 之 比 为 

Casi n(n 一 1 十 ‘Qa—pb+l1 1 

A = hy Tt A o) 
所 以 级 数 的 收敛 半径 为 1 ， 在 单位 圆 内 就 代表 了 一 个 解析 函数 . 

由 常 微分 方程 的 解析 理论 ( 见 第 六 章 ) 可 知 ， 只 有 方程 的 奇 点 
才 可 能 是 解 的 奇 点 . 因此 ， 可 以 将 超 几何 级 数 解析 延 拓 到 全 平面 上 
去 , 只 是 z=1 和 oo 点 可 能 除外 . 事实 上 ， 可 以 把 超 几 何 级 数 化 为 
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复 变 积分 的 形式 , 而 后 就 很 容易 进行 解析 延 拓 ， 在 较 严 的 限制 条 件 
Rey > Reg >0 下 ， 可 以 求 得 超 几 何 级 数 的 一 个 积分 表示 


F(a, B; y; z) = rara LIA are f tat-t) dt, (16.146) 
其 中 ， 规 定 


|arg(1 — z)| < =, (1 — zt) ?| opal. 


在 |z| < 1 的 条 件 下 ， 直 接 验 算 就 可 以 证 明 (16.146) 式 的 正确 性 . 但 
是 ， 由 于 式 中 的 积分 并 不 受 条 件 |z| < 1 的 约束 ， 因 而 根据 解析 延 
拓 的 原理 ， 就 可 以 通过 这 个 积分 表示 而 把 超 几何 级 数 延 拓 到 全 平 
MLE. 延 拓 后 的 函数 称 为 超 几何 函数 , 但 仍 用 Fla, 8; 7y; z) 表示 . 
由 (16.146) 式 可 以 看 出 ， 超 几何 函数 是 多 值 函数 ，z = 1 和 co 是 它 
的 枝 点 ， 所以， 准确 地 说 ， 超 几何 函数 是 在 沿 z = 1 到 z = co HIF 
的 平面 上 解析 . 

由 超 几 何 函数 的 级 数 表示 和 积分 表示 ， 立 即 可 以 得 到 它 的 两 
个 特殊 值 ， 


F(a, 8; y;0) = 1, (16.147) 

r(y)l (y-a- 8) 

F(a, 8; y;1) = Ra AISA 

关于 超 几 何 函 数 的 其 他 性 质 ， 以 及 7 = 整数 时 超 几 何方 程 的 

解 的 形式 ， 读 者 可 参阅 参考 书目 [12,13]. KEAK. 

为 了 要 求 得 超 几 何方 程 在 其 他 奇 点 处 的 解 ， 可 以 通过 自 变 其 

的 变换 来 实现 . 例如， 要 求 超 几何 方程 在 > = 1 处 的 解 ， 则 可 作 变 
换 z=1--¢. 在 这 个 变换 下 ， 超 几何 方程 (16.140) 将 变 为 


Re(y—-a—- 8)>0. (16.148) 


dw dw 
(= Caer 一 h- (a+ 8+ D-O] —apw = 0, 
Bp 
d?w dw 
Ca -eZ + [(a+ B+1-7)- (a+ 8+ 1)¢] = -abw =0. (16.149) 


d¢? d¢ 
这 还 是 超 几 何方 程 的 形式 ， 它 在 6= 0 处 的 指标 为 0 和 ?7Y-a-2， 
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于 是 ， 方 程 (16.140) Æ z = 1 处 的 两 个 线性 无 关 解 就 是 
F(a, G;at+ B-—y+1;1—-2) 
和 
(1—z) PF(y a, y~; y-a -p +11- z). 
这 里 ， 当 然 要 假设 Y-a-6 大 整数 . 同样 ,通过 变换 z=1/¢， 也 
能 写 出 超 几 何方 程 在 z = 00 处 的 解 . 
有 意思 的 是 ， 如 果 我 们 列 出 超 几 何方 程 (16.140) 的 奇 点 以 及 这 
些 奇 点 处 的 指标 ， 
z=0: 指标 为 0 和 1-7i 
z=1: 指标 为 0 和 ~yY-a-p; 
z=oo: 指标 为 cc 和， 
而 经 过 变换 z =1- 后， 方程 (16.149) 的 相应 的 奇 点 和 指标 为 
C=1: 指标 为 0 和 1-7; 
C=0: 指标 为 0 和 7-a- 8; 
C=00: 指标 为 a 和 f. 
这 就 是 说 ， 对 应 奇 点 处 的 指标 并 没有 发 生变 化 ， 串 实 上 ， 更 一 般 
地 ， 超 几何 方程 在 线性 分 式 变 换 (参看 2.5 节 ) 


_ az+b 
~ cz+d 


下 ， 都 保持 仍然 是 超 几 何方 程 的 形式 ， 奇 点 的 位 置 发 生 相应 的 变 
化 , 但 是 ， 对 应 奇 点 处 的 指标 不 变 . 利用 这 个 性 质 ， 我 们 就 可 以 把 
任意 一 个 具有 三 个 奇 点 、 并 且 全 是 正则 奇 点 的 二 阶 线性 齐 次 常 微 
分 方程 通过 线性 分 式 变 换 变 为 超 几 何方 程 ， 三 个 奇 点 的 对 应 关系 
就 唯一 地 决定 了 这 个 变换 . 

还 可 以 列 出 一 些 与 超 几何 函数 有 关 的 特殊 函数 , 例如 Legendre 
多 项 式 


Pa(z) =F (—mn + 1;1; =) : (16.150) 
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Legendre pK% 


Pi(z) =F (uv +151 = : (16.151) 


Que Et ens ei apa ; (16.152) 
3 2 2 2 2? 
r(v+5) Í 
连带 Legendre pA% 
1 z—1\#/? EF 
E = e | = T (ere ; tf 
Po)= Eq a (==) F( nyt ll p J (16.153) 
inyu 
QË (z) = e (> _ De 
r(v+5) 
2 
C(iv+l -1/2 
Pr) (z) = roe (z? —1) Hf? PHz); (16.155) 
; Twvt+l ~p/2 : 
Oe) = roe (z? 一 1 t Qt (2); (16.156) 
Chebyshev 多 项 式 
Tall =F (—n, n; a a =); (16.157) 
2 2 
Gegenbauer 多 项 式 
Pr (2A + n) 1 1 一 >z 
Core ee So TES i 
OMG) = ITE F ( n,n +2 A+ 3: J: (16.158) 


Gegenbauer pA RX 


P(A +v) 
Ao DTN | 


Jacobi 多 项 式 

PaA) (z) = ste (-nn+a+8+ lat n=) . (16.160) 
这 些 函 数 的 单 值 分 枝 的 规定 . 因此 ， 在 使 用 这 些 公 式 时 ， 务必 查阅 
有 关 的 专 着 ， 如 前 面 多 次 提 到 的 参考 书目 [12, 13] 两 书 . 


1 aie 
—v,2X\+ vÀ +y : 5 z) : (16.159) 
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第 十 七 章 柱 A 数 


在 第 十 五 章 中 ， 我 们 将 Helmholtz 方程 在 柱 坐 标 系 下 分 离 变 其 
时 ， 曾 经 得 到 和 常 微分 方程 (15.65) 


= es) + [k -a- 4] R(r) =0. (17.1) 


如 果 成 一 入 关 0， 则 可 以 作 变 换 z = VE 一 Xr ，y(z) = Rr), F 
是 ， 方 程 (17.1) BH 


一 = 十 fi 一 ‘l y(x) = 0, (17.2) 
HP p=’. 
方程 (17.2) PRA (v 阶 )Bessel 方程 。 它 有 两 个 奇 点 : r=0 和 


r=oo; z=0 是 正则 奇 点 ，z = o 是非 正则 奇 点 .在 正则 奇 点 
rz 二 0 4b, 指标 p= tr. 在 第 六 章 中 已 经 求 出 了 Bessel 方程 在 z =0 
点 的 正则 解 . 下 面 扼 要 地 罗列 一 下 已 经 得 到 的 结果 . 

当头 整数 时， Bessel 方程 的 两 个 (线性 无 关 ) 正则 解 是 


k 2ktv 
Janz) = ara G) : oe) 


如 果 v = Rn, Ml Js(z) 和 J-*(z) 线性 相关 ， 
J-n(z) = (—) Jn (7), 
这 时 ， Bessel 方程 的 第 一 解 仍 是 J,(z) ， 第 二 解 则 可 取 为 


nl 


2 r 1 9. 一 大 一 1) /rN\*-"n 
ers CEL (5) 


k=0 


] Co T 2k+n 
-O we — [w(n + k-+1)+0(k +)](2) , (17.4) 
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并 且 约 定 ， 当 n=0 时 ， 需 去 掉 表达 式 中 第 二 项 的 有 限 和 
本 章 将 讨论 上 述 这 些 函 数 (和 其 他 有 关 函 数 ) 的 基本 性 质 ， 以 
及 它们 在 分 离 变 其 法 中 的 应 用 . 


17.1 Bessel 国 数 的 基本 性 质 


Bessel 方程 (17.2) 中 的  ， 即 方程 (17.1) 中 的 u, MEA 
本 征 值 问题 
$” + ph = 0, 
$(0) = B27), &'(0) = $’ (27) 
REN, p= m?, m = 0,1,2,… ， 因 此 ， 本 节 中 将 着 重 介绍 整 数 
阶 Bessel 函数 的 性 质 . 下 面 先 列 出 以 前 已 经 得 到 过 的 一 些 结果 (图 
17.1 中 给 出 了 前 几 个 Bessel 函数 的 图 形 ) . 
1. Jin(x) 和 J(z) 线性 相关 ， 


0 A] (17.5) 


117.1 Bessel pki SX 
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证 明 见 6.4 节 (6.45) 式 . 
2. Jn(z) 的 奇偶 性 ， 
Jn(—x) = (—)"In(z). (17.6) 
这 可 以 从 v=n 时 的 表达 式 (17.3) RARA H. 
3. Jn (x) 的 生成 函数 


exp FE (: 一 7)| = 2 JIn(x)t", 0 < |t| < co. (17.7) 


证 明 见 5.4 节 例 5.7 . 
从 (17.7) 式 出 发 , 可 得 到 整数 阶 Bessel 函数 的 其 他 一 些 性 质 : 
4. Jala) 的 积分 表示 


Jiz = a =f cos(z sin @ — n@)dé. (17.8) 
证 76 (17.7) 式 中 令 1=e*， 就 得 到 
eiz sin@ _ > In( re”? (17.9) 


AMER ei? W Fourier RFA (复数 形式 ) . 于是， 由 Fourier 
展开 的 系数 公式 ， 就 能 证 得 
1 


In (x) 2 F eit Sing (e™) dé 


= 二 J [cos(x sin ð — n@) + isin(z sin 8 — n6)] dé. 


在 右 端 积 分 的 被 积 函数 中 ， 虚 部 是 奇 函 数 ， 所 以 积分 为 0 ; 实 部 是 
偶 函 数 ， 所 以 就 能 直接 化 为 (17.8) R O 


这 里 要 特别 强调 ， 如 果 将 (17.8) 式 被 积 函数 中 的 整数 ” 改 为 
任意 复数 xv， 这 样 得 到 的 并 不 是 函数 Je) 的 积分 表示 事实 上 ， 
这 个 积分 定义 了 另 一 个 函数 ， Anger 函数 


J, (x)= - 1 cos(z sin 6 — v@)dé. (17.10) 
0 
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真 接 计算 可 以 证 明 ， 它 是 非 齐 次 方程 


车 tet )]3 ony = ~ sin nv (CET:11) 

的 解 ， 另 外 ， 还 有 Weber 函数 ， 
(2) = + | sin(x sin 8 — v6)d0, (17.12) 

T Jo 


它 是 非 齐 次 方程 


2 
d > | at VY = eae A 
[z re +z 开 十 (z v“) |E (z) = nS —~ cos ny (17.13) 


5. 如 果 在 COA = ie ， 还 可 以 得 到 


eiz cosé — - 5 j (zx)i n ein6 


用 三 一 Oo 


Me 


= Jo(x) + [i Jn (r)? + J_n(T)i "eo "| 


= Jo(2) + 》 [i In (ne + (—)"i "Jane ™*] 


=Jo(x) + 2 È i” Jn (£) cos n8. 


n=l 


特别 是 ， 如 果 再 令 r=kr, 于 是 就 有 


elk" 0089 一 Jo(kr)+2 S "i" Jn (kr) cos nð. (17.14) 


n=l 


把 上 上 式 中 的 > 和 9 理解 为 柱 坐 标 系 中 的 坐标 变量 ， 并 且 把 k 理解 
为 波 数 ， 同 时 取 相 位 的 时 间 因 子 为 e-*“:， 则 上 式 两 端 都 分 别 对 应 
于 波动 过 程 相 位 因子 的 空间 部 分 : 左 端 是 沿 正 > 轴 方 向 传播 的 
平面 波 ， 因 为 它 的 等 相位 面 是 

krcos9 一 wt 二 常数: 


O 传播 方向 当然 与 相位 的 时 间 因 了 的 规定 有 关 . 如 果 取 时 间 因 子 为 ewt ， 那 么 
这 个 平面 波 就 是 向 负 z 轴 方 向 传播 的 . 
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而 右 端 各 项 中 的 Jo(kr) 和 Jn (kr) 描述 的 是 柱 面 波 (理由 见 下 面 的 性 
质 8) . 因此 ， (17.14) 式 的 意义 就 是 平面 波 按 柱 面 波 展开 . 

以 上 介绍 的 都 是 整数 阶 Bessel 函数 的 性 质 . 下 面 再 介绍 几 个 
性 质 ， 对 任意 阶 Bessel 函数 都 成 立 . 

6. Bessel ŽU J, (x) 和 J_,(z) 的 Wronski 行列 式 


W [Jv (x), J-v(z)] = og = -Z sin nv (17.15) 


证 根据 Bessel 方程 
二 二 | n i- S19 = 0, 
La fiata) f:-Z se <0 
以 zJ- (£), Ju (x) 分 别 乘 这 两 个 方程 ， 相 减 即 得 


Jsi pel = 2 Lja dJ- w 


= A fs [J-i te) -To } = 0 


所 以 
Ja 天 (2) — J-v(2)¥,(x) = W U (2), J-v(2)] = Z, 


为 了 决定 积分 常数 C ， 我 们 只 需求 出 J (x) J (2) - J- (2)J, (z) 
Pe 项 的 系数 ， 这 一 项 只 来 自 各 级 数 的 第 一 项 ， 因 此 


OENE. SNE. EENE PEE ge ey RR S 
Tw ++i)? T(rv+1)2-7 T(-v+1)2-* Pàv+1)?2 
ee ee a 
T(iv+1)T(-v+1) Tw)ra-v) 
2 . 
= 一 一 Sin nv. 
下 
所 以 就 证 得 
W [J, (z), 3. (2)] = -= sin av. 口 
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这 个 结果 具体 地 表明 ， 当头 整 数 时 ， 三 [vv(z), Jv(z)] £0, 
J (£) 和 J_,(z) 线性 无 关 ; 当 v = 整数 nn 时 ，W [Jn(z), J-a(z)] =0, 
Jn(z) Al J-*(z) 线性 相关 . 

7. Bessel X J (<) 和 J_,(x) 的 递 椎 关系 


< iz" J, (£)] =z"J„-1(2), (17.16) 
Z [3] = -27I (a). (17.17) 


证 首先 证 明 (17.16) 式 ， 为 此 ， 直 接 从 Bessel 函数 的 级 数 表 
达 式 (17.3) 出 发 . 由 于 级 数 在 全 平面 收敛 ， 所 以 可 以 逐 项 微 商 . 


d =)" gk tee 
dz etka = dz > KID (k+v +1) 24+ 


= = rk+2v -1 
KIT (k +v) 22k+v—i 
k=0 
= eil) 
这 就 是 (17.16) A- 同样， 


< [zz a: eens 
dz ~ dr kIT (k+v +1) Qek+y 
2k-1 


一 x 
= 25 TEA 1) 22K+” 一 1 


se grt! 


OO 
ey) kIT c ; D 4 2) 22k +e tT 


= —2 “Jp4i(z). 
这 样 就 又 证 明了 (17.17) XK. O 
从 这 两 个 递 推 关系 中 消去 也 (z) 或,.(z)， 又 可 以 得 到 两 个 新 
的 递 推 关 系 : 
Jv_i(z) — Js+i(z)= 2J, (2), (17.18) 


Jye 1(Z) +J (£) = AI, (x). (17.19) 
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把 这 些 递 推 关 系 应 用 到 整数 阶 的 情形 ,就 可 以 看 到 ,任意 整数 阶 的 
Bessel pA, ERAT LARA Jo(z) 和 Ji(z) 表示 出 来 . 这 只 要 反复 利用 递 
推 关系 即 可 . 特别 是 ， 在 (17.16)(17.17) 或 (17.18) 式 中 令 v=0， 并 
利用 (17.5) 式 的 结果 ， 还 能 得 到 
Jo(z) = —Ji(z). (17.20) 
8. Bessel PAH ATUL RIF. Bessel 函数 的 渐 近 展开 有 两 种 基 
本 的 类 型 .一 种 适用 于 > 一 0， 


J (£) = morol) +0 (z"+?°). (17.21) 


这 可 以 直接 由 Bessel 函数 的 级 数 表 达 式 得 到 ， 另 一 种 渐 近 展开 适 
用 于 TH Oo, 


Juv(z) ~ TE (2 一 > 一 =) , |argz| < 7. (17.22) 


这 个 公式 的 推导 通常 要 用 到 任意 阶 Bessel 函数 的 积分 表示 ， 而 且 
还 要 用 到 一 种 特殊 的 技巧 (鞍点 法 ， 或 称 最 陡 下 降 法 ) . 严格 的 推 
导 可 见 参考 书目 [3] 的 第 七 章 . 在 参考 书目 [1] 中 也 给 出 了 整数 阶 
Bessel 函数 渐 近 展开 的 证 明 . 本 书 第 六 章 事实 上 也 曾 得 到 过 Bessel 
方程 的 解 的 渐 近 展开 , 但 严格 说 来 并 不 完全 , 因为 在 那里 并 未 能 证 
明 得 到 的 渐 近 展开 式 到 底 对 应 于 Bessel 方程 的 哪 一 种 解 式 . 

现在 来 解释 为 什么 J,(zx) 描述 的 是 柱 面 波 . 正如 性 质 5 中 所 作 
MAE, MRS z = kr , 并且 把 7 理解 为 柱 坐 标 系 中 的 坐标 变 基 ， 
把 & 理解 为 波 数 ， 取 时 间 因 子 为 e“: ， 则 当 r 足够 大 时 ， Jkr) 
所 描述 的 波动 过 程 的 相位 就 是 


: VT R 
+ exp |-i (kr - a T +wt)| | 


kr —  — 2 Fut = 常数 ， 


等 相位 面 是 柱 面 
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分 别 描述 的 是 等 相位 面 随 着 时 间 不 断 扩 大 或 收缩 的 发 散 或 会 聚 的 
柱 面 波 . 而 且 ， 由 十 (17.22) 式 中 还 含有 与 Vr 成 反比 的 振幅 因子 ， 
波动 过 程 的 能 流 密度 就 与 > 成 反比 , 可 是 由 于 圆柱 的 侧面 积 与 7 成 
正比 , 所 以 单位 时 间 内 通过 每 个 圆柱 面 流 过 的 总 能 其 不 变 . 这 就 是 
说 ， (17.22) 式 描述 的 还 是 一 个 不 衰减 的 柱 面 波 . 

9. 实数 阶 Bessel 函数 的 零点 : 当 v > -1 或 为 整数 时 ， J,(z) 
有 无 穷 多 个 冷 点 ， 它 们 全 部 都 是 实数 ， 对 称 地 分 布 在 实 轴 上 . 

关于 Li) 零点 的 存在 性 ， 这 里 不 证 . 下 面 只 证 明 后 两 个 结 
论 ， 而 且 不 必 讨 论 根 据 负 整数 阶 的 Bessel 函数 ， 因 为 根据 整数 阶 
Bessel 函数 的 奇偶 性 ， 可 以 知道 ， 它 们 和 正 整 数 阶 的 Bessel 函数 最 
多 只 差 一 个 负 号 所以， 下 面 只 讨论 v > -1 的 情形 . 

首先 ，Jv(z) 的 安 点 不 可 能 是 纯 虚 数 ， 因 为 当 z 是 纯 虚 数 时 ， 
Jv(z) 的 无 穷 级 数 表 示 是 一 个 正 项 级 数 ， 级 数 和 不 可 能 为 0. 

其 次 , 设 a 是 外 (zx) 的 一 个 支点 , 即 Ja) =0， 则 a Rie 
a 也 一 定 是 (x) HAM, Ie") = [a =0. RAZ, Jhar) 
M Jaa) 均 以 z= 1 为 零点 ， 它 们 分 别 满足 方程 
z medan + je — a J (ar) = 0, (17.23a) 


2 dr 


l d dJ (a` zx) »2 v? * pa 
E |z qa | + le 7 Jala xr) = 0. (17.23b) 


将 方程 (17.23a) 和 (17.23b) 分 别 乘 以 zxJuv(a"z) 和 zJv(az) FARK, 
再 在 区 间 [0, 1] 上 积分 ， 即 得 


(a? - a") f ru(ar)ly(a zr)dr 
0 


= ~ dJv(ar) _ dJ (a* x) i 7 
= 7 ra ira Jy (ax)—— =M 


由 于 
zJu(azjJv(az) 一 zlJv(az)| > 0, 


且 不 恒 为 0， 所 以 当 v > -1 时 ， 积 分 
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| 23.(02)3.(a" sar 
存在 ， 且 不 为 0， 这 样 就 证 得 


即 a? 是 实数 . 这 时 有 两 个 可 能 : a? > 0 (a 为 实数 ) 和 a? < 0 (a 
为 纯 虚 数 ) ， 但 由 于 a 不 可 能 为 纯 虚 数 ， 所 以 a 一 定 是 实数 . 而 
H, 一 县 J (a) =0， 则 由 Jv(z) 的 级 数 表达 式 可 以 看 出 ,也 一 定 有 
Ju(-a) =0. 所 以 J,(z) WAT PRS) TE RH LE. O 

更 进一步 ， 根 据 递 推 关系 和 Rolle 定理 ， 就 可 以 知道 J,(x) 的 
相 邻 的 两 个 零点 之 间 ， 必 定 有 Jale) 的 一 个 零点 . 


17.2 Neumann 数 


在 上 一 节 中 我 们 提 到 ， Bessel 方程 (17.2) 的 两 个 解 Jtv(z) 当 
v 整数 时 是 线性 无 关 的 ， 
W {Ju (z), J-v(z)] = -二 sin ny, 


方程 的 通 解 当然 就 可 以 表示 为 Jtv(z) 的 线性 组 合 ; 当 v = 整数 n 
时 ， Jile) 是 线性 相关 的 ， 因 此 还 需要 重新 求 出 方程 的 第 二 解 . 
从 原则 上 来 说 ， 最 基本 的 办 法 是 取 第 二 解 为 含 对 数 项 的 正则 解 ， 
代入 方程 定 系数 ， 另 一 种 比较 巧妙 的 办 法 是 当头 整数 时， 把 第 
二 解 也 不 是 简单 地 取 为 J-v,(z) ， 而 是 仍然 取 为 Jtv(z) 的 某 种 线性 
AS. 完全 可 以 适当 地 选择 组 合 系数 ， 例 如 取 
cJL (x) — J-,(r) 


y2(7) = sin vA 


(17.24) 
就 一 定 有 


W (JL(z), yo(x)] = 2 (17.25) 


这 样 ， 即 使 ”一 整数 % ， vle) 仍然 与 Ja(z) 线性 无 关 . 但 是 ， 当 
vo n 时 ， 解 式 (17.24) 的 分 母 sin ve 变 为 0， 因 此 必须 适当 
选择 另 一 个 组 合 系数 c(e 的 不 同 选 取 ， 并 不 影响 W [JL (2), ya(z)] 的 
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值 ) ， 使 得 (17.24) 式 的 分 子 也 变 为 0， 解 式 才 可 能 有 意义 . 考虑 到 
(17.5) 式 ， 故 可 取 c= cosyn. 这 样 就 定义 了 Neumann 函数 © 
cosyn J,{x) — J, (2) 


Kid v 是 否 为 整数 ， 它 总 可 以 取 为 Bessel 方程 的 第 二 解 
整数 阶 的 Neumann 函数 Nn(r) ， 应 该 理解 为 > > n 时 N. (z) 
的 极限 . 


N (x£) = (17.26) 


cos vm Ja (x) — J- (2) 


Nale) = lim ee 
_1 OJ,(r) ~(-)" OJ (zx) 
oF Ov i Ov TER 


aS ge u(n+k+1) 


+ p(k + 1)] emt ， | arg z| < 7. (17.27) 
并 且 约 定 ， 当 m = 0 时 要 去 掉 右 端 第 二 项 的 有 限 和 . 
Neumann KAEA LALEA. 但 是 ， 即 使 限于 整数 阶 的 
Neumann 项 数 ， 它 们 的 零点 也 不 全 是 实数 ， 
当 z 一 0, Rey >0 时 ，Nv(z) 的 渐 近 行为 完全 由 J-v(z) RE, 


N, (£) ~ pa (5). (17.28) 
而 对 于 No(z) ， 可 由 (17.27) 式 直 接 得 到 
No(z) ~ = In z (17.29) 


所 以 ， 不 论 v 是 否 为 整数 ， Nv(z) 在 z=0 点 都 是 发 散 的 ， 
还 可 以 证 明 ， 当 r 一 oœ RF, © Neumann 函数 的 渐 近 表达 式 是 


Nu(T)~ V 之 sin (z 一 > 一 =] largz| < 7. (17.30) 


中 在 有 的 文献 中 也 写作 Y(T). 
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因此 ，Nv(z) 也 可 以 用 来 描写 柱 面 波 , 同样 也 是 发 散 的 柱 面 波 和 会 
聚 的 柱 面 波 的 登 加 . 
根据 Jv(z) 的 递 推 关 系 (17.16) 和 (17.17) ,容易 证 明 ，N,(z) 的 


[re Naa) Sm Nra); (17.31) 

[z~’N.(2)| = see eee) (17.32) 

A, Neumann 函数 的 递 推 关 系 的 形式 和 Bessel 函数 完全 相同 . 事 
实 上 ， 下 一 节 将 看 到 ， 柱 函数 正 是 用 这 两 个 递 推 关 系 来 定义 的 . 

Bessel 函数 又 称 为 第 一 类 柱 函 数 ， Neumann 函数 又 称 为 第 二 

类 柱 函 数 . 

No(z), Ni(z) 和 Na(z) 的 ”No(z) 

图 形 见 图 17.2. 

练习 17.1 证 明 : 


N_,(z) = sinvaJ,(z) 


+ cosv1N,(z), 
N, (ze™*') 
=e ™™IN, (2) 
+ 2isin myr cotun J,(z). 
N- (ze™*!) 
= e7 TIN _ (2) 
+ 2i sin myr csc v7 J, (2). 


练习 17.2 证明 Juv(z) 和 
Nv(z) ASS. 

提示 : ERE Jv(z) 和 N(x) 
有 共同 零点 ， 则 必 线 性 相关 . 

练习 17.3 ”证明 Nv(z) 的 北 
推 关 系 (17.31) 和 (17.32) xX. 
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17.3 柱 wo & 


上 一 节 提 到 ， 凡 是 满足 递 推 关系 
£ [2"C.(2)) =a" C-i (£), 


2 [e7 C, (x)] 一 一 2 “C+ (2x) 


(17.33) 


(17.34) 


的 函数 {C.(z)}， SARAH PA. 前 面 介绍 的 Bessel 函数 和 Neumann 


函数 都 是 柱 函 数 ， 
下 面 我 们 证 明 : HAREE Bessel 方程 的 解 . 
首先 ， 我 们 把 递 推 关 系 (17.33) 和 (17.34) 改写 成 


Ci (2) + =C (2) = Cv-t(z) 
和 
C'(z) - 之 Cv(z] = -Cy4i(2). 
将 (17.35) 式微 商 ， 得 


Cl(z)+ 二 Ci(z) — 总 Co(z) = C, (2). 


再 将 (17.36) 式 中 的 v 改写 为 v 一 1， 并 将 (17.35) 式 代 入 ， 


y-1 


C,-1(2) = 


CL_-1(2) — CL(r) 
ee Ae 1 
— r 


[ca + “cv(2)] — Ca (x). 
再 代入 (17.37) 式 ， 即 得 


17 V 一 / Y _v—l / v(v — 1) = 
Cf (2) + £0L(2)- Seve) = eye) + “eve 


稍 加 整理 ， 就 得 到 
Ci (x) 十 =C2(z) 十 《 一 =] C (z) = 0. 
ORR UE BAT HERZ {CL (x)} 一 定 是 Bessel 方程 的 解 . O 
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(17.35) 


(17.36) 


(17.37) 


C(x), 


17.4 Bessel 方程 的 本 征 值 问题 


现在 从 一 个 具体 问题 入 手 , 讨论 Bessel 方程 的 本 征 值 问题 . 要 
讨论 的 问题 是 : 求 四 周 固定 的 圆 形 薄膜 的 固有 频率 . 

注意 ， 这 个 问题 不 同 于 过 去 讨论 过 的 偏 微分 方程 定 解 问题 : 
现在 并 没有 给 出 初始 条 件 ， 所 要 求 的 也 不 是 描写 圆 形 薄膜 振动 的 
位 移 如 何 随时 间 和 空间 而 变化 . 现在 要 求 的 是 固有 频率 , 即 求 出 给 
定 偏 微分 方程 和 边界 条 件 下 的 所 有 各 种 振动 模式 的 角 频 率 ， 也 正 
是 因 为 现在 的 问题 中 并 没有 给 出 初始 条 件 ， 所 以 也 不 能 得 出 位 移 
转动 不 变 的 结论 ， 

取 平 面 极 坐标 系 ， 并 将 坐标 原点 放置 在 圆 形 薄膜 的 中 心 ， 这 
样 ， 偏 微分 方程 和 边界 条 件 就 是 


u |18 / du 1 8u 

oe s |2 (5) F a | om (17.38a) 

ul AR, u| _ =0, (17.38b) 

u| = i eee (17.38c) 
$=0 =r’ Od PE ð$ EA ` 


现在 要 求 的 就 是 在 边界 条 件 (17.38b) 和 (17.38c) 的 限制 下 ， 到 底 许 
可 那些 w 值 ， 使 得 方程 (17.38a) A AES HR 


u(r, 6,t) = u(r, pe". (17.39) 
将 此 解 式 代 入 方程 (17.38a) 及 边界 条 件 (17.38b) 和 (17.38c) ， 就 可 


以 得 到 
2 2 
var ("ae) * wage * (G) t 


vjz AF : 


Ov 


_ Ov 
由 一 2 1 ao 


— ô$ 
$=0 
FES o(r,¢) = R(7)8(8) ， 分 离 变 其 ， 就 得 到 两 个 本 征 值 问题 


= v| 


o=2n 
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E” ($) 十 mm (6) =0, (17.40a) 


$(0) = $(27), $'(0) =p (27) (17.40b) 

和 

> [| + G =) R(r) = 0, (17.41a) 

ROE R, R(a) = 0, (17.41b) 
其 中 上 = we. | 

本 征 值 问题 (17.40) 已 经 多 次 见 到 过 ， 对 应 于 它 的 本 征 值 
m’, m=0,1,2,3,---, 
AR TE PR SCA 
sn ee 


所 以 ， 在 本 征 值 问 题 (17.41) 中 ， 参 数 m 是 已 知 的 ， 而 k 是 本 征 
完全 仿照 第 十 四 章 中 的 办 法 ， 可 以 证 明 
dR(r) dR” (r) 


: a ‘ E i a ‘ dr a 
k f R(r) R (r)rdr = m | R(r)R (ooa +| r a rdr, 


所 以 ， 一 定 有 本 征 值 k* > 0 . 通过 作 变 换 z= kr ，y(z) = Rr), 
就 可 以 将 微分 方程 (17.41a) 化 为 Bessel 方程 ， 从 而 求 得 它 的 通 解 
R(r) = CjJn (kr) + DNm (kr). (17.42) 
考虑 到 边界 条 件 (17.41b) HEK, ROER, 故 D =0 ; 又 由 于 要 
K R(a) = 0 ， 就 得 到 
Jm(ka) = 0. , (17.43) 
设 pS” 是 m 阶 Bessel 函数 Jn(z) 的 第 ;个 正 零点 (由 小 到 大 排列 )， 
i 二 1,2,3,… ， 则 本 征 值 问题 (17.41) 的 解 是 
(m)\2 
本 征 值 kmi = (所 ， 二 3 (17.44a) 
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于 是 就 求 得 了 圆 形 薄膜 的 固有 振动 的 角 频 率 
(m) 
en (17.45) 


其 中 是 mm 阶 Bessel 函数 Jm(z) 的 第 ;个 正 零点 . 

为 了 在 分 离 变 基 法 中 的 应 用 ， 很 自然 地 要 讨论 上 面 得 到 的 本 
征 函 数 的 正 交 归 一 关系 . 下 面 , 介绍 一 种 略为 不 同 的 做 法 ， 可 以 同 
时 得 到 本 征 函 数 的 正 交 归 一 关系 . 

首先 ， 写 出 本 征 函 数 Rni(r) = Jm(kmi7) 所 满足 的 微分 方程 和 
边界 条 件 ， 


Wmi = — 
a 


1d | djm(kmir) 2 m 
oda Gee + (x, = =| Jalki we 0, (17.46a) 
Jm(0) 有 界 ， Jm(kmia) = 0. (17.46b) 
eat, A5 pa R(r) = Jm(kr) 所 满足 的 微分 方程 和 边界 条 件 ， 
1 d | dJm(kr) 2 m? _ 
ae ale | ar inf) + (: = m) Jm (kr) = 0, (17.47a) 
Im (0) Ft. (17.47b) 


由 于 其 中 的 上 为 任意 实数 ， 所 以 一 般 说 来 ， 不 会 有 Im(ka) =0 . 
现在 用 rjJm(kr) M rImlkmir) 分 别 乘 方程 (17.46a) 和 (17.47a) ， 
相 减 ， 再 在 区 间 [0, a] 上 积分 ， 就 得 到 


(kn 一 e) f Jm(kmir)]m(kr)rdr 
0 


CT 


= r [3m (kemir) AE — Im (kr Tea) | 7 


r=0 


代入 边界 条 件 (17.46b) 和 (17.47b) ， 可 以 将 上 面 的 结果 化 为 


(eui =°) f Jm(Kmit)Jm(kr)rdr 
0 


= —aJm(ka) Dm (Kimi) Emir) 


r=a 


= —kmiaJm(ka) Jn (kmia). (17.48) 
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我 们 对 两 个 特殊 情形 感 兴趣 . 第 一 种 情形 是 k= kmj Z kmi» 
即 k& 也 是 一 个 本 征 值 ， 但 不 等 于 kmi. 这 时 就 有 Im (Kmja) =0， 因 
此 (17.48) 式 的 右 端 为 0. 但 由 于 km; +kmi, PVA 
f Jm(kmir)Im(kmjr)rdr = 0, kmi F kmj, 


即 对 应 于 不 同 本 征 值 的 本 征 函 数 在 区 间 (0, a) 上 以 权重 r 正 交 . 
另 一 种 情形 是 上 = km; ， 这 时 (17.48) 式 的 两 端 均 为 0. 我 们 可 


以 先 将 (17.48) 式 的 两 端 同 除 以 ke; 一 上 ， 然 后 取 极 限 丰 一 kmi ， 这 
样 就 得 到 
2 kmia 7 
J Jm(Kmir)rdr 一 一 evan poe (ka) Jn (kmia) 
=< [Jn (Kmia)]” . (17.49) 


1X TE AS SE pA Jim (kmir) 的 模 方 ， 
如 果 将 上 面 本 征 值 问 题 (17.46b) P r = a 端的 齐 次 边界 条 件 改 
为 第 二 类 或 第 三 类 边界 条 件 ， 也 可 以 类 似 地 讨论 . 


练习 17.4 ”将 边界 条 件 (17.46b) 改 为 


aR, œ% 


r EF Or 


r=a 


重复 以 上 的 讨论 ， 
练习 17.5 将 边界 条 件 (17.46b) 改 为 
u| AF, [e + bu =0， 


其 中 已 知 常数 a 和 6 均 不 为 0 ， 重 复 以 上 的 讨论 . 
事实 上 ， 可 以 把 这 三 种 情形 统一 写成 


2 
人 | 4 G 2 = | R(r) =0, (17.50a) 
ROAF, aR' (a) + BR(a) = 0. (17.50b) 


如 果 a 关 0,8 = 0， 则 是 第 一 类 边界 条 件 ; 如 果 a= 0,840, BE 
第 二 类 边界 条 件 ;， 如 果 a 和 8 均 不 为 0 ， 则 为 第 三 类 边界 条 件 . 
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关于 Bessel 项 数 族 的 完备 性 ， 这 里 只 给 出 结论 : MR wR fir) 
在 区 间 (0, al 上 连续 ， 且 只 有 有 限 个 极 大 和 极 小 ， 则 可 按 本 征 隔 数 

Jm(kir) 展开 ， 本 
f(r) = 》 biIm(kir), (17.51) 


HP Jim (kir) 是 本 征 值 问题 (17.50) 的 解 ， 而 展开 系数 为 
| f(r) Jm(kir)rdr 


J J? (kir)rdr 


这 样 得 到 的 级 数 在 区 间 [6, a- 4] (6 > 0) 上 是 一 致 收敛 的 . 证 明 可 见 
参考 书目 [15], 第 17.33 P. 在 该 书 中 也 还 有 更 普遍 的 展开 定理 . 

下 面 再 讨论 两 个 具体 的 问题 . 

例 17.1 圆柱 体 的 冷却 ， 设 有 一 个 无 穷 长 的 圆柱 体 ， 半 径 为 
a. 很 自然 地 我 们 应 该 选用 柱 坐 标 系 ，z 轴 即 为 圆柱 体 的 轴 . OR 
柱 体 的 表面 温度 维持 为 0 ， 初 温 为 wof(r) ， 试 求 柱 体 内 温度 的 分 
布 和 变化 . 

E 显然 ， 这 时 温度 与 $,z 无 关 ， 即 %=w(r,t) . CHER 


be (17.52) 


问题 
u| AF, ul _ =0 . (17.53b) 
ul _, = wof(7) (17.53c) 
决定 


根据 前 面 的 一 般 讨 论 ， 容 易 写 出 此 定 解 问题 的 一 般 解 

u(r,t) = ` ci Jo (ui=) exp |r (ey ] | (17.54) 
其 中 u 是 Jo(z) 的 第 i 个 正 零 点 ， 代 入 初 条 件 ， 有 
u(r,t)|,_, = Be Jo (m=) = uo f(r). 
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所 以 


2uo 


= SGA) sl r) Jo( ws) rar. (17.55) 
只 要 知道 了 f(r) ss ERIE. 就 可 以 算出 上 面 的 积分 . 例如 ， 
我 们 设 ' 
f(r) =1- (=) (17.56) 


a De 
令 z=r/a， 则 可 化 为 
2u0 
Bui) Jo 


利用 递 推 关系 (17.16) ， 就 可 以 算出 上 面 的 积分 . 
[ (1 - x’) Jo(piz)zdz = J (1 一 r’) 二 二 [zJ (p72)] dz 


0 


便 有 


1 
G= (1 一 x”) Jo(wiz)rdz. 


1 9 l 
(1 一 x”) 二 inz| 十 一 f rT Jı (piz)dz 
Hi Hi Jo 


li 


2 — aT Tuz| = 二 Y(t) 
Ve 
再 令 递 推 关 系 (17.19) 中 > = 1， 

Jole) + Ja(z) = ÉJ (2), 
并 考虑 到 Joli) =0 ， 就 有 


Jo(us) = Z Jiu) 


代入 即 得 
J (1 = r’) Jo(pir)zdr = Sgh (m). (17.57) 
0 i 
于 是 最 后 便 可 求 出 登 加 系数 
8uo 
Ci = pedi (ts) ; (17.58) 
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例 17.2 ”空心 圆柱 体 径 向 振动 的 固有 频率 ， 设 无 穷 长 空心 圆 
柱 体 的 内 外 半径 分 别 为 和 5. 若 内 表面 固定 ， 外 表面 白 由 ， 求 圆 
柱 体 径 向 振动 的 固有 频率 . 
解 显然 应 该 选用 柱 坐 标 系 ， > 轴 即 为 圆柱 体 的 轴 . 由 于 限 
定 讨论 径 同 振动 ， 故 w= wr,t) 与 % 2 无 关 . 现在 的 问题 是 要 列 出 
u(r,t) 所 满足 的 微分 方程 和 边界 条 件 . 这 时 又 面临 一 个 新 的 困难 . 
这 个 困难 来 自 采 用 曲面 坐标 系 讨 论 力学 问题 . 对 于 (机 械 ) 振 
动 问题 来 说 , 描写 运动 过 程 的 物理 基 是 位 移 ， 它 通常 是 一 个 撩 其 . 
不 妨 用 矢 基 4 表示 ， 它 是 空间 坐标 和 时 间 的 函数 . 在 直角 坐标 系 
下 ， 可 以 直截了当 地 计算 和 其 4 或 者 它 的 任意 一 个 分 其 对 空间 坐 
标的 偏 微 南 。 特别 是 ， 如 果 用 Laplace WARTS RE A 的 作 
用 ， 其 形式 和 对 于 标 基 函数 的 作用 没有 什么 不 同 : 
vA=04,.04,.04 
Ox? Oy? Oz? 
而 如 果 写 出 A 的 分 其 表达 式 ， 
A= 4.er + Ayey + A:.e., 
用 Laplace 算 符 作用 于 A 的 某 一 分 基 ， 例 如 A. ， 也 有 类 似 的 结果 
V?’ A: = OAs + 0 A 十 OP As 
Ox? Oy? Oz? 
其 原因 当然 是 : 在 直角 坐标 系 
F, EMRE e e, Me. 都 是 
RE, DTA. 
其 他 正 交 曲面 坐标 系 的 情 
况 就 不 相同 . 例如 ， 在 柱 坐 标 系 
下 ， 矢 其 4 的 分 其 表达 式 是 


A 一 Arer 十 Ages + Az@:, 


坐标 矢 基 e 和 ee 不 再 是 常 矢 
ht, mide 6 PY pm RX ( 见 图 17.3) . 
因此 ， 容 易 理 解 图 17.3 FERPA AE E 


(17.59) 


(17.60) 
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V'A = V? (A-e,) + V?’ (Agee) + VY’ (4:e:) 
# [V°A,] e; + [V’ Ao] eo + [Y 4:] e: 
因为 还 必须 考虑 坐标 矢 基 对 于 坐标 变 基 的 偏 微 商 . 事实 上 ,在 理论 
力学 中 已 经 知道 


ET; 一 eg， PTJ = —€,;. (17.61) 
所 以 
ta Wot ick ee ee 
V?4 = |V7A, =A.-5 FI, 
+ ta Abts a] es + [V'A.] e:. (17.62) 


这 样 ， 即使 在 Ag = 0 和 A: =0 的 条 件 下 ， 只 考虑 A 的 径 回 分 其 
4- ， 也 应 该 有 


v24 = V? [4,e,] = hae a 5A e, (17.63) 


现在 回 到 原来 的 问题 . 在 例题 所 述 的 条 件 下 ， = ulr t) 所 满 
足 的 微分 方程 和 边界 条 件 应 该 是 


u [18 / Ou u 
a ~ a] =o eee) 
Ou 


4 
u(r,t) = R(rje t, 
代入 (17.64) ， 便 得 到 


id | dR 1 
rdr i soj, + | aleo =o a 
R(a) = 0, R' (b) = 0, (17.65b) 


其 中 k=w/c. 容易 证 明 ， 当 k=0 时 本 征 值 问题 (17.65) 无 解 . 于 
是 ， 可 作 变 换 z = kr 和 y(z) = R(r) ， 而 将 方程 (17.65a) 化 为 Bessel 
方程 ， 由 此 即 可 得 到 方程 (17.65a) 的 通 解 

R(r) = CJ, (kr) + DN: (kr). 
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代入 边界 条 件 (17.65b) ， 即 得 
CJı(ka) + DNi(ka) =0, CJ), (kb) + DN’ (kb) = 0. 


这 可 以 看 成 是 关于 C 和 DD 的 线性 代数 方程 组 ， 有 非 零 解 的 充分 必 
要 条 件 是 
Ji(ka) Ni (ka) z 
p Ni (kb) | 


这 样 就 求 得 空心 圆柱 体 径 向 振动 的 固有 频率 w = kic ， 其 中 上; 是 


Ji (ka)N} (kb) 一 Ni(ka)J (kb) = (17.66) 
的 第 i 个 正 根 (由 小 到 大 排列 ) . a 
u(r, t) = [Ni (kia)Jı (kir) =J; (kia)Nı (kir)] ene (17.67) 


练习 17.6 Bil 17.2 中 的 本 征 函 数 是 
Ri(r) = Ni(kia)Ji(kir) — Jı (kia)Nı (kir). 
试 讨论 本 征 函 数 的 正 交 归 一 性 质 . 


17.5 @ Bessel 函数 的 积分 
在 应 用 Bessel 函数 求解 偏 微分 方程 定 解 问 题 时 ， 自 然 会 涉及 
到 计算 含 Bessel 函数 的 积分 .最 简单 的 有 下 列 几 种 类 型 的 积分 . 
1. 被 积 函 数 为 天 函数 与 Bessel 函数 的 乘积 


这 种 类 型 的 积分 多 采用 Bessel 哨 数 的 递 推 关系 来 计算 . 17.4 节 
的 例题 中 就 遇 到 过 这 种 类 型 的 积分 . 下 面 作 一 点 更 普遍 的 讨论 . 

首先 考虑 积分 「z*Jv(z)dz . 采用 递 推 关 系 (17.16) ， 反 复 分 部 
积分 ， 就 有 


[ESA 一 [erties (eae 


= gee kee Tage) 


- (p-r — 1) f zë? r Ji(z)dz 
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= 2" Js (x)— (p-r — 1) / Ze yi (zr)dr 
= le" Josita) a (u = Le" Jy 42(2)| 
+(p—-v—1)(p -—v—3) J r” St, }2(£)dz 


可 以 看 出 ， 每 分 部 积分 一 次 ， 除 了 分 部 积分 出 的 项 中 再 增加 一 项 
外 ， 在 新 出 现 的 积分 中 ,被 积 函 数 的 容 函 数 的 次 数 就 降低 一 次 ， 而 
Bessel 函数 的 阶 数 则 升 高 1 . 这 样 ， 在 分 部 积分 n 次 后 ， 我 们 便 会 


遇 到 积分 
ete 
@(u-n)t(utny=1, B 
u+v=1 或 p-v=2n41, (17.68) 
则 这 个 积分 可 以 表示 为 有 限 的 形式 ， 并 且 能 够 用 初等 方法 积 ! 
如 果 采 用 弟 推 关系 (17.17) ， 重 复 上 面 的 讨论 ， 又 可 以 得 到 


| wavodz 一 | ae 
= = g Hat] aa) 


—(wt+v-1) | ea 


= = ah Ia(e) (uty 1) | 2*7 (ed 


这 样 ， 每 分 部 积分 一 次 ， 在 新 出 现 的 积分 中 ， 被 积 滴 数 的 虞 函数 的 
次 数 就 降低 一 次 ， 而 Bessel 函数 的 阶 数 也 降低 1. 于 是 ， 在 分 部 积 
分 n 次 后 ， 我 们 便 会 遇 到 积分 


J Inan 
Æ (u-n)+(v-n)=1, Bp 
po-v=1 或 pup+v=2n+1, (17.69) 


则 这 个 积分 也 可 以 表示 为 有 限 的 形式 ， 也 能 用 初等 方法 积 出 
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练习 17.7 ”在 分 部 积分 时 ， 如 果 我 们 每 次 均 使 短 函 数 的 次 数 升 高 1 ， 
试 重复 上 面 的 讨论 . 


如 果 被 积 函 数 为 蜘 函 数 和 其 他 柱 函 数 的 乘积 ， 上 面 的 讨论 仍 
然 适 用 ， 因 为 计算 中 只 用 到 了 Bessel 函数 的 递 推 关 系 和 寡 函 数 的 
微 积 分 公式 .我 们 知道 ， 所 有 的 柱 函 数 都 满足 同样 的 递 推 基 系 : 

上 面 的 讨论 固然 还 可 以 推广 到 被 积 函 数 为 多 项 式 .本 Bessel K 
数 的 乘积 的 情形 . 但 是 ， 需 要 注意 ， 我 们 并 不 可 照搬 上 面 的 结论 . 
尽管 原则 上 我 们 可 以 将 多 项 式 和 Bessel 函数 的 乘积 的 积分 拆 成 者 
TERRA Bessel 函数 的 乘积 的 积分 之 和 ， 尽 管 这 每 一 个 积分 
并 不 满足 上 述 条 件 (17.68) 或 (17.69) 的 要 求 ， 但 并 不 排除 有 这 样 的 
特殊 可 能 性 ， 即 各 个 积分 分 部 积分 后 得 到 的 新 的 积分 彼此 相 消 的 
情形 . 最 极端 的 例子 便 是 积分 


/ € 一 “) 1.(2)ade. 


HEL, CHEAT Bessel 方程 而 积 出 . 
2. 被 积 函 数 为 指数 函数 与 Bessel 函数 的 乘积 


例如 ， 考 虑 积分 i e~** Jo(bn)dz, Rea > 0. 计算 这 种 类 型 的 
积分 , 要 充分 发 挥 指数 函数 ee 在 保证 积分 收敛 中 的 作用 , 因此 ， 
不 妨 首先 考虑 采用 Bessel 函数 的 级 数 表 示 ， 并 逐 项 积分 . 但 可 以 预 
料 ， 这 样 会 得 到 无 穷 级 数 ， 而 后 还 需要 求 出 和 函数 . 下面 就 用 这 种 
办 法 计算 上 面 的 积分 . 


一 Gz = —ar 一 (—)* br as 
/ e Jo(be)as = | e 2 y (=) dz 


) (2k)! 


Q2k+1 
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HEROD CAG 


at 
a om 

这 种 做 法 的 困难 之 处 就 是 级 数 求 和 . 而 且 , 级 数 求 和 时 还 往往 要 有 
一 定 的 限制 条 件 . 例如 ， 在 上 面 求 和 时 就 要 有 b/a < 1 的 限制 . 当 
然 容 易 证 明 ， 原 来 的 积分 在 Rea > 0 的 任意 闭 区 域 中 一 致 收敛 , 因 
而 在 Rea > 0 的 任意 区 域内 解析 ;而 积分 出 的 结果 也 在 同一 区 域 
内 解析 ， 根 据 解析 延 拓 的 原理 ， 就 条 以 去 掉 上 面 的 限制 条 件 

FBR EH RR APA Bessel 函数 用 它 的 积分 表示 式 
代入 ， 并 交换 积分 次 序 .就 本 题 而 言 ， 这 种 做 法 要 比 代入 Bessel R 
数 的 级 数 表达 式 更 容易 些 , 因为 现在 的 计算 步 又 明确 ,不 像 级 数 求 
和 更 具有 技巧 性 


f e °" Jo(br)dz = f e 7 去 / eg dr 
0 0 an -7 


= 1 ao | e~ (a-ibsin#)z gy 
2r ae i 
1 f” db 


2r j_ a—ibsin® 
可 以 用 留 数 定理 计算 这 个 积分 ， 
Dr 1 
^? Jo(bx)dx = — oe 
Í e olbz)dz = 2 


S 2dz 

~ 2mi Jia; -bz? + 2az +b 
_ 1 
 —bz +4 


z=(a— a? +b2)/b 
1 


io, 17.71 
Jar +B a 


就 本 题 而 言 ， 这 种 做 法 的 另 一 个 好 处 是 不 需 作 解析 延 拓 ， 当 然 ， 这 
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种 方法 也 有 局 限 性 . 例如 ， 本 书 只 介绍 了 整数 阶 Bessel 函数 的 积分 
从 这 个 积分 还 可 以 推出 一 个 有 意思 的 结果 . 如 果 将 这 个 积 
理解 为 Bessel 函数 Jo(bt) 的 Laplace 变换 ， 
oo e EOR 1 
/ Jo(bt)e ”dt = i wr ; 
ABA, RHE Laplace 变换 的 卷 积 定理 ( 见 10.3 节 ) ， 就 应 该 有 


| nedb- iir s= 
0 


p? + b2 " 
另 一 方面 ， 我 们 又 知道 ， 
l ， 
p? + be b sin bt. 
所 以 ， 就 能 得 到 积分 
f Jo(br) Jo(b(t — r)) dr = = sin bt. (17.72) 
0 


3. 被 积 函 数 为 三 角 函 数 与 Bessel 函数 的 乘积 


这 种 类 型 的 积分 ， 一般 说 来 比较 复杂 . 在 很 多 情形 下 ,结果 是 
[a] TPR. 同时 ， 考 虑 到 积分 的 收敛 性 ， 在 积分 方法 的 选择 上 需要 
特别 小 心 。 这 里 也 举 一 个 例子 : 计算 积分 


J Jo(Gr) cos az dz, a>0,8>0. 
0 


这 个 积分 并 不 能 由 (17.71) 式 的 结果 中 简单 地 令 a = ia, b= 8 而 得 
到 , 因为 在 导出 (17.71) 式 时 明显 地 用 到 a 为 实数 这 个 条 件 . 所 以 ， 
只 得 代入 Bessel 函数 的 积分 表示 重新 计算 . 


f Jo( Bx) cos ar dz 
0 
=if ao f cos ar cos( Gx sin 6) dz 
T Jo 0 
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-if af | [se - ed tor as 
n 


[ Z féta — Bsin 6) + (a + Asin 0)| dé 


0 
1 n T /2 
E | la — Psin9)dé = | d(a — Bsin 8)dé. 
0 0 


作 变 换 xz = 9sing ， 就 可 以 算出 上 面 含 5 函数 的 积分 . 
oa 一 2) a 

rad 
现在 要 区 分 a < p a > 8 和 a = 8 三 种 情形 . 当 a < Pht, Fark 
E [0, 3] 中 含有 z =a 点， 所 以 ， 根 据 6 函数 的 定义 或 基本 公 却 ， 
TR ae 


J Jo(Oz)cosawz dz = 
0 


1 1 


X a> Ait, AK 0,3) PRGA c=a K, MA, BRAN 
0. 现在 的 积分 值 ， 作 为 a 的 函数 ， 在 a = 3 点 是 不 连续 的 ， 可 以 
预料 ， a = 8 时 ， 积分 值 应 为 左右 极限 的 平均 值 . 因此 , asg 
时 积分 不 存在 .把 这 三 和 起 ， 就 有 


一 一 一 一 一 - a <Q, 
oc = = Aa 
J Jo(Gx)cosardzr = A dai (17.73) 
0, a >B. 


对 于 这 一 间 题 我 们 还 可 以 作 进 一 步 的 分 析 . 因为 积分 
/ Jo(Gx) cosazrdz, a>0,3>0. 


是 一 个 反常 积分 , 其 反常 性 表现 在 积分 上 限 为 oœ. 可 以 利用 Bessel 
函数 的 渐 近 展开 来 分 析 这 个 积分 的 收敛 性 当 z 足够 大 时 ， 被 积 


函数 
2 1 
Jo(Gxr)cosar ~ \/ — cos (pz 一 =) COS CT 
TE 4 
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= | = | cos(3 —a)x+cos(S +a)zr 


+ sin(8+a)r 十 Sin(O 一 a)z] ; 


HEFL, 4a#pit, 方 拓 号 内 的 各 项 都 是 周期 振荡 的 ， 所 以 ， 
被 积 函 数 就 是 一 个 单调 地 趋 于 0 的 函数 和 周期 振 功 函数 的 乘积 ， 
这 就 保证 了 积分 的 收敛 . 但 当 a = BT, RR MARA 


Jo(az) cosar~ ‘ | 2 £ + Cos2ar + sin 2az| 
202 


V1/27z 项 的 单独 存在 ， 使 得 积分 不 再 收敛 . 
严格 说 来 ， 上 面 计算 中 用 到 的 交换 积分 次 序 ， 本 来 是 不 合法 
的 ， 其 后 果 就 表现 在 得 到 的 无 穷 积 分 在 通常 意义 下 是 不 存在 的 . 
而 引进 5 函数 的 实质 ， 就 相当 于 计算 
f Jo(8z) cos ar dz = lim [ e ’* Jo(Bxr) cosazx dz, 


a>0,6>0,7>0. 
指数 函数 ez 的 引入 ， 保 证 了 交换 积分 次 序 合法 . 
最 后 , 需要 强调 , 这 里 介绍 的 只 是 最 简单 的 几 种 含 Bessel 函数 
的 积分 ， 介 绍 的 只 是 计算 这 些 积分 的 最 简单 的 几 种 方法 . 含 Bessel 
项 数 的 积分 ， 是 一 个 涉及 面 很 广 的 问题 . 有 兴趣 的 读者 ， 可 参阅 有 
关 的 专著 ， 例 如 参考 书目 [12, 15]. 


17.6 Hankel BY 3 


前 面 介绍 的 J,(z) 和 N,(z) 都 可 以 用 来 描写 柱 面 波 ， 它 们 的 浙 
近 展 开 分 别 是 
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容易 看 出 , 它们 描写 的 柱 面 波 中 , 既 有 发 散 波 , 又 有 会 聚 波 . (He, 
如 果 我 们 处 理 的 问题 中 ， 只 涉及 发 散 波 或 会 聚 波 ， 或 是 要 求 明确 区 
别 出 发 散 波 或 会 聚 波 , 这 两 个 函数 显然 就 不 方便 了 . 这 时 显然 应 当 
作 线 性 组 合 


HS) (2) =J (x) + iN,(7) (17.74) 
-Eb a 
H(z) =J.(x) - iN,(z) (17.76) 


~ [ex [=i (z 一 > 一 *)| (17.77) 
如 果 配 合 上 相应 的 时 间 因 子 emt, W Ha) RRR, H (2) 
代表 会 聚 波 . 
HL (x) 和 HY (x) 分 别称 为 第 一 类 和 第 二 类 Hankel 函数 . 它们 
显然 都 是 Bessel 方程 的 解 ， 都 是 柱 函 数 ， 统称 为 第 三 类 柱 函 数 ， 
练习 17.8 证 明 : 
H (2) = eTii (2), HE?) (2) = eriH(2)(z). 


练习 17.9 ”证明 : 


iní] 一 ne 
Hy (zee) = ne - mer aie 一 RE 、 HV) (2), 
sin vt sinvn 
sin(1 os 
H2 (ze) = sin( as miea 44(2) 4) i grisin mun HS (2). 
sin vn sin vn 


例 17.3 ”电磁 波 在 金属 圆柱 表面 上 的 散射 . 

设 平面 电磁 波 垂直 入 射 到 一 金属 圆柱 面 上 . 知 电磁 波 的 频率 
一 定 ， 其 电 矢 其 与 柱 轴 平 行 ， 求 被 柱 面 散射 的 电磁 波 . 

解 显然 应 该 取 柱 坐标 系 ，z 轴 即 与 柱 轴 重合 . 由 于 入 射电 磁 
波 的 电 矢 其 平行 于 柱 轴 ， 因 此 在 圆柱 体 表 面 上 的 感 生 电 流 也 趾 轴 
向 的 ， 散 射 波 的 电 矢 基 也 是 轴 向 的 . 如 果 用 u 代表 电磁 波 的 电 和 天 
基 ， 则 由 问题 的 描述 可 知 ， = u(r, dt) FeR EMEN E 


432 


Oru 10 / ðu 1 92v 


因为 频率 一 定 ， 故 可 设 


u(r,$,t) = v(r, be ™. (17.79) 
u(r,o) 就 满足 Helmholtz 方程 
1 0 Ov 1 Ov 2 


其 中 波 数 k= w/e » C 是 光速 ， 进一步 将 u(r, $t) 以 及 相应 的 u(r, $) 
划分 为 两 部 分 ， 入 射 波 部 分 和 散射 波 部 分 ， 
v(r,$) = vi(r, $) + v2(7, $), (17.81) 
其 中 
vi (r, 6) = Eoc" °°? (17.82) 
表示 散射 波 ， 容 易 验 证 ， vi(r,9) 满足 Helmholtz 方程 
12 (2) 1 au 
r Or (r Or r? Og? 
FFEIL, ve(r,d) 也 满足 Helmholtz 方程 
1 ð ðv 1 O° v2 
r or CS) r? Oe? 
为 了 求解 mr 区 ， 当 然 还 必须 列 出 vt, 所 满足 的 边界 条 
件 . 首先 ， 它 应 当 满 足 周期 条 件 


+k*v, = 0， (17.83) 


+ ku = 0. (17.84) 


v2 (7, $)|,_o = v2[(7, | yan’ (17.85a) 
Ov2(r, p) _ Ov2 (7, p) K 
op i = De os (17.85b) 


其 次 ， 假 设 柱 体 表面 是 理想 导体 ， 电 场 强度 在 柱 面 =a 上 的 切 向 
HAO, ， 所 以 
u(r, ġ,t) 


r=a 0, 


由 此 可 以 导出 
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ve(r,¢)|__, = -Eoe “9 (17.86) 

最 后 ， 无 穷 近 条 件 则 是 : vlr o) 是 问 无 穷 远 散 射 的 柱 面 波 ， 即 
vlr o| ,中 只 含有 散射 波 的 成 分 . (17.87) 
偏 微分 方程 (17.84) 和 边界 条 件 (17.85)(17.86)(17.87) 就 构成 了 


一 个 完整 的 定 解 问题 . 按照 分 离 变 基 法 的 标准 步 又， 可 以 写 出 满足 
方程 (17.84) 和 周期 条 件 (17.85) RFC HERE (17.87) 的 一 般 解 


v2(7, 9) = 5 (Am cos mo + Bm sin mp)HO) (kr). (17.88) 


m=0 


代入 边界 条 件 (17.86) ， 就 得 到 


vo(r, ¢)| 二 N (Am cosmo + Bm sin md@)H\) (ka) 


™ m=0 
=o Re hare’ 
oo 
— Eo Jo(ka) — 2Eo y i” Jm (ka) cos mo. 


m=) 


上 面 的 最 后 一 步 用 到 了 (17.14) 式 ， 比 较 系 数 ， 就 得 到 


Jolka) 
Ao = —Eo 17.89 
0 "HOUkoy， ( a) 
Am = —2Epi™ Tako) ，  m=1,2,3,---, (17.89b) 
HE? (ka) 
Bm =0, m = 1,2,3, (17.89¢) 
于 是 ， 散射 波 电 天 二 的 空间 部 分 就 是 
EoJo(ka) 10) im Jm(ka) HG 
P= Hy (k 2Eo H» (k 
vo(r,¢) HO (ka (kr) 一 2 AO (ka) (kr) cos mọ. 
最 后 ， 就 求 得 
EoJo(ka) 


u(r, d, t) = Eeit" cos $—wt) _ H (krj! 


Ho (ka) 


oo 
—iwt sm Jz ka 
—2Eoe os 》 1 a gay HF) cos m¢. (17.90) 


m=1 
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17.7 虚 宗 量 Bessel px Be 


现在 讨论 几 类 特殊 的 Bessel RAM. ACA EPIRA HEA Bessel K 
数 . 这 一 节 先 讨论 Bessel 函数 的 宗 其 为 纯 虚 数 的 情形 . 

从 原则 上 说 来 ， 本 来 似乎 并 不 需要 特别 讨论 这 种 情形 ， 因 为 
在 Bessel 函数 乃至 Neumann 函数 和 Hankel 函数 的 定义 中 ， 它 们 的 
宗 基 本 来 就 可 以 是 复数 , 但 是 ， 为 了 实用 上 的 方便 ， 对 于 Bessel K 
数 的 宗 基 为 纯 虚 数 的 情形 还 是 值得 作 一 些 分 析 讨 论 ， 并 进一步 定 
SCA X HB ae et AY Bessel 函数 . 

现在 不 妨 仍 然 从 偏 微分 方程 的 定 解 问题 出 发 ， 来 引入 虚 宗 基 
的 Bessel 函数 例如， 假设 有 圆柱 体内 的 Laplace 方程 定 解 问题 


10 / ðu 1l u du 
POr (e) GFT to 0, (17.91a) 
u| =u a ae 

o=0  lp=2r’ Oble-0 Oblg—on’ (17.91b) 
7 ao ty ul a = 0, (17.91c) 
u| AF, u r=a = f(¢, z). (17.91d) 


按照 分 离 变 其 法 的 标准 做 法 ， 令 

u(r, $, z) = R(r)8 ($) Z(2), 
代入 方程 (17.91a) 以 及 边界 条 件 (17.91b) 和 (17.910), NAEH, 
就 会 得 到 本 征 值 问题 


S” ($) + pB(d) = 0, (17.92a) 
(0) = (2r), P (0) = (27) (17.92b) 
和 
2 (z) 十 XZ(z) = 0， (17.93a) 
Z(0)=0, Z(h)=0 (17.93b) 
VA Beit (Xt Fi FZ 


id ($) + (-a- E) R=0. (17.94) 


rdr \ dr r2 
由 本 征 值 问题 (17.92) ， 可 以 得 到 
本 征 值 Um =m’, m= 0,1,2,3, (17.95a) 
ARE PAX Sml) = Am cos mo + Bm sin mo, (17.95b) 
其 中 An Al Bm 是 任意 常数 . 再 由 本 征 值 问题 (17.93) ， 又 可 以 求 得 
本 征 值 An = (=y, nT (17.96a) 
ARERR  Z,(z) = sin as (17.96b) 


这 样 ， 常 微分 方程 (17.94) 就 变 成 

ld f daR nr)? m 

ea an)? [eu -=| ee 
EEM > = (nr/h)r 和 yz) = R(r)， 就 可 以 将 此 方程 化 为 


这 个 方程 称 为 虚 宗 域 Bessel 方程 ,， 因为 再 作 变 换 t= iz 就 可 以 将 它 
化 为 Bessel 方程 ， 于是， 方程 (17.94) 的 通 解 就 是 
R(r) = OI (22r) + DNm (Er) l (17.98) 
这 里 就 出 现 了 家 其 为 纯 虚 数 的 Bessel KAUAI Neumann 函数 . 
一 般 说 来 ， 当 Bessel 函数 的 宗 基 为 纯 虚 数 cel CORP > 为 实 
数 ) 时 ， 函 数值 也 是 复数 . 


(—)* ‘oye 
Swi j e) 


2k+vu 
= P T 
E > l 


这 样 ， 便 不 妨 定义 第 一 类 虚 宗 莽 Bessel 函数 


oo 
~ivnr inji 1 T ARPE 
L(z) = e", (2) = Y TETEE (=) (17.99) 
k=0 f 
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特别 是 对 于 整数 阶 的 第 一 类 虚 宗 其 Bessel 函数 ， 人 简单 地 有 
In(z) =i" In(iz). (17.100) 
这 样 做 的 目的 十 分 明显 : 使 得 xz 和 > 都 是 实数 时 ， Lv(z) 的 函数 值 
还 是 实数 . 
同样 ， 由 于 (r) 和 Iv(z) RAMESH Bessel 方程 (17.97) 的 
解 ， 而 且 ， 考 虑 到 


1_,(2) = In(2), (17.101) 
可 以 定义 第 二 类 虚 宗 基 Bessel 函数 为 
K,(2) = z Le L(z)]. (17.102) 


这 种 定义 的 好 处 是 : 当 >” 为 整数 n 时 ， Kn(z) 仍然 有 意义 ， 且 与 


Kun(z) = lim K,(z) 


Lo. g(n—k=1)! /rz\2k-n pale 1 
=5 ip @ + (=) > 


` 2k+n 
x in 3 = s(n + k#1)= ANG F 1)] (=) i } (17.103) 
这 里 仍 约定 ， 当 n = 0 时 ， 应 去 掉 右 端 第 一 项 的 有 限 和 . 
练习 17.10 WEAR: 


l-att = l(t). 
练习 17.11 证 明 : 


一 erri/2 了 人) (ze™i/?), -x <argz < 2/2; 
Ky(z) = 2 
-Te IAE (ze), -n/2 < argz <m. 


由 上 面 给 出 的 L(a) 和 Kw(z) 的 定义 ， 容 易 写 出 它们 在 r> 0 
时 的 渐 近 行为 . 特别 是 ， 如 果 ， >0, NLE) 是 有 界 的 ， 而 Ku(z) 
RAM, “oso 时 ， 它 们 的 渐 近 行为 又 是 
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1 (4). 4) =e". (17.104) 


K, (x) ~ Ve (17.105) 
在 实用 中 ， 和 常常 根据 这 些 渐 近 行为 挑选 出 所 需要 的 解 . 例如 ， 在 上 
面 的 定 解 问题 (17.91) 中 ， 由 于 有 界 条 件 

ul oA Ft 
的 限制 ， 在 解 式 (17.98) 中 就 一 定 有 
D=0. 

于 是 ， 在 边界 条 件 (17.91b) ， (17.91c) MARAE. TT 
(17.91a) 的 特 解 就 是 


Umn(T, $, 2) = (Amn cos mo + Bmn sin mo) In (=r) sin 2. (17.106) 


将 这 无 穷 多 个 特 解 到 加 起 来 ， 得 到 一 般 解 ， 然 后 再 利用 边界 条 件 
(17.91d) 即 可 定 出 有 个 加 系数 . 
练习 17.12 将 圆柱 体内 的 定 解 问题 (17.91) 改 为 圆柱 体外 的 定 解 问 
题 ， 相 应 地 ， 有 界 条 件 
u| o AF 
改 为 无 穷 远 条 件 
lim ulr oz) = 0, 


重复 上 面 的 讨论 . 


I(x) 和 Ku(z) 的 其 他 性 质 (例如 ， 递 推 关 系 ) ， 当 然 都 可 以 由 
Jv(z) 和 Nv(z) 的 相应 性 质 导 出 ， 这 里 从 略 . 

练习 17.13 SH I(r) 和 Kv(z) 的 递 推 关系 . 

以 上 定义 的 虚 宗 基 Bessel 函数 ， 纯 粹 是 在 默认 r 为 实数 的 条 
件 下 引进 的 . 但 是 ， 这 种 限制 条 件 并 不 是 必要 的 . 我 们 完全 可 以 把 
L(z) 的 定义 (17.99) PHA AIAN BPE large) < 7 E- 相应 
Hi, Ku(r) 的 定义 (17.102) 也 就 扩充 到 了 同一 区 域 中 . 


438 


17.8 Kelvin sO 数 


现在 再 介绍 另 一 类 特殊 宗 基 的 Bessel 函数 ， 宗 其 辐 角 为 士 r/4 
或 +37/4 的 Bessel PRY, PRA Kelvin ph RX. 
首先 是 专 阶 的 情形 . 
Jo(x et ri/4) zaje H a 


B = ia (= jk 4 大 十 2 
= 2. aa op ps (2k + 1)! (2k + 1)! (5) 
其 中 argz =0 ， 于 是 可 以 定义 
aa _\k 4k 
berz = 2 aE (5) ; (17.107) 


OE o S A 17.108 
ee 3 (2k + 1)! (2k +1)! (5) ( ) 


ber z 和 bei r 均 称 为 ee 函数 . 它们 最 初 是 由 Kelvin( 原 名 William 
Thomson) 在 研究 某 些 电学 问题 时 引进 的 ， 后 来 又 推广 到 任意 复数 
和 任意 阶 Bessel 函数 的 情形 . 


berv(z) 士 ibeiv(z) = J, (ze*”™/4), (17.109) 
ker, (z) + ikei (z2) = eF’"'/?K,(ze*™*) , (17.110) 
her, (z) + ihei,(z) = HW (ze**'/*) , (17.111) 
her, (z) —ihei,(z) = Hf) (ze°"""*) . (17.112) 


显然 ， 当 ASEM, H arg z = 0 时 ， ber,(z), bei,(z), ker, (z), kei, (2), 
her,(z) 和 heiv(z) 部 是 实 函 数 . 
Kelvin 函数 的 性 质 ， 均 可 由 Bessel HATS ih, AARP. 


17.9 半 奇 数 阶 Bessel FIR 


下 面 再 讨论 另 一 类 特殊 的 Besse pO: 具有 特殊 阶 数 的 Bessel 
pa RX. 本 节 讨 论 Bessel PR BEY Bit Ay AE Sy BOTA. 
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先 讨 论 Ji/2(Z) : 


2k+1/2 
Jijo(z) = n amas (3 


j 
一 2 
2k+1 : 
x E he = /— sinz. (17.113 
\ xz Le Qk+1)!" Va ) 


所 以 ， Jiy2(Z) 是 初等 函数 . 实际 上 ， 不 只 J1/2(Z) 是 初等 函数 ， IE 
意 一 个 半 奇 数 阶 的 Bessel 函数 都 是 初等 函数 ， 都 是 攻 函 数 和 三 角 
函数 的 复合 函数 . 这 可 以 从 递 推 关系 来 证 明 ， 
首先 ， 我 们 把 递 推 关系 二 [z*Jv(z]] = rJe) 改写 成 
(==) 2” J,(z) = 2°~'J,-1(2), (17.114) 


Tr 


所 以 


AT 
R 上 | 一 
foo 
= iow 
eee” 
R 
~ 
N 
Ed 
~ 
NS 
R 
Ma” 
ll 
eon 
Ble 
fu. 
| 
Nee” 
3 
nD 
党 
by 


gA Tappa): (17.115) 


因此 ， J- ,+vz(z) 都 是 初等 函数 . 特别 是 ， 
J_iy2(z) = Eee (17.116) 
同样 ， 把 递 推 关系 二 [r (2)] = -17 Jale) 改写 成 


(+£) PE E a (a), (17.117) 
所 以 


= (一 )z Ti yo(e). (17.118) 
因此 ， Jn+172(2) 也 都 是 初等 函数 . 
事实 上 ， 在 6.5 节 中 ， 我 们 曾经 得 到 过 n+ 1/2 阶 Bessel 方程 
的 两 个 线性 无 关 解 
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i 2 oiz ù 1/2, k 
yı(z) = (-i)"* > oe A 
ovis 1/2, k 
ne) 3 T oe 


将 它们 重新 组 合 ， 就 可 以 得 到 Jiale) 的 普遍 表达 式 


In+1/2(Z) 


SA 区 -Ye Sr 


[(n ~ 1)/2] 
nn y p(n + 1/2, 2k +1) 11 


k=0 
J_(n41/2) (x) 


((n—1)/2] 
n ; 1/2, 2k + 1 
= (一 tae Vax aC (x - rT) ` yee 
k=0 


[n/2] 
1/2, 2k 
z cos (z — 2) LC Smee dl (17.120) 
其 中 
(n+ 1/2, 0) = 1, 
k 
(n+1/2,k) = zag LI (en +0” — (2r—1)’]. 


显然 ， Jn+1/2(7) 与 J—(n41/2)(2) 是 线性 无 关 的 ， 
W [Int12(T), J-(n41/2)(2)] 


1 E 
-2 an (n+ z)" Sy (17.121) 
Tx 2 TT 


而 Nn+41/2(2) 5 J_ n+1/2) (2) 线性 相关 ， 


N a cos(n + 1/2)x : Jn4i1/2(2) 一 J_(n41/2) (2) 
Nnsi/2(t) = sin(n + 1/2)r 


= (=) tJ ¢n4.1/2)(2). (17.122) 
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练习 17.14 ”将 下 列 函数 在 上 = 0 点 的 邻 域内 展开 : 
(1) sinh V27—Diet, ME VP Wal] = z 


1 
(2) = cosh V2? + 2izt ， 规 定 V2? + dizt| _ = 2- 


17.10 Airy A 数 


这 一 节 再 介绍 另 一 类 特殊 阶 的 Bessel 函数 ， 1/3 MWERA 
Bessel KX, PRA Airy pa. 
Airy PRR FS GO N FE 


—zw=0 (17.123) 


dz? 
时 引进 的 ， 经 过 变 基 变换 r= 29/7, y(z) = w(z)/VE ， 就 可 以 把 上 述 
方程 化 为 
d? 1d LA? 1 
R-E (a) 
在 此 基础 上 ， 就 可 以 求 得 方程 (17.123) 的 线性 无 关 解 
Ai(z) = NE K;;3 人 (17.124) 


Bi(z) 一 V [as (52) 十 1_173 (52) 。 (17.125) 
Ai(z) 和 Bi(z) 都 称 为 Airy KX 由 方程 (17.123) 可 以 判断 ， 它 们 应 
当 在 全 平面 都 解析 . 
与 Airy 函数 有 关 的 是 Airy 积分 


f cos(t® + zt)dt = 37 rAi (+37 1 7) | (17.126) 
0 


17.11 ER Bessel Hy 数 


我 们 在 球 坐 标 系 下 将 Helmholtz 方程 Vu + kw = 0 分 离 变 托 
u(r,0,¢) = R(r) O(8) (4), 
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曾经 得 到 三 个 常 微分 方程 


p” + ph = 0, 
1 df. do 
sno aa [9G | + D srg] =° 
1d /dR 2 Ul+1) 
ore (r —) 十 [r -jR =0. 
在 一 般 情况 下 ， 第 一 个 方程 和 相应 的 周期 条 件 构 成 本 征 值 问 题 ， 可 
以 定 出 

本 征 值 Hm = m’, m = 0,1,2,- 

第 二 个 方程 和 相应 的 有 界 条 件 构成 本 征 值 问题 ， ee 

AS TEA A = Ub +1), [=m,m+1,m+2,--- 
在 这 一 节 ， 讨 论 第 三 个 方程 的 求解 问题 . 

不 必 讨 论 & = 0 的 情形 ， 因 为 这 时 方程 的 求解 问题 在 上 一 章 
已 经 讨论 过 . 它 的 两 个 线性 无 关 解 就 是 Wr. 这 样 ， 如 果 
k 关 0， 就 可 以 作 变 换 x = kr 和 yz) = R(r) ， 将 方程 变 为 

ae Ga n 1 = ey Giai: (17.127) 


x? dx dz 
这 个 方程 称 为 球 Bessel 方程 ， 它 的 形式 和 Bessel 方程 非常 相似 .而 
As 进一步 分 析 方 程 的 奇 点 ， 可 以 看 到 ， 球 Bessel 方程 也 有 两 个 奇 
点 ， 一 个 是 r=0 > 正则 奇 点 ， 沁 个 是 t=O; 非 正 则 奇 点 ， 也 和 
Bessel 方程 相同 . 因此 ， 可 以 试图 将 它 化 为 Bessel WE. 考虑 到 这 
个 方程 在 z =0 点 的 指标 方程 
p(p— 1) + 2p— Ul +1) =0, 
因而 指标 为 mw = 1 和 pa = -(1 +1), Ml Bessel 方程 的 指标 p = tv 
的 特点 pi + pz =0 不 同 ， 故 应 该 作 变换 
_ v(t) 

y(x) = T 

这 样 ， 可 以 预料 ， v(x) 的 微分 方程 在 z=0 点 的 指标 就 会 变 为 


(17.128) 
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pea (i + >) 
和 Bessel 方程 的 特点 完全 一 样 . 容易 计算 ， 在 变换 (17.128) 之 下 ， 
dy _ 1 [$ 1 2] 


dr Vz ldr 22)’ 


= (72) = Z z l re (2 ale i: 
所 以 ， v(z) 所 满足 的 微分 方程 就 是 
ld ($) 4: f = a v =0. (17.129) 


r dz dz x 


这 正 是 1+ 1/2 阶 的 Bessel 方程 . 它 的 两 个 线性 无 关 解 就 是 Jiya(z) 
和 Nigiyo(x)- 在 此 基础 上 ， 就 可 以 将 球 Bessel 方程 (17.127) 的 线性 
无 关 解 取 为 


iile) = V Ælle) 
-VED art ra ETET G = 


_ VT ( a 2n+l 
DD (5) (17.130) 


| 


ni (x) 


元 n 
V 元 Ni+uyaz(z) D zp l- 0+1/2) (2) 


ys Ae) 


2n—i-1 


1 VT Ce (-)* pee 
Qe 2 E EET (=) ， (17.131) 
分 别称 为 ! GY ER Bessel 函数 和 球 Neumann 函数 . 
前 几 个 球 Bessel 函数 和 球 Neumann 函数 的 表达 式 是 : 


jo(z) = =, (17.132a) 


T 


H 


(2) = 2 (sing 一 T COS x), (17.132b) 
T 
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1 
jz(Z) = -3 |G — x°) sin z 一 3zcos z|; (17.132c) 


COS T 


nolz) 三 一 a (17.132d) 

ni(z) = -4 (cosz + zsinz), (17.132e) 
1 2 . 

no(z) = -=[(@-= ) cos x + 3zsinz| (17.132f) 


类 似 地 ， 也 还 可 以 定义 球 Hankel 函数 
ht? (x) = ji(z) +ini(z)， hy” (x) = ju(x) — ini(e). (17.133) 
练习 17.15 将 下 列 函 数 在 t=0 点 的 邻 域内 展开 : 
(1) ~ sin V2z242zt, ME Vz? + 2at| o 一 
(2) = cos Vz? = Bai » HE V27- 22t| o =z 


练习 17.16 4E Bessel 方程 配合 上 适当 的 边界 条 件 也 可 以 构成 本 征 
值 问题 .试问 : 如 果 该 本 征 值 问题 有 解 的 话 ， 其 本 征 函数 的 正 交 权重 函数 是 


什么 ? 


例 17.4 将 函数 eico? FÈ Legendre 多 项 式 展开 . 


解 设 g 
ereot = YX c (kr)Pi(cos8), 
则 展开 系数 p 
airis | eikrzPi(zjd ays il f Fin)d 
利用 16.4 节 的 结果 ， 就 有 
ath = a ay wale J zi+2nPi(z)jdz 


-Atl 2n (U+2n)t var 
= oe 2 pany * ) 2i+2n n! T (n+l + 3/2) 
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21 十 Le o9 (=)" H 
~ 2 RP Se tht TT 2 
n= 


= (21+ 1)i jr(kr). 
所 以 ， 最 后 就 有 展开 式 


oo 


etrese = > “(21 + 1) i! ju(kr) Pi(cos 8), (17.134) 
i=0 


也 可 以 赋予 这 个 展开 式 一 个 物理 解释 :平面 波 按 球面 波 展开 . 
这 是 因为 ， 如 果 规 定 相 位 的 时 间 因 子 为 e“' ， 而 且 把 r+ 和 6 理解 
为 球 坐 标 ， 则 上 式 左 端 是 疝 6 =0( 即 正 z 轴 ) 方 加 传播 的 平面 波 ， 
波 数 为 上 ， 而 右 端 每 一 项 中 的 ji(kr) 则 具有 球面 波 的 相位 因子 ， 


. l, ln 
ji(kr) ~ ky sin (kr 一 =) ; (17.135) 


"712 ”合流 超 几 何 函 数 


从 方程 的 奇 点 数目 与 类 型 来 分 类 ， Bessel 方程 


EE 0 
dz? z dz 


属于 具有 两 个 奇 点 ， 其 中 一 个 (z= 0) 是 正则 奇 点 ， 另 一 个 (z = œ) 
是 非 正 则 奇 点 的 二 阶 线性 齐 次 常 微分 方程 .作为 这 类 微分 方程 的 
原型 ， 有 合流 超 几何 方程 


au a y= 2) -aw = 0. (17.136) 
这 个 方程 也 有 两 个 奇 点 ，z = 0 和 >z = co ;前 者 是 正则 奇 点 ， 后 
者 是 非 止 则 奇 点 . 合流 超 几 何方 程 在 止 则 奇 点 2 = 0 处 的 指标 为 
po=0 和 p=1-7Y， 当 7 尖 整 数 时 ， 有 用 级 数 解法 可 以 求 得 方程 的 两 
个 线性 无 关 解 为 


人 1T(a+n) TQ) x 


< 一 ni rla) T(y+n) 


woz) = z2 7 F(a-y41:2-7:2). (17.138) 


(17.137) 
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其 中 的 F(a; Y z) 在 全 平面 解析 ， 称 为 合流 超 几 何 函数 ， 显 然 ， 当 


a= HIŠ, F(ai 7y; z) 退化 为 多 项 式 . 


有 许多 特殊 函数 能 用 合流 超 几 何 函 数 表示 出 来 . 例如 ， Bessel 


PA Š 
1 ee a 1 . ) 
aE en ee ee t2 =Z >} aD +1;2 , 
Jolas roei (5) F(v gi“ a 
虚 宗 基 Bessel 函数 


1 a LOY 1 
OS (2 F( 9 +1;22), 
PAA) a aca) (5) ae a 


Hankel 函数 
HOO) = oir)" Wo (2077/2), 


H(z) = EAR) 
.抛物 线 柱 函 数 

D,(z) = 200 +1)/42 /W241)/4,-114 (527) , 
不 完全 T 函数 


(ww = 52 Fy + 15-2), 


误差 函数 one 
s ee 
erf(2) = EF (zi F 5 ), 
Fresnel 和 分 | 
C(z) £iS(z) = 2F (5; 3. 41,7) | 
Ei(z) = = |arg(—z)| <7, 
对 数 积分 


li(z) = —(~Inz) /2 / ?W120(- nz), 


| arg(— In z)| <T, 


(17.139) 


(17.140) 


(17.141) 


(17.142) 


(17.143) 


(17.144) 


(17.145) 


(17.146) 


(17.147) 


(17.148) 
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Hermite 函数 


Hermite 多 项 式 
Hon(z) = (-)" Er (-n 532°), 


n! 


i _ n(2n +1)! S 3 2 
Hon4+1(2) TE (一 ) 全 2zF( 一 nm z? ) 


Laguerre 函数 


Li (z) = F(—v; p + 1; z), 


Fern 
Laguerre 多 项 式 

La(z) = F(—n;1; z), 
广义 Laguerre 多 项 式 


1r(n+yu+1) 
"TPS sage 
Li (2) = nl Ti+) F(—n; u + 1; 2). 


其 中 的 Weale) PRAY Whittaker pk RX, 


(17.149) 


(17.150) 


(17.151) 


(17.152) 


(17.153) 


(17.154) 


(17.155) 


Mr, tu (2)=2*" te F (tp -k+ 5 2u 十 1; z) . (17.156) 


关于 上 面 这 些 特殊 函数 的 定义 , 特别 是 有 关 单 值 分 枝 的 规定 ， 
均 请 见 有 关 专 著 ， 例 如 ， 参 考 书目 [12, 13] 两 书 . 但 要 注意 ， 不 同 


书 中 的 定义 可 能 有 所 不 同 . 


合流 超 几 何方 程 可 以 通过 超 几 何方 程 的 两 个 正则 奇 点 合流 而 
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得 到 . 将 超 几 何方 程 (16.140) 中 的 自 变 基 z K z/b, A 


2 (1 


3 d2w 
b 


aot ly-(a+ 84192] ma 
OPT EBS SF AARRE 0, b 和 oo . 
超 几 何方 程 . 


B 


—a—w= 0, 


b 


令 b=68 一 coco， 就 得 到 合流 


附录 涉及 Bessel 函数 的 常 微 分 方程 


在 实际 问题 中 , 常 有 许多 常 微分 方程 的 解 可 以 用 Bessel pei AU Hz 
示 出 来 . 上 面 的 虚 宗 基 Bessel 方程 (17.97) ,方程 (17.123) 和 球 Bessel 
方程 (17.127) 只 不 过 是 其 中 的 几 个 特例 . 下 面 再 列 出 一 部 分 方程 以 
及 它们 的 解 ， 其 中 的 CL 可 代表 任何 一 种 柱 函 数 . 在 引用 这 些 结果 
时 ， 如 果 出 现 多 值 函数 ， 注 意 必须 遵守 有 关 单 值 分 枝 的 规定 . 


1. a 
2. oy 1 44(2-4)u=0, 
niie LG-S) 
Ca aa 
Sae en 
g oe y oats 

+ [er + S28 0 
7. d 1 — 2a du 

dx? xr dr 


= 2 _ y2 


u =C (Br): 


u = C (ix). 


u=0, (2i/z). 
4 一 TaC， (yzf). 


u= x°C,(Bz"). 
u = r° C, (Bzr). 
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l -w + 有 2u =0, u = z"C, (82). 
1l — v du 
ae ee = v {2 
= de 4x" 2 hemna) 
1 一 du 
i te n = vj? 。 
oa a See, 
-1\2 4 y? 一 | 
| nr ) gs > Dy 
4v? —1 
2 一 = 
+ (4 Ar? Ju 0, u VzC. (8r). 
2VB (a 
+ Bx*u = 0, 4 一 VEC (a42( 2 a). 
+ (Byt) u =0, u = VTC1(28) (yzf). 
P v- E) ae = 
+ (去 a jee 0, u = ViC, (BVT). 
+ (8e —v*) u=0, = Cr (pe?) 
e2/t — p? r 
+ z u=0, u = 2C,(e'/ ). 
2 
+(- 一 2tan7 ai -(4 十 ee y =0, u= secr C, (x). 
x dz x? 
2 
+(- + 2cot :) -(5 一 Yu =0, w=cscer C(x). 
x dx x? T 
a 5 (3 -v?)u= : u = Jxre~*/*C, (ix /2). 
2v +1 du 2v +1 
u = sta ins 
u 
= aes = () u = VIZC 4, si 
VT — UY, T 2/3 j 
十 24 = 0, u = VEC (5° 2) 


26. 
27. 
28. 
29. 
30. 
31. 
32. 
33. 
34. 


35. 


36. 


37. 


2i 
dr? 一 24 =l, u = V5Cus( 52°”). 
d2v v(v +1 
de? 一 | 十 ee = 0, u = V£C,41/2(ikz). 
d?°u 2v du 
dz2 = aidz = k’u = 0, u= +/2C,+1/2(ik2). 
du 2 2v 一 2 hyp” 
dz? — k'r l u = 0, u = V2£C\ s(2v) (ikr /v). 
d’u ldu .vy ir/4 
atin Uan acs 
d7u 1 ..\ du ae iz 
ae? (gO) ag ga na 
d?u 1 ..\ du yj —iz 
a? + (5 4%) a (aaen We 
pe ea pd es u= 0, u = Co(kze G 
d'u F (Pen 下 Ta) u = 0 u= VTC (kae'°/*) 
dz? 4x2 i j l 


du 2-5" 1 du 
drz? 272 一 2 zdr 


r? v2 
+| (22-7) - 57") Su=o, u=C,(z). 
d’u [g"(z) g(x). ,f'(x)] du 
at pate) ay ty ae 


+ {ed cane ee 


Fa) ga) F) Fe) 
-+ ge | u=0, u = fle) lg(a) C, (9(2)). 
du plede, {310 1) sjala 
da? f(z) de * al FO ~2 Fe) ala) 
1 g” (7) 2 ,11 [9]? |, _ 
nro +) - +4] [Fe juno 
Oro 
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al 


ta) 
p? e-r [FS] eo w= ia o 
6 d°u paan (2p -Df 各 | 时 


r. (x) 


oo a pD ae 
4 
f(a 


at LF) f(a) 
+(e pm) [EE =0 =U ce) 


还 有 一 些 三 阶 、 四 阶 ,乃至 更 高 阶 的 常 微分 方程 ,它们 的 解 也 
涉及 Bessel 函数 . 


1. g'u — 2 (V? + p?) Pu + |42? (0 +1)(0+ 2) + (v? -p?)"] u=0, 
u = C.(r)D, (2). 
2. 0 (8? 一 4v?) u+427(9+1)u=0, u = C,(xr)D, (x). 


du 4v? —1\du 4v? - 1 
3. +(4- = ) 于 + =0,  u=sC,(2)Dy(2), 


其 中 0 = 2, T Cu(z) 和 Dy (a) 分 别 代表 v 和 RAE ER 
数 ， 又 如 ， 方 程 
díu 2dsu 2x2+1d 2 二 1dw 4 E (v? a 4) 


dr’ x dz? z? dr? 23 dr 


u = AJ,(r) + BN, (z)+ CI (x) + DK, (z). 


其 至， 更 一 般 地 ， 方程 
ye) = (—)" 7" 


Tn 
的 2n 个 特 解 也 都 可 以 用 柱 函 数 表 示 ， 
rc, (2Be'*"/" Vz) , k=0,1,2,---,n—1. 


u=0 
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第 十 八 章 “分离 变量 法 总 结 


到 现在 为 止 ， 我 们 已 经 处 理 了 几 种 典型 的 偏 微分 方程 定 解 间 
Bi, 介绍 了 求解 这 些 定 解 问题 的 一 种 有 效 方 法 ,分 离 变 其 法 . 这 种 
方法 ， 当 然 有 一 定 的 适用 条 件 ， 例 如 ， 要 求 方程 和 定 解 条 件 都 是 线 
EN, AUER ORAS EME 在 第 十 四 章 中 ,我 们 曾经 结 
合 具 体 的 求解 过 程 ， 分 析 了 这 种 解法 对 于 定 解 问题 的 要 求 . 特别 
是 ， 曾 经 指出 ( 见 14.1 节 ) 这 种 方法 是 否 能 够 普遍 地 应 用 于 求解 偏 
微分 方程 定 解 问题 ， 在 理论 上 ， 取 决 于 下 列 几 个 问题 : 

1. 本 征 值 问题 是 否 一 定 有 解 ， 换 名 话说， 在 什么 条 件 下 ， 本 
征 值 问题 一 定 有 解 ; 

2. 定 解 问题 的 解 是 否 一 定 可 以 按照 某 一 组 本 征 画 数 展开 ， 换 
JER, AMARA, Rieke SH | 

3. 本 征 画 数 是 否 一 定 具 有 正 交 性 . 

在 这 一 章 中 , 我 们 就 要 从 理论 上 回答 这 几 个 问题 ， 从 而 为 分 离 变 其 
法 葛 定 一 个 坚实 的 理论 基础 . 当然， 严格 说 来 ， 这 里 介绍 的 也 只 是 
充分 条 件 ， 在 一 般 物理 问题 中 ， 这 些 条 件 是 能 够 满足 的 . 

为 此 , 我 们 从 自 伴 算 符 的 本 征 值 问题 入 手 , 开始 本 章 的 讨论 . 
由 于 我 们 所 关心 的 这 种 特定 背景 ， 所 以 这 里 讨论 的 算 符 实际 上 只 
是 微分 算 符 , 并 且 主 要 是 二 阶 常 微分 算 符 . 而 在 讨论 自 伴 算 符 的 本 
征 值 问 题 之 前 ， 先 要 建立 内 积 空间 和 函数 空间 的 概念 . 


18.1 内 积 空 间 


设 在 数 域 Kk 上 定义 了 ” 维 矢 基 空 间 V ， 它 的 元 素 (RE) 用 
zx, y,… 表示 . 我 们 可 以 把 三 维 矢 基 空 间 中 矢 基 的 长 度 的 概念 推广 
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P| n EREZZE. HE, EX n 维 矢 基 的 内 积 . 

对 于 实 n EREZTE ( 即 kK 为 实数 域 ) ， 在 选 定 了 一 组 基 fei, 
i 二 1,2,…, n} 之 后 ,空间 中 的 任意 一 个 矢 基 r 都 可 以 用 它 在 这 一 
组 基 上 的 投影 (坐标 ) 21, 2, ---, an RM, 


n 
T = L1€1 + T2€2 +°- + EnEn = ) Tiei， 
i=1 


对 于 空间 中 的 矢量 z 和 y ， 最 常见 的 内 积 定义 为 


(£, Y) = ry + T2Y2 + + Tnyn = N ziyi. (18.1) 
4 


这 是 一 个 实数 .显然 有 

(x, y)=(y, x) 和 (zz)>0， 
并 且 ， 当 且 仅 当 z=0 时 ， 才 有 (z, z) =0. 在 此 基础 上 ， 就 可 以 
定义 矢 基 z 的 长 度 llzl 
2. (18.2) 
对 于 复 n 维 矢 基 空间， 如果 仍 保 留 内 积 定义 (18.1) ， 容 易 看 


出 ,这 时 的 矢 基 长 度 (18.2) 就 可 能 不 是 实数 . 为 了 保持 天 基 长 度 仍 
是 实数 ， 不妨 在 保持 长 度 定义 (18.2) 的 前 提 下 ， 把 内 积 定义 修改 为 


læ] = (x, £) 


n 
(£, y) = ziyi + ry +-+ hyn = > sly, (18.3) 
= 


其 中 ri 是 ri HRM. DR, FAREEZ HH, 
(x,y) = (y, x)”. 

这 样 的 内 积 概念 显然 是 三 维 矢 其 的 标 积 的 简单 推广 ， 但 这 样 
的 推广 不 能 用 作为 天 基 内 积 的 最 一 般 的 定义 ， 因 为 它 具 有 明显 的 
缺陷 : 这 样 的 内 积 概念 还 不 够 普遍 和 抽象 ,特别 是 矢量 的 内 积 明 显 
依赖 于 基 的 选取 . 不 排除 可 能 出 现 这 样 的 情形 : 在 给 定 的 矢 基 空间 
中 ,选取 不 同 的 基 ， 矢 基 的 坐标 随 之 改变 ， 因 而 两 个 和 撩 其 的 内 积 的 
数值 也 随 之 改变 . 很 容易 举 出 这 样 的 例子 . 例如 , 在 下 面 这 两 组 基 
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e; =(1,0,0,---,0), el =(1,1,1,---,1), 
ez = (0,1,0,:--,0), e, =(0,1,1,---,1), 
和 


en = (0,0,0,---,1) e', =(0,0,0,---,1) 
之 下 , 同样 两 个 和 撩 其 的 内 积 值 就 会 不 同 ， 内 积 定义 的 这 种 缺陷 ， 当 
然 就 限制 了 它 在 物理 学 中 的 应 用 价值 . 

为 了 克服 上 面 指出 的 这 种 缺陷 ， 我 们 当然 需要 从 内 积 的 各 种 
可 能 定义 中 抽象 出 它 的 最 本 质 的 要 素 . 下 面 就 给 出 一 个 公理 化 的 
ARE (以 后 就 称 为 内 积 公理 ) . 

定义 18.1 (定义 在 实数 或 复数 域 K 上 的 ) 矢 基 空 间 中 和 拓 基 r 
My DAR (x, y) 是 它们 的 标 基 值 函数 ， 满 足 : 

1. (x, y) = (Y, £Y ; 

2. (ax + By, z) = a` (x, z) + By, z), EP a A 8 EROR K 
上 的 标 基 ; 

3. 对 于 任何 zx，(zx, x2) > 0 ; 当 且 仅 当 zx =0 时 ，(z, 2X)=0. 

这 样 定 义 的 内 积 ， 显 然 包含 了 上 面 的 (18.1) 和 (18.3) 作为 它 的 
特殊 形式 . 下 面 再 举 两 个 内 积 的 例子 . 


例 18.1 F& 
Tl Yı 
T2 y2 
r= Al y= 
In Un 


是 实数 域 上 的 列 矢 其 ， PA (给 定 的 ) WAH, WAP 均 为 
正 实 数 ， 则 可 定义 矢量 z Ay HARA 


Pii 0 aaia 0 Yı 

0 Pz 0 y2 
(£, y) = (zı, T2, ae re} 

0 0 Pan Yn 


读者 可 以 验证 ， 它 符合 上 面 的 内 积 公 理 . 
例 18.2 BPH + 的 所 有 复 系 数 的 多 项 式 的 集合 ， 在 多 项 式 

加 法 以 及 多 项 式 和 复数 的 乘法 下 构成 一 个 复 矢 其 空间 ， 不 妨 假 设 
0<t<1. Halt) 和 v(t) 是 此 矢 基 空 间 中 的 两 个 矢量 (多 项 式 ) ， 
则 它们 的 内 积 可 以 定义 为 

(oy) = | wy plc) at, 
其 中 p(x) > 0H #0. 它 的 特殊 情形 是 p(z) =1, 

w= fe muna, 


根据 内 积 公 理 中 的 第 1 条 要 求 ， 可 以 看 出 ， 不 论 是 实 的 或 复 
的 矢 其 空间 , 一 个 矢 基 和 它 自身 的 内 积 总 是 实数 , 这 样 第 3 条 要 求 
中 的 不 等 式 才 有 意义 ， 在 此 基础 上 ， 我 们 就 把 


(x, £)? 


= ||x|| (18.4) 
RARE z RRE z 的 “长 度 ”) . 从 上 面 内 积 公 理 中 的 第 1 
和 第 2 条 要 求 ， 可 得 

(2, ay) =a(z, y). (18.5) 
因此 


1/2 M2 
lazii = (ax, am) = [aa (æ, x)| = ol læ. (18.6) 


任何 一 个 非 零 矢 基 除 以 它 的 模 就 成 为 “单位 长 度 ” 的 矢 其 , 或 
称 为 归 一 化 的 矢量 ， 
C=, T) =]. 
lal” lzl 


定义 了 内 积 的 矢 基 空间 称 为 内 积 空间 ， 具 有 内 积 的 实 天 基 空 
间 称 为 欧 氏 ( 欧 几 里 德 ) 空间 (Euclidean space); RA ARH RAE 
空间 称 为 酉 空间 (unitary space) . 

在 建立 了 内 积 定 义 后 ， 就 可 以 引入 矢 基 正 交 的 概念 

当 且 仅 当 (zx, y) = 0 时， 两 天 其 Zz, y EX- 

EA, FREA REHE. 
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任何 一 组 线性 无 关 的 矢 基 ， 都 可 以 通过 标准 步 又 使 之 两 两 正 
交 . 例如 ， 把 这 组 线性 无 关 的 矢 其 记 为 {y yr, Ys,…} TUER 
性 组 合 

fi = Yı, 
T2 = Y2 + anı, 


L3 = Y3 + Qa3zıTı + &32£2, 


要 求 它 们 是 两 两 正 交 的 : 
(zi 22) = (Z1, Y2 +0221) 
= (Xi, yo) + azı (£1, T1) = 0, 
(£1, T3) = (T1, Y3 + QT1 + a322%2) 
= (21, Y3) + azı (T1, £1) = 0, 
(£2, £3) = (Lo, Y3 + 23121 + 32X2) 


= (Xo, Y3) + a3e(%2, £2) = 0, 


所 以 
Qs = (£i, Y2) Aas (£, Y3) _ (£2, Yz) 
21 (Si, a1) 31 (æ, a1)’ 3 (£2, 22) Ta) 
更 普遍 的 结果 是 
ae (Lk, Yj) 
ue (Xx, £k) 
这 样 的 步 又 称 为 Schmidt 正 交 化 . 


定义 18.2” 若 对 于 所 有 的 4 Mj, (zi, xj) =y, MERE 
组 {%1,%2,°° +} 是 正 交 归 一 的 . 
正 交 归 一 的 矢 基 一 定 是 线性 无 关 的 ， 这 是 因为 如 果 将 它们 线 
性 组 合成 零 天 其， 
121 + Qe%2 +03%3+--: = 9, 
则 一 定 有 
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Ci 三 和， 了 三 二 25322 
所 以 n 维 矢量 空间 中 的 任何 一 组 n 个 正 交 归 一 矢 基 都 可 以 构成 此 
空间 的 基 , 称 为 正 交 归 一 基 (或 称 正 交 标准 基 ) . 选择 正 交 归 一 基 ， 
无 论 在 理论 上 或 实用 上 ， 都 具有 极 大 的 重要 性 . 
在 n 维 矢量 空间 V 中 ， 设 有 一 组 正 交 归 一 天 基 
{Z1 T2, ZK kn. 


则 对 于 任意 一 个 矢量 zeV ， 可 求 得 ai = (zi z) ， 显然， 应 当 有 


k 2 k k 
[æ 一 > ase = (z 一 > QiTi, TC— > aii) > 0. 


k k k 
(2.2) = 》 ai (ai, x) 一 》 ai(a, Ti) 十 5 walon T) 


?一 1 1 一 1 ijj=l 


k k k 
ba 于 六 
= (z, zr) 一 > Ci Ci 一 ) CiGi + > a; Qj Oi; 
i=1 i=l i,j=1 


k 
= (x, £) — 》 aioi， 
?一 1 


于 是 ， 得 到 一 个 重要 的 不 等 式 


(z,z)> 》 |(ai, z]| ， (18.7) 
Bp i 

læ? > 》 jæ, æf, (18.8) 
这 个 不 等 式 称 为 Bessel KR. i 


练习 18.1 证 明 : 
k 
(x — 5° p (aE); z) =0, 
t=] 
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EP x 和 {Zi1, X22,…, Xk} 的 意义 与 Bessel 不 等 式 中 的 相同 . 


Bessel 不 等 式 的 一 个 重要 推论 就 是 Schwarz PER: r, y 是 
内 积 空间 中 的 两 个 和 撩 其 ， 则 
(æ, y)| < |x|] - iyli- (18.9) 
WR y 是 零 撩 其，y = 0， 上 式 中 的 等 号 成 立 ， 如 果 y 关 0 ， 则 可 
在 Bessel 不 等 式 中 的 大 取 为 1， 且 zi = y/llyl| TERE 


(e)l 
lyi 
由 此 即 可 证 得 (18.9) 式 . 

定义 18.3 ”在 有 限 维 矢 基 空间 中 ， 如 果 一 组 正 交 归 一 的 矢 基 
( 称 为 一 个 正 交 归 一 矢 基 集 ) ， 并 不 包含 在 另 一 个 更 大 的 正 交 归 一 
天 基 集 之 中 ， 则 称 该 正 交 归 一 和 撩 基 集 是 完备 的 . 

在 有 限 维 的 矢 基 空间 中 ， 一 个 完备 的 正 交 归 一 和 失 基 集中 和 撩 其 
的 个 数 必 然 与 空间 的 维 数 相同 . 但 在 实际 问题 中 , 往往 是 并 不 是 先 
知道 和 拓 基 空间 的 维 数 ， 友 而 是 要 通过 找 出 一 组 完备 的 正 交 归 一 矢 
基 (这 是 一 组 特殊 的 最 大 线性 无 关 矢 其 组 ) 来 判断 空间 的 维 数 ， 而 
建立 这 个 失 基 空间 的 一 组 基 ,， 因 此 ， 在 一 个 内 积 空间 V 中 ， 有 一 
组 正 交 归 一 的 矢量 {zi,i= 1,2,…, 上} ， 要 判断 它 是 否 完备 ， 是 一 
个 非常 现实 的 问题 . 常用 的 判别 法 有 下 列 几 个 : 

1. ARa a= 0 时 ， (Zi, REO, Sages k. 


2. 对 于 任意 的 ET ， MA z = di 


< |læll?, 


3. Bessel TEATATI 即 对 于 任意 的 ZEY， 恒 有 
lzlP = Mes x)|?. 
i=] 
4. Parseval 方程 成 立 ， 即 对 手 任 意 的 X,Yy EV ， 恒 有 


天 
(y, 2) = 》 (9， zi)(zi £). 
i 二 1 
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它们 都 是 正 交 归 一 矢 基 组 完备 的 充分 必要 条 件 ， 因 而 也 是 完全 等 
价 的 ， 有 关 证 明 可 以 在 线性 代数 的 教材 中 找到 .这 里 从 略 . 


18.2 ow = (a 
函数 空间 是 一 类 特殊 的 和 撩 其 空间 : 空间 的 元 素 是 函数 ， 更 确切 
地 说 ， 是 定义 在 一 定 区 间 (WATER HAAKE a<r < 分 上 
的 复 值 函数 f(z) ， 并 且 积分 | O as Fete CRR f(s) 平方 可 
积 ”) . 定义 元 素 A M f 的 加 法 A +h 就 是 两 函数 相 加 ， 
(fi + f2)(7) = fi(z) + f2(7), 
TH f 和 复数 a 的 数 乘 af 是 
(af)(z) = af(z)， 
可 以 证 明 ， 这 样 的 平方 可 积 函数 的 集合 ， 对 于 加 法 和 数 乘 是 封闭 
的 ， 因 此 的 确 构成 一 个 矢量 空间 . 特别 是 , 两 个 平方 可 积 函 数 之 和 
仍 是 平方 可 积 的 ， 这 是 因为 
| fi(x) + faz) + |fi(x) — folz)|” = fE + L(y’), 
所 以 
\fi(x) + fala)? < 2[Ifr(z)l? + If]. 
现在 来 定义 函数 空间 中 的 内 积 . 
定义 18.4 i filz) AM f(e) 是 函数 空间 中 的 两 个 函数 ， 它们 
的 内 积 是 
f= [He flee (18.10) 
由 于 
| f(z) + 
因此 


| fo(x)|” = 2|fi(x)| E= [If (2) — e] >0 


EDRO = AOD O FAO +e], 
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b 
PRL, R | AORE 存在 .又 因为 


b b 
| fi (2) fa(2)de| <f | fi (x) fo(x)|de, 


所 以 ,只 要 A(c) 和 户 (z) 平方 可 积 , 那么 它们 的 内 积 也 一 定 存在 . 

回顾 一 下 内 积 公 理 中 的 三 条 要 求 ， 前 两 条 是 显然 满足 的 ， 而 
且 ， 对 于 空间 中 的 任意 函数 f(z), HAS f) >0. 在 此 基础 上 ， 
可 以 定义 函数 f(z) 的 “长 度 ” 

al a (18.11) 

称 为 函数 f(z) 的 范 数 . 现在 的 问题 是 : 在 这 样 的 内 积 定义 下 ,如果 
(fj f) =0，f(z) 并 不 见得 在 整个 区 间 上 处 处 为 0. 明显 的 事实 是 ， 
f(z) 可 以 在 有 限 个 点 上 不 为 0 ， 但 这 些 不 为 0 的 函数 值 并 不 会 影 
响 积 分 值 ， 所 以 仍 可 以 有 Cf, f) = 0 . 准确 地 说 ， 如 果 (f, f) =0， 
则 f(z) 只 能 在 测度 为 及 的 点 集 上 了 到 非 零 值 . 所 以 我 们 说 (f, f) =0 
隐 含 着 f(z) 几乎 处 处 为 0， 如果 我 们 把 任何 几乎 处 处 为 0 By PK 
称 为 上 零 函 数 ， 那么 ,在 这 种 广义 的 零 函 数 的 意义 下 ， 这 里 定义 的 内 
积 也 就 符合 内 积 公 理 中 的 第 3 条 要 求 . 这 样 ， 定 义 18.4 给 出 的 函 
数 内 积 的 定义 的 确 符合 内 积 公理 的 要 求 . 

在 定义 了 函数 的 内 积 之 后 ， 就 可 以 定义 函数 的 正 交 性 与 归 一 
性 ， 并 建立 函数 的 正 交 归 一 集合 的 概念 . 


ARK f(z) 和 g(x) 满足 
= f Feseia (18.12) 
则 称 它们 是 (在 区 间 [a, 日 上 ) 正 交 的 . 车 函 数 f(a) 和 它 自身 的 内 积 
= 上 f*(z)f(z)dz =1， 亦 即 | Fl} = 1 (18.13) 
则 称 f(z) 是 归 一 化 的 ， 而 若 对 于 函数 集合 UJ, EA 
(fi, fi) 三 [ fi (x) f;(a)dzx = ĝij, (18.14) 


则 称 此 函数 集合 是 正 交 归 一 的 . 


461 


例 18.3 ”函数 集合 {fe"?/V2r n = 0,41, 42,--- } 在 区 间 [-7, 7] 
上 是 止 交 归 一 的 . 它 的 证 明 留 给 读者 完成 . 

再 介绍 正 交 归 一 函数 集 的 完备 性 概念 . 它 是 和 任意 函数 足 否 
a E 如 果 对 于 (函数 空间 中 的 ) EE R 

， 总 可 以 表示 成 正 交 归 一 函数 集 {fi, i = 1,2,…} 的 线性 组 合 


f(x) = > aa) (18.15) 


则 称 正 交 归 一 函数 集 {fi, i = 1,2,…} 是 完备 的 . 
这 里 我 们 看 到 ， 第 一 ， 一 般 说 来 , 这 个 函数 集 应 该 含有 无 穷 多 
个 函数 ， 否 则 (18.15) 式 不 可 能 对 任意 f(z) SRM. 这 一 事实 告诉 
我 们 ， 范 数 空间 是 无 穷 维 的 天 基 空 间 ， 第 二 ， (18.15) 式 应 该 对 区 
3 b) 内 的 每 一 点 r 都 成 立 ， 或 者 说 ， 对 于 区 间 [a, b) 内 的 每 一 
， 级 数 二 ef) ) 都 应 该 收敛 于 f(z)， 这 种 收敛 性 称 为 逐 点 收 


st. 但 是 ， 为 了 和 广义 堆 函 数 的 概念 相 适 应 ， 也 可 以 把 (18. .15) 式 理 
解 为 左右 两 端 相差 一 个 广义 的 零 函 数 换 句 话说 , 把 级 数 > cz) 


理解 为 平均 收敛 于 f(z)， 即 


ia f Vo- Dahla E (18.16) 


第 三 ， 由 函数 集 {fi := 1,2,...} a 一 性 ， 可 求 得 展开 系数 
b 
a2 i: POOP. (18.17) 
第 四 ， 容 易 证 明 


b di 2 
f f(z) - 》 cifi(z) 
=(f, f/)- Yoh, f)- Yall, fi) Def 


i=1 t=1 


=(f, f)- >> el’, 


dr 
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因此 ， 只 要 函数 集 {fi, i = 1,2,---} 是 完备 的 ， 那 么 ， 根 据 (18.16) 
式 ， 就 有 


oO 


CHS lel => Gah): (18.18) 


这 就 是 函数 集 {f i = 1,2,---} 的 完备 性 关系 , 亦 称 Parseval 方程 . 
KRR {fi = 1,2,…} 的 完备 性 还 有 男 一 种 表达 形式 ， 这 可 
以 从 (18.15) 和 (18.17) 式 推 得 . 将 (18.17) 式 代 入 (18.15) 式 ， 就 有 
fe) = Of ff) ar 


i=l 0 


b oo 
= | fie’) Š KRE da’ 


i=l 


这 个 结果 对 于 ( 取 定 函数 空间 中 的 ) 任意 函数 f(z) 均 成 立 ， 所 以 
S fia) fi @') = 62 — a’). (18.19) 


i= 1 


在 此 基础 上 ， 又 可 以 得 到 
(f, 9) = Of ffi 9). (18.20) 


现在 把 函数 集 {fi = 1,2,…} 的 条 件 放宽 ， 假 设 此 函数 集 是 
正 交 归 一 的 ， 但 不 一 定 完备 ， 当 然 仍 可 以 试图 用 这 个 函数 集 的 线 
EAE D aiFi(z) KEL f(z) . 现在 的 问题 是 : 如 何 选择 组 合 系数 


ai( 与 nn 无 关 ) ， 可 以 得 到 最 佳吉 过 ， 使 误差 
| f(z) - Lapel = [ 


取 极 小 ? 仿照 (18.18) 式 的 证 明 ， 可 以 求 得 


b us 2 
f fizi = X aifi(z) dr 


i=1 


f(z) 一 > wj)| dz (18.21) 


i=l 


2 n 


= (f, f)- So ai (fi f)- Sail f, fi) ie al? 


i=l 121 
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= (f, f) -Zeie -Zac + Lata 
=U, N+ Dla) -De 


isil 


因此 ， 当 a; =c = (fi, f) a 误差 一 定 取 极 小 值 ， 
(f, f) - > lei}? > 0, 
， 随 着 项 数 ”的 增加 ， 误差 起 玉 站 小 但 无 论 如 何 ， 总 有 

(f. f) Ye [el (18.22) 
这 正好 是 函数 空间 中 的 Bessel 不 等 式 等 号 对 应 于 函数 集 是 完备 
的 情形 ， 

练习 18.2 证明 函 数 空间 中 的 Schwarz 不 等 式 
(fs 9)| < USI igl. 


要 介绍 一 下 函数 空间 的 完备 性 概念 ， 如 果 由 空间 内 的 函数 
“an CND 序列 的 极限 仍 保持 在 该 空间 内 ， 则 称 该 空间 为 完备 
BY. 可 以 证 明 ， 平 方 可 积 函 数 构成 的 空间 是 完备 的 . 

通常 ， 把 完备 的 内 积 空间 称 为 Hilbert 空间 ， 这 个 概念 ， 在 物 
理学 中 有 广泛 的 应 用 ， 下面 的 讨论 ， 实 际 上 都 是 在 Hilbert 空间 的 
范围 内 进行 的 . 

最 后 ， 还 需要 指出 ， 函 数 内 积 的 定义 还 可 以 推广 为 

b 
fin fe) = f fi (x) fo(x) p(x) dz, (18.23) 


JEP p(x) > 0 40. 这 样 ， 本 节 中 的 有 关公 式 均 需要 作 相 应 的 修 
改 . 特别 是 ， 关 于 函数 平方 可 积 的 要 求 也 应 该 修改 为 要 求 积 分 


2 
J e aad: 
存在 . 
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18.3 ”上 自 伴 算 符 的 本 征 值 问题 
定义 18.5 WLM 为 定义 在 一 定 函 数 空间 内 的 (微分 ) 
算 符 ， 硬 对 于 该 函数 空间 内 的 任意 两 个 函数 flo, A 
(v, Lu)= (Mv, u) Hf fw tute = /oo (18.24) 
则 称 AM 是 工 的 伴 算 符 ， 
例 18.4 若 工 为 微分 算 符 工 = 二， 十 是 


[ve dz = = y” TS ude. 
Aru, Muño Leen 
y(a) = y(b) 
时 ， E 的 伴 算 符 是 -二 . 


. 更 准确 地 说 ， 定 义 18.5 中 的 算 符 MAL RAS. x 
ERA, WMR M ELAR. WITTER eMule, BA 


b b * 
/ v Mudr = if (Mu) vd 
= u eaz| = [ (Lv) udz, 


所 以 ， 工 也 是 M 的 伴 算 符 . 


例 18.5 再 设 工 为 微分 算 符 = Lz ， 容 易 证 明 
[e Dhar = [vru —(v") ie (ZY nae. 
所 以 ， 当 函数 4 和， 都 满足 一 、 二 、 三 类 边界 条 件 


Qiy(a) + Biy (a) = 0， Qa2y(b) 十 Boy (b) = 0 
(FEF fail? + [1]? £0, Jal? + |Bol? 40) 或 周期 条 件 
y(a)=y(b),  y'(a)=y'(b) 


时 ， E 的 伴 算 符 就 是 它 自身 . 


e186 ” 若 算 符 工 的 伴 算 符 就 是 它 自身 ， 即 对 于 该 函数 空 
间 内 的 任意 两 个 函数 % 和 ww， 恒 有 


b b 
(v, Lu) = (Lv, u) BP | v Ludz s (Lv)*udz, (18.25) 


则 称 工 是 自 伴 算 符 - 
例 18.6 ”在 和 例 18.4 完全 相同 的 条 件 下 ， 算 符 i 就 是 自 伴 
算 符 . 这 是 因为 


b b » b * 
f v` GE) a= -i f ude = | GE) udr. 

容易 理解 , 我们 所 讨论 的 算 符 的 自 伴 性 , 总 是 和 一 定 的 函数 空 
间 联 系 在 一 起 的 . 通常 , 我 们 总 是 要 求 函数 定义 在 给 定 的 区 间 上 ， 
要 求 函 数 具 有 足够 的 连续 性 (例如 ， 对 于 二 阶 微分 算 符 ， 就 要 求 函 
数 的 二 阶 导 数 连续 ， 至 少 分 段 连续 ; 如 果 是 无 界 区 间 ， 则 要 求 函数 
平方 可 积 ) ， 因 此 ， 实 际 上 总 是 限于 Hilbert 空间 . 并 且 ， 还 要 求 函 
数 满足 一 定 的 边界 条 件 ， 即 总 是 局 限 在 Hilbert 空间 中 的 一 定子 空 
间 内 . 这 里 ， 绝 不 能 脱离 边界 条 件 的 约束 来 讨论 算 符 的 目 伴 性 . 一 
个 算 符 ， 相 对 于 某 一 类 函数 是 自 伴 的 , 但 对 于 另 一 类 函数 , 就 可 能 
不 是 自 伴 的 . 这 里 仍 以 例 18.6 中 的 算 符 为 例 作 进一步 的 讨论 . 

例 18.7 设 工 = i ， 而 将 函数 类 的 边界 条 件 取 成 更 一 般 的 
形式 

y(b) = ayla), ay ( 复 ) 常数 . 


b b b 了 
| vist de =iv"4 : -if Wuda 


=i(aa™ — 1)u(a)v"(a) + f (Ey udz. 


于 是 


所 以 只 有 边界 条 件 中 的 a 满足 aa’ = 1 时 , RRS 才 是 自 伴 的 ， 
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定义 18.7 设 工 为 自 伴 算 符 ， 则 方程 
Ly(x) = y(x) (18.26) 
称 为 自 伴 算 符 的 本 征 值 问题 . 

这 里 我 们 没有 明确 写 出 齐 次 边界 条 件 ， 是 因为 它 已 经 隐 含 在 
自 伴 算 符 工 的 定义 中 了 . 

自 伴 算 符 的 本 征 值 问题 具有 下 列 几 个 重要 的 基本 性 质 : 

性 质 1 自 伴 算 符 的 本 征 值 必然 存在 . (不 证 ) 

性 质 2 自 伴 算 符 的 本 征 值 必 为 实数 ， 

证 因为 

Ly = dy, 
KAHH 
(Ly) = Xy". 

HF LEBRHA, WA 


b b 
f [y Ly — (Ly) y] dz = (A- x) | yy’ dx = 0. 


b 
又 因为 | yy dx #0, PLA 


> 

ii 
> 
* 


即 证 得 本 征 值 A ARR O 
性 质 3 自 伴 算 符 的 本 征 函 数 具 有 正 交 性 ， 即 对 应 不 同 本 征 
值 的 本 征 函 数 一 定 正 交 . 
证 WA 和 Ai 是 不 相等 的 两 个 本 征 值 ， 对 应 的 本 征 函 数 为 mi 
Ay; » 
Lyi t+rAy=0, Ly; +rA;y; = 0. 


注意 到 本 征 值 Ai, 入; 为 实数 ， 于 是 
b b 
f [yi Ly; — (Ly:) yj} da = (A; ~ x) f y; yjde. 
KA AZA o ， 所 以 
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J viewed =o (18.27) 
XEM T ASTER RAE HE. O 
由 于 本 征 函 数 是 齐 次 微分 方程 在 齐 次 边界 条 件 下 的 解 ， 所 以 
将 本 征 项 数 乘 以 一 个 非 八 常数 因子 仍然 是 本 征 函 数 . 我 们 就 可 以 
适当 选择 这 个 常数 因子 ， 使 得 对 于 任意 一 个 本 征 值 NA ， 部 有 
J yi (z)yi(x)dz = 1. (18.28) 


0 FE A El AY A ME 30 RRHH. mH, (18.27) 和 (18.28) 
两 式 还 可 以 统一 写成 


b 
f A (18.29) 


性 质 4 日 伴 算 符 的 本 征 函 数 (的 全 体 ) 构成 一 个 完备 函数 
组 ， 即 任意 一 个 在 区 间 [a,4] 中 有 连续 二 阶 导 数 、 且 满足 和 白 伴 算 
IF DL 相间 的 边界 条 件 的 函数 f(x), Fa ATPASE PARK {yn(x)} 展开 
为 绝对 而 且 一 致 收敛 的 级 数 


f(z) = >》 cn 和 rn (7), (18.30) 


n=l 


其 中 
| ET 
二 


Cn 


TA coe ae (18.31) 
| mamla 
特别 是 ， 如 果 本 征 函 数组 是 归 一 化 的 , 则 18.3) 式 中 的 分 母 为 1， 
展开 的 形式 更 加 简单 . (不 证 ) 
同样 ， 正 交 归 一 的 本 征 函 数组 的 完备 性 也 还 可 以 表示 成 
>》 gr(z)yi(z) = d(x - 2’). (18.32) 


n=l 


它 就 是 (18.19) 式 ， 也 可 以 直接 由 (18.30) 和 (18.31) 式 推出 . 
由 上 面 的 性 质 3 和 4 可 以 看 到 , 只 要 将 本 征 函 数 适 当归 一 化 ， 
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则 本 征 函 数 的 全 体 就 构成 了 一 个 完备 的 正 交 归 一 函数 集 . 因此 ， 
上 一 节 中 有 关 完 备 的 正 交 归 一 函数 集 的 讨论 均 可 适用 . 这 里 暂时 
忽略 掉 一 种 可 能 性 ， 即 对 应 于 一个 本 征 值 可 能 有 不 止 一 个 (线性 无 
关 的 ) 本 征 函 数 ， 因 而 可 能 并 不 彼此 正 交 . 这 种 情形 将 在 18.5 iT 
论 . 但 即使 如 此 , 我 们 总 还 可 以 采用 Schmidt 的 正 交 化 步骤 ( 见 18.1 
节 ， 读 者 可 以 方便 地 把 它 移 植 到 函数 空间 中 来 ) 使 之 正 交 化 ， 因 而 
仍然 可 以 得 到 一 个 完备 的 正 交 归 一 函数 集 . 

事实 上 ， 上 面 的 展开 条 件 还 可 以 放宽 为 : 对 于 任意 在 [ab] 中 
平方 可 积 的 函数 ， (18.31) AEP sy 


b N 
lim | 
N 一 OD 
a 


f(z) 一 > cnyn(z)| dz =0 (18.33) 

的 意义 下 仍然 成 立 ， 

严格 说 来 ， 上 面 关 于 自 伴 算 符 本 征 值 的 存在 性 和 本 征 函数 的 
完备 性 的 讨论 ， 本 来 还 应 当 区 分 奇异 的 (区间 无 界 或 半 无 界 ; 或 是 
在 有 界 区 间 上 微分 方程 有 奇 点 ) 和 非 奇异 的 (区 间 有 界 ， 且 微分 方 
程 在 区 间 上 无 奇 点 ) 本 征 值 问题 这 两 种 情形 . 但 由 于 本 书 中 并 没有 
给 出 有 关 的 证 明 ， 所 以 也 就 未 曾 区 分 这 两 类 本 征 值 问题 . 而 且 , 为 
了 叙述 的 方便 ， 在 有 关 的 表述 中 还 都 采用 了 有 界 区 间 的 形式 . 

最 后 ， 需 要 指出 ， 算 符 的 自 伴 性 并 不 是 该 算 符 的 本 征 值 问题 
是 否 有 解 的 必要 条 件 . 最 简单 的 例子 就 是 : 如 果 工 是 自 伴 算 符 , 那 
LiL 一 定 不 是 自 伴 算 符 ， 但 是 后 者 的 本 征 值 问题 是 一 定 有 解 的 ， 
其 本 征 值 就 是 L 的 本 征 值 乘 以 i( 因 此 全 部 都 是 纯 虚 数 ) ， 一般 说 
来 ， 非 自 伴 算 符 的 本 征 值 问题 即使 有 解 ， 它 的 本 征 值 不 一 定 是 实 
数 ， 本 征 函 数 也 不 一 定 具 有 正 交 性 . 例如 ， 不 妨 再 讨论 一 下 例 18.6 
PHRF L=. MARRE 


y(b)=ay(a) H aa* #1 
时 ， 这 个 算 符 就 不 是 自 伴 的 .容易 看 出 ， 如 采 


Ly; =Ajyj, Lyn = Any, 
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则 一 定 有 


b b 
| yr Lyjdz -f (Lyr) yjdz = i(aa™ — 1)y;(a)y;, (a), 


a 


即 
b 
Qj — A2) / a eon 


这 样 当 了 = 大 时 并 不 能 得 到 和 ; = A; ， 当 j A & 时 也 不 能 推 得 


J yjyrdr =0. 


18.4 Sturm—Liouville 型 方程 的 本 征 值 问题 


在 前 面 几 章 中 ， 我 们 讨论 过 几 个 党 微分 方程 的 本 征 值 问 题 . 
涉及 的 微分 方程 有 


X 十 AX =0; 

d fip a) | | _ 
male r) oe aaa ie 1 — r? y= 
ld dR m? 

wag (Ge) + A> Se] R=. 


它们 可 以 归纳 为 下 面 的 一 般 形 式 

= [p] + Delz) -eoly= 0 (18.34) 
这 种 类 型 的 方程 称 为 Sturm-Liouville 型 (简称 S-L 型 ) 方程 , 不 妨 把 
S-L 型 方程 中 的 函数 p(x), a(x) 和 p(x) 限制 为 都 是 实 函 数 ， 而 且 都 
满足 必要 的 连续 性 要 求 . 其 中 的 p(x), PAM HRM. AERAR 
p(z) = 常数 时 ， 我 们 可 以 将 它 取 为 1. 不 恒 为 常数 的 权重 函数 , 可 . 
以 来 源 于 正 交 曲面 坐标 系 的 使 用 (这 时 可 以 从 Laplace 算 符 的 具体 
表达 式 中 追寻 到 权重 函数 的 踪迹 ; 从 根本 上 说 ， 它 反映 了 坐标 长 度 
单位 是 该 变 其 的 函数 ， 可 以 称 之 为 来 源 于 空间 的 几何 摘 述 的 不 均 
匀 性 ) ， 也 可 能 来 源 于 问题 所 涉及 的 物理 性 质 的 不 均匀 性 (例如 ， 
密度 分 布 的 不 均匀 ) . 因此 ， 就 我 们 所 关心 的 物理 问题 而 言 ， 不 妨 
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假设 p(z) > 0 ， 而 且 ， 应 当 不 恒 为 0. 
练习 18.3 ”将 二 阶 常 微 分 方程 


a(x)y’’ + b(x)y’ + [e(x) — Ad(x)]y = 0 
化 为 S- 方程 的 形式 . 


为 了 书写 的 紧 竣 ， 还 可 以 引进 算 符 


= 一 二 |r) =] +a@) (18.35) 
的 记号 . RH, S-L 型 方程 就 可 以 改写 成 
Ly(x) = Xp(z)y(z)， (18.36) 


S-L 型 方程 附加 上 适当 的 边界 条 件 ， 就 构成 S-L 型 方程 的 本 
征 值 问题 . 和 称 为 本 征 值 . 对 于 某 一 个 本 征 值 A， 满足 S-L 方程 
及 相应 的 边界 条 件 的 非 零 解 就 是 本 征 函 数 . 

从 微分 方程 来 看 ， 由 于 p(z) 的 出 现 ， S-L 型 方程 (18.34) 或 
(18.36) 明显 不 同 于 方程 (18.26) . 但 是 ， 通 过 变 基 变换 


u(x) = y p(z)y(2), (18.37) 

就 可 以 将 方程 (18.36) 化 为 
L'u(xr) = dAu(z), (18.38) 

其 中 
i d d 
Li =- = COFA + (2), (18.39) 
_ P(z) 

p(z) = ey (18.40) 


1 d d 1 £ 
ve) =~ ae P Olas Tal * ay 
方程 (18.38) 当然 也 还 是 S-L 型 方程 , 只 不 过 是 一 种 特殊 的 S-L 
型 方程 ， 权 重 函 数 为 1 的 S-L 型 方程 . 
在 此 基础 上 ， 就 可 以 建立 S-L 型 方程 和 S-L 型 方程 本 征 值 问 
题 的 下 列 两 个 定理 . 


(18.41) 
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定理 18.1 ”对 于 任意 函数 u(r) 和 u(r), a 

uiL'w — (L'n) w = -Efo (x) (uj duz zA “i, (18.42) 
其 中 的 算 符 L' W (18.39) 式 . 

这 个 定理 ， 可 以 通过 直接 的 计算 而 加 以 证 明 ， 这 里 从 略 . 

练习 18.4 证 明定 理 18.1 . 


定理 18.1 的 结果 ， 可 以 推广 到 (18.35) 式 中 定义 的 算 符 工 . A. 
接 计算 就 可 以 证 明 ， 在 变换 wi(z) = Vp(z)yi(z), wz(z) = y pleyas) 
Z-A 
ui L'us 一 (L'u) u2 = yi Lye — (Ly Y y2. 
所 以 ， 对 于 任意 函数 yy(z) Al yo(z), A 
yiLy2 ~ (Ly) p = — ` fpe (y 2 pe :5 用 (18.43) 


定理 18.2 ”在 边界 条 件 
duz duj 
(2) (ai - ati] l 
ZF HAL = 4 foa) E] - ve) 是 自 伴 的 . 
这 个 定理 ， 也 可 以 通过 直接 的 计算 而 加 以 证 明 . 
练习 18.5 证 明定 理 18.2 . 


=0 (18.44) 


将 定理 18.1 的 推论 (18.43) 和 定理 18.2 结合 起 来 ， 立 即 又 可 以 
得 到 : 在 边界 条 件 


p(x) U- dyi a| 


ne 一 .45 
y2 r 0 (18.45) 


ZF HA L= & fpe) 2] - ale) 也 是 自 伴 的 
现在 分 析 一 下 ， 在 什么 情况 下 ， 边 界 条 件 (18.45) ERZ. 
第 一 种 情况 是 在 端点 zx=a 和 z=6b， 均 有 
po) (gE -ye ) =0. (18.46) 


常见 的 有 : 

1. 如 果 y My 在 两 端点 均 满足 第 一 、 二 、 三 类 边界 条 件 ， 则 
(18.46) 式 成 立 . 这 是 因为 ， 例 如 ， 在 z = a M, 

ayi(a) — By(a) =0， i=1,2，a 和 8B 均 为 ( 正 ) KX, 
RAIS RATS 

ay; (a) — Byi'(a)=0, i=1,2. 
由 于 a 和 6 不 可 能 同时 为 0 ， 故 有 
yi (a) yi’ (a) 
y2(a) y (a) 
对 于 z = 点 ， 也 可 以 作 同样 的 讨论 . 

2. 如 果 p(x) 在 端点 (例如 ，z = a) 处 为 0， 这 时 z =a Re 
程 的 奇 点 .假定 p(z), ga) 和 pla) 满足 一 定 的 要 求 ,使 得 z = a 
点 方程 的 正则 奇 点 .这样 ， 在 z = a 点 的 第 一 解 是 有 界 的 ， 而 第 二 
解 是 无 界 的 .在 附加 上 有 界 条 件 去 掉 无 界 解 后 ， 就 有 


= yj (a)y2(a) — yo(a)yi (a) = 0. 


« dye ui.) _ 
ple) (yi dr Y2 dz i = Q. 
另 一 种 情况 是 
dy2 _ Wi) Z (i - wiy 
p(z) (yi qr Yar e PAR vig, ~ Yap S 


但 不 为 0 ， 这 时 (18.45) 式 也 成 立 ， 如 果 
pla) = p(b), qla) = a(b), pla) = píb), 
并 且 


yi(a) = yi(b), yi(a)=yi(b), t= 1,2, 


© 例如 
p(a)=0, pla) #0, p(x) M (2 — ajir) HEr = a 点 解析 
或 
p(a)=0, pi(a)=0, p"(a) #0, p(x) Ma(z) HEr = a AH, 
这 在 我 们 讨论 过 的 实际 问题 中 是 能 够 满足 的 - 
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显然 就 可 以 满足 这 个 要 求 . 这 正 是 我 们 在 第 十 五 章 中 讨论 过 的 周 
期 条 件 的 情形 . 

最 后 ， 应 当 特 别 强调 ， 对 于 变换 (18.37) ， 不 要 简单 地 只 看 成 
是 常 微分 方程 的 因 变 其 变换 它 给 出 的 是 不 同 函 数 空间 中 的 函数 
CBR AR. MR, BRM y(z) 属于 函数 空间 VV, BR ulr) 
属于 函数 空间 Vv’. 空间 V 中 的 内 积 定 义 是 


b 
T J iene (18.47) 
空间 V' 中 的 内 积 定义 则 是 
| b 
(ui, u2) =f ui (xz)uz(xz)dz. (18.48) 


变换 (18.37) 就 保证 了 (yi, yz) = (ui, ue) - 


18.5 Sturm—Liouville 型 方程 本 征 值 
问题 的 简 并 现象 


在 第 十 五 章 中 ， 我 们 曾经 遇 到 过 对 应 一 个 本 征 值 有 不 只 一 个 
(线性 无 关 的 ) 本 征 函 数 的 情形 .这 种 现象 称 为 简 并 或 退化 . 由 于 
S-L 型 方程 是 二 阶 线性 常 微 分 方程 ， 所 以 ， 对 应 一 个 本 征 值 最 多 只 
能 有 两 个 (线性 无 关 的 ) 本 征 函 数 ， 到 底 在 什么 条 件 下 ， S-L 型 方 
程 的 本 征 值 问题 是 简 并 的 ， 在 什么 条 件 下 是 非 简 并 的 ， 下 面 的 两 个 
定理 可 以 给 予 明确 的 回答 . 

定理 18.3 WSL 型 方程 本 征 值 问题 的 一 个 本 征 孙 数 是 复 

的 ， 且 其 实 部 和 虚 部 线性 无 关 ， 则 此 本 征 值 问 题 是 二 重 简 并 的 . 
| 证 根据 定理 所 设 ， 本 征 函 数 y(z) 是 复 的 ， 其 实 部 和 虚 部 分 
ANA f(z) 和 9(z) ， 
ylz) = f(x) + ig(z). 
则 S-L 型 方程 可 以 写成 
L(f +ig) = Aplf + ig). 
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UTHR LELARA, MERK po(z) 是 实 函 数 ， 且 本 征 值 和 为 实 
数 ， 故 将 上 式 分 别 比 较 实 部 和 虚 部 ， 就 得 到 
Lf= Xpf， Lg=Apg. 
这 说 明 f(a) 和 g(z) 都 是 对 应 于 同一 个 本 征 值 和 的 本 征 函 数 ， 它们 
的 线性 无 关 性 在 定理 的 已 知 条 件 中 已 经 作 了 明确 的 限定 . 
当然 ， 这 里 还 必须 证 明 f(r) 和 9%(z) 也 满足 原本 征 值 问题 的 边 
RAE. 这 时 只 要 注意 到 边界 条 件 也 是 线性 齐 次 的 ， 并 且 可 能 出 
现 的 系数 也 是 实数 ， 于 是 在 边界 条 件 中 也 分 别 比较 实 部 和 虚 部 即 
wy. o 
定理 18.4 it ylz) 和 ys(z) 都 是 S-L 型 方程 本 征 值 问题 
(18.36) 的 两 个 实 的 线性 无 关 的 本 征 函 数 ， 并 有 日 在 z=a 和 和 z=。 
点 都 单独 满足 边界 条 件 (18.45) ， 则 yi (x) M y(r) 不 可 能 对 应 于 同 
一 个 本 征 值 入. 
证 用 反 证 法 . 设 yle) 和 yl) 对 应 于 同一 个 本 征 值 和 ， 
Ly, = Mpy, Lye = ADy2， 
因此 
yiLy2 — y2Ly = 0, 


注意 yle) 和 yr) PRERBM yilz)=ylt), yil) =y), I 
以 根据 (18.43) R, WA 


i pof nit] =0 


于 是 
p(z) (nE = yt) = 常数 C. 
而 根据 定理 给 出 的 已 知 条 件 ， 
nea (ny) =0, p(z) (n= -yj woo 
PEVA 


dyi\ _ 
pla) (n — wi) =o. 
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但 因为 p(x) #0, MA 


dye dy; 


Yi T yo = 0, 
BẸ 
yi (z) yo(z) 
W iy ) 2 = =U. 
piy ad) a ty e 


这 说 明 yi (x) 和 yo(z) 线性 相关 ， 与 已 知 条 件 矛 盾 ， 所 以 yle) 和 
yle) 不 可 能 对 应 于 同一 个 本 征 值 . O 

这 个 定理 就 告诉 我 们 ， 在 一 、 二 、 三 类 (FK) 边 条 件 或 (和 ) 
有 界 条 件 下 ， SL 型 方程 本 征 值 问题 不 可 能 是 简 并 的 .就 本 书 所 
讨论 过 的 几 种 类 型 的 边界 条 件 而 言 ， 只 有 在 周期 条 件 之 下 ,本 征 函 
数 在 区 间 的 每 一 个 端点 并 不 单独 满足 (18.45) ， 才 有 可 能 发 生 简 并 
现象 . 

最 后 强调 一 下 ， 这 里 讨论 的 是 常 微分 方程 的 本 征 值 问 题 .， 如 
果 是 偏 微分 方程 的 本 征 值 问题 , 一般 说 来 ， 即使 在 一 、 二、 三 类 ( 齐 
次 ) 边 条 件 或 (A) 有 界 条 件 下 ， 也 会 出 现 简 并 现象 . 由 于 偏 微分 方 
程 的 本 征 值 问题 ， 原 则 上 总 可 以 通过 分 离 变 工 而 化 为 若干 个 常 微 
分 方程 的 本 征 值 问题 ， 因 此 本 书 不 拟 作 更 多 的 讨论 . 


18.6 从 Sturm-Liouville 型 方程 的 本 征 值 
问题 看 分 离 变量 法 


现在 再 回 到 分 离 变 甚 法 的 话题 上 来 . 仍 以 弦 的 横 振动 问题 为 
例 ， 对 于 两 端 固 定 弦 的 自由 振动 ， 定 解 问题 是 


OR — a Jr = 0, O<r<l, t > 0; (18.49a) 

ul =0, ul, = 0, t > 0; (18.49b) 
Ou 

u| _, = (2), Ee Wiz), O<ar<l. (18.49c) 


根据 18.3 节 和 18.4 节 的 讨论 可 知 ， 如 果 存 在 一 个 SL 方程 的 本 征 
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值 问题 
LX = MpX, (18.50a) 
XxX(0) =0, XD = 0， (18.50b) 
那么 ， 由 于 它 的 边界 条 件 (18.50b) 和 定 解 问题 (18.49) 的 边界 条 件 
(18.49b) 形式 完全 相同 ， 因 此 ， 可 以 将 定 解 问题 (18.49) WIRE u(x, t) 
征 函 数 均 已 归 一 化 ) 展开 ， 


u(x,t) = 3 Tn(t)Xn(x). | (18.51) 


n=! 


将 解 式 (18.51) 代入 方程 (18.49a) A 
S| Tin(t)Xm(2) -a° X Tim (t)Xin(2) = 0. (18.52) 


m=i m=] 


用 Xia) REAM, Ra EKE [0,1 上 积分 ， 就 得 到 


Tn (t) 本 a’ >》 (Xn, Xm)Tm(t) 一 0, m= 1, 2,3, ae (18.53) 


一 般 说 来 ， 这 是 关于 未 知 函 数 T) 的 党 微分 方程 组 ， 同样 ， 再 将 
初始 条 件 (18.49c) 也 按 这 一 组 本 征 函 数 展开 ， 还 可 以 得 到 
Tp (0) = (Xn, $), T, (0) 一 (Xn, w). (18.54) 

如 果 我 们 能 够 由 (18.53) 和 (18.54) RH T(t), 代 回 到 (18.51) A, 
当然 就 求 出 了 定 解 问题 18.49) 的 解 u(z,t) ， 这 里 ， 我 们 看 到 ， 本 
征 函 数组 的 完备 性 起 了 决定 性 的 作用 .为 了 保证 $ Tal) xn(z) 能 
EU SY (至 少 是 平均 收敛 ) 到 解 u(x,t) ， 这 里 的 求 和 必须 遍及 全 部 
FERR 绝 不 可 以 无 理由 地 接 弃 若干 个 本 征 范 数 . 否则 ， 尽 管 在 
形式 上 似乎 仍 能 求 到 一 个 级 数 “ 解 >， 但 它 绝 不 可 能 收敛 到 真正 的 
PE u(r, t). 

弄 清楚 了 齐 次 边界 条 件 在 分 离 变 基 法 中 的 决定 性 作用 后 ， 非 
齐 次 方程 的 情形 就 迎刃而解 了 . 如 果 把 定 解 问题 (18.49) 中 的 方程 
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(18.49a) 改 为 
u 202 
Br 922 = f(z,t), (18.55) 
那么 ， 现 在 看 来 ,求解 过 程 并 没有 太 大 的 差异 ， 不 同 之 处 只 在 于 要 
将 方程 的 非 齐 次 项 f(z,t) IRAE RIT, 于 是 ,， 齐 次 的 常 微分 


方程 组 (18.53) 变 成 了 非 齐 次 的 方程 组 


Ti (t) -a° S Xn = (Xa f), m=1,2,3,---. (18.56) 
当然 ， 这 里 要 求 ， f(z,t) 作为 > 的 函数 ， 和 {Xn(z)} RTA iR 
数 空间 . 


同样 ,也 就 不 难 理解 ， 如 果 定 解 问题 的 边界 条 件 是 非 齐 次 的 ， 
就 首先 必须 将 边界 条 件 齐 次 化 . | 
到 现在 为 止 ， 我们 着 重 分 析 了 齐 次 边界 条 件 在 分 离 变 所 法 中 
的 决定 性 作用 . 对 于 本 征 函 数 , 除了 要 求 它 满足 和 定 解 问题 相同 的 
边界 条 件 外 ， 对 于 它 所 满足 的 微分 方程 只 是 要 求 必须 是 S-L 型 方 
程 ， 但 对 于 方程 的 具体 形式 并 没有 限制 . 选择 不 同 的 本 征 郴 数组 
{Xn(x), n = 1,2,3,…}( 它 们 当然 都 必须 满足 和 定 解 问题 相同 的 边界 
条 件 ) ， 得 到 的 关于 T(t) 的 常 微 分 方程 组 的 形式 也 不 相同 ， 因 而 
求 得 的 T(t) 也 不 相同 . 但是， 定 解 问 题 的 解 的 存在 唯一 性 ， 保 证 
了 最 后 求 得 的 是 同一 个 wz, 妨 而且， 需要 注意 ， 并 不 足 任何 常 微 
分 方程 组 都 是 容易 求解 的 . 这 样 ， 在 实际 的 求解 过 程 中 ， 我 们 就 需 
要 恰当 地 选择 本 征 函 数组 {Xn(z), n = 1,2,3,…} ， 使 得 T(t) 的 求 
解 问题 尽 可 能 地 简单 .最 简单 的 情形 当然 就 是 T(t) 满足 的 是 常 微 
分 方程 ， 而 不 是 常 微分 方程 组 . 在 上 面 的 例子 中 ,我 们 当然 就 应 当 
使 得 本 征 函 数 满 足 常 微分 方程 
— Xn (xr) = AnXn(z), (18.57) 
这 正 是 我 们 用 分 离 变 基 法 的 标准 步骤 得 到 的 微分 方程 . 相应 地 ， 方 
程 组 (18.53) 和 (18.56) 就 变 成 常 微分 程 
T(t) +a AnTn(t) = 0 (18.58) 
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和 和 
Ti (t) + a7AnTn(t) = (Xn, f). (18.59) 


所 以 ， 分 离 变 基 法 就 为 我 们 提供 了 一 个 选择 本 征 函 数组 的 最 佳 方 
案 . 如 果 说 , 本 征 函 数 的 完备 性 是 在 理论 上 保证 了 一 定 可 以 将 定 解 
问题 的 解 按 该 本 征 函 数组 展开 (这 是 有 条 件 的 ， 定 解 问题 和 本 征 函 
数 要 满足 相同 的 齐 次 边界 条 件 ) ， 而 选用 “相应 齐 次 问题 的 本 征 冰 
数 ” 则 保证 了 可 以 方便 地 求 出 展开 系数 (实际 上 是 函数 ) ， 保 证 了 
这 种 解法 在 实用 上 的 可 行 性 . 

.在 深入 理解 了 分 离 变 其 法 的 精神 实质 后 ， 求 解 偏 微 分 方程 定 
解 问题 时 就 获得 了 更 大 的 自由 . 这 不 仅 体现 在 使 得 我 们 对 于 各 种 
类 型 的 定 解 问题 (方程 齐 次 或 非 齐 次 ， 边 界 条 件 齐 次 或 非 齐 次 ) 的 
求解 有 了 一 个 统一 的 更 深入 的 认识 ， 也 还 表现 在 拓宽 了 对 于 某 些 
定 解 问题 的 求解 思路 ， 例 如 ， 对 于 单位 球 内 的 稳定 问题 ， 

Vru=f, ety +z? <1; (18.60a) 
«| 


=0, (18.60b) 


r2 +y2+22=1 


采用 球 坐 标 系 求解 ， 按 照 过 去 的 做 法 ， 应 当 将 u(r, 0,0) 按 “ 相 应 齐 
次 问题 的 本 征 函 数 ” Yre, p) ae 


oO 


u(r, 6,0) = So = Rim (r)¥7" (8,4): (18.61) 
i=0 m=—! 
然后 ， 根 据 方程 
1 d dRim 1o 
Fedr r dr [F AAN 


二 | J YPm (0, 0) f(r, 9, ġ)sin 8 d0 do (18.62) 
(其 中 的 积分 遍及 整个 4r 立体 角 ) 和 边界 条 件 

Rim(0) 有 界 ,， Rim(1)=0 (18.63) 
求 出 Rn(7) . 这 里 遇 到 的 方程 (18.62) 是 一 个 变 系 数 的 非 齐 次 常 微 
分 方程 ， 是 否 能 够 容易 求解 取决 于 非 齐 次 项 的 具体 形式 . 但 是 , 按 
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照 本 节 中 前 面 的 分 析 ， 如 果 能 找到 一 组 本 征 函数 ， 只 要 它 也 满足 此 
定 解 问题 的 齐 次 边界 条 件 ， 那 么 ， 就 可 以 将 u(r, 0,4) 按 这 一 组 本 征 
函数 展开 .具体 说 来 ， 可 以 侈 求解 本 征 值 问题 


- V?w =\w, r+y +z <1; (18.64a) 
EPEE E = 0, (18.64b) 
得 到 本 征 值 © 
Ant = ki, n=1,2,3,---,1=0,1,2,-:- (18.65) 
Al Æ TE PR RL 
Wnim(T, 0, $) = jr(knir) YI" (9, 9), (18.66) 


其 中 kni El 阶 球 Bessel PAX jr (x) 的 第 PERH. 然后 ， 将 u(r, 0, 9$) 
按 wnim (7,9,9) EF., 


oo œ l 
w(r,4,¢) = S> >) 》 cntmjt(knirjYP (4, 9), (18.67) 
n=} l=0 m=-l 


代入 方程 (18.60a) ， 就 得 到 


1 
— k? Calm f i (knir)r dr 
0 


= f | ji(knir)r dr J J Y/"" (6, 6) f(r, 8, ġ)sin 6dOdd, 
根据 球 Bessel 函数 的 定义 (17.130) 以 及 (17.43) 式 的 结果 ， 可 以 求 得 
[ ii(kur)r'dr = 7a f dapatkan) 
S Baalen]? 


=5 = [it(knt)] 2， (18.68) 


O 注意 , 这 里 的 本 征 值 与 m = 0, 土 1,…, 41 无 关 ， 换 句 话说 ， 此 本 征 值 问题 是 对 
m 简 并 的 ， 简 并 度 为 2 十 1 . 
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所 以 


Cnim = 一 


2 
k2, [ii (knt)] 


1 
x J ji(knir}r?dr f J Y]""* (0,4) f(r, 0,4) sin @d6d¢. (18.69) 
0 


前 面 在 求解 本 征 郴 数 时 ， 已 经 用 到 了 全 部 边界 条 件 (包括 在 转换 到 
球 坐标 系 时 出 现 的 周期 条 件 和 有 界 条 件 ) ， 这 样 ， 就 目 动 保 证 了 解 
u(7,9,9) 也 满足 这 些 边界 条 件 . 

这 种 解法 的 优点 是 除了 要 找到 合适 的 本 征 沙 数 外 ， 根 本 不 需 : 
要 再 去 求解 常 微 分 方程 . 当然, 这 是 以 多 作 了 一 重 级 数 展开 为 代价 
的 . 这 正 是 相当 于 将 Rim(r) 也 按 球 Bessel 函数 ji (kur) 展开 而 得 的 
结果 . 这 种 做 法 也 有 局 限 性 ， 它 只 适用 于 不 含 时 间 的 稳定 问题 并 
且 还 要 求 相 应 的 本 征 值 问题 有 解 ， 甚 至 还 要 求 0 不 是 本 征 值 . 

以 上 的 做 法 ， 当 然 可 以 方便 地 推广 到 其 他 几何 形状 的 三 维 区 
域 ， 或 二 维 平面 上 的 一 定 区 域 . 


18.7 正 交 多 项 式 的 一 般 讨论 
现在 讨论 一 类 特殊 的 二 阶 S-L 型 常 微分 方程 ， 即 S- 型 方程 
的 本 征 值 问题 只 有 多 项 式 解 的 情形 ， 设 有 方程 
£ pE] + ae) -sjyz)=0 (18.70) 
所 加 的 边界 条 件 自然 应 当 保证 算 符 
L=- po 二 | +42) 


是 自 伴 的 . 并 且 约 定 出 ， 把 本 征 值 从 小 到 大 排列 ，Xo< 和 1 < 和 < 
As < .… WERK Qn(z) 具有 下 列 特 点 : 


O 下 面 的 种 种 结论 当然 与 此 约定 有 关 . 如 果 修 改 此 约定 ， 例 如 ， 约 定 An 所 对 应 的 
本 征 函 数 为 2n 次 多 项 式 ， 则 第 二 类 边界 条 件 就 是 许可 的 ， P(z) 和 g(x) 也 将 可 以 有 
取 更 复杂 的 形式 . 由 此 得 到 的 进一步 的 结论 当然 也 就 完全 不 同 了. 
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本 征 值 = Xo， 本 征 函 数 Qo(z) 为 零 次 多 项 式 ， 即 常数 ; 
本 征 值 = A, KERK Qi(z) 为 一 次 多 项 式 : 
本 征 值 = A ATER RM Q) 为 二 次 多 项 式 ; 


AIEA = An， FERR Ql) 为 ”次 多 项 式 ; 


显然 ， 在 这 样 的 约定 下 ， 边 界 条 件 不 可 能 是 第 一 、 二 、 三 类 边界 条 
件 ， 这 是 因为 ， 本 征 函 数 为 常数 就 排除 了 第 一 类 和 第 二 类 边界 条 
件 ， 本 征 函 数 为 一 次 多 项 式 又 排除 掉 第 二 类 边界 条 件 ， 下 面 还 将 
要 看 到 ， 方 程 的 系数 不 可 能 是 周期 郴 数 ， 因 此 ， 边 界 条 件 也 不 可 
能 是 周期 条 件 . 这 样 ， 边 界 条 件 就 只 可 能 是 有 界 条 件 这 种 类 型 . 

更 确切 地 说 ， 当 奇 点 (区 间 的 端点 ) 在 有 限 远 处 时 ， 要 求 本 征 函 数 
Qn(z) 有 界 ; 当 奇 点 (区 间 的 端点 ) 为 oo 时 ， 则 应 当 要 求 > ~ co 时 


SEQ) 足够 快 地 趋 于 0 ， 以 保证 反常 积分 f “Jaod 


收敛 ， 更 进一步 ， 当 入 = Ao 时 ， Qol) 为 常数 ， 由 (18.70) 式 可 得 
[Mop(z) — 9(x)|Qo(x) = 0, 


这 意味 者 
q(x) = Ao p(z), (18.71) 
相应 地 ， 方 程 (18.70) 变 为 
| dy(z) a =, 
E [p ZE] + (A- ro) olay (2) = 03 (18.72) 


同样 ， 当 和 = 和 1 时 ， 本 征 函 数 Qi(z) 为 一 次 多 项 式 ， 
TELE) Oi (a) + (M ~ Xojolz)Gi(z)=0 
所 以 


or) = 一 (Ai - do) ola) Srey 
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注意 到 O(c) = 常数 ， 就 有 

a = 常数 x gifz)ptz) = 一 次 多 项 式 x ptz) (18.73) 
再 由 于 入 = 全 

p(2)Q3(z) + PE) Oss) + (àz — Xojplz)Qa(z)=0 


因此 ， 


_ dp(7) Q(x) _ Q2(z) 
de Qi) 02%) aO 


因为 82(z) 是 二 次 多 项 式 ， 所 以 Q2(z) 为 一 次 多 项 式 ， Q2(z) 为 党 
数 ， 同 时 利用 (18.73) 中 的 结果 ， 又 有 

p(z) = 最 高 为 二 次 多 项 式 x p(z). (18.74) 
这 样 ， 在 限定 本 征 函 数 为 多 项 式 的 条 件 下 ， S-L 型 方程 一 定 具有 
FABER © : 


p(x) = 


os)p(s) LO) + Htzjplz)d WE} + Ap(a)y(x)=0, (18.75) 
其 中 
a(z) = aiz? 十 a2z7 十 aa， (18.76) 
Bia eas: (18.77) 
8(z)plz) = £ [ewa], (18.78) 


这 里 取 g(x) = Ao = 0. 这 样 只 使 得 全 部 本 征 值 同 时 增加 或 减 小 了 
TERE MEERKATTE. H (18.75) 式 中 消去 p(x), ， 即 得 


a(z) YE) uiz) + B(x sue) + Ay(zr) = 0. (18.79) 
由 (18.78) xt, | 
al B(x) 
) Ale) exp | ate) ac} (18.80) 


© 这 里 就 看 到 ， 方 程 的 系数 不 是 周期 函数 ， 因 此 ， 边 界 条 件 不 可 能 是 周期 条 件 . 
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p(z) 的 形式 ， 当 然 要 保证 函数 的 内 积 有 意义 . 由 于 本 征 函 数 为 多 项 
式 ， 因 此 ， 如 果 本 征 值 问题 的 区 间 为 (-co, oo) ， 则 应 该 要 求 pla) 
在 z > too 时 比 z-*(k 为 任意 正 整 数 ) 的 方式 更 快 地 (例如 ， 指 数 
地 ) HAT 0. 如 果 本 征 值 问题 的 区 间 为 [0, co) ， 则 也 应 该 要 求 p(z) 
在 z 一 co 时 比 z ”的 方式 更 快 地 趋 于 0 . 


练习 18.6 证明 (18.80) xt. 


在 方程 (18.79) 的 系数 a(z) 和 A(z) 中 ， 有 五 个 常数 未 定 . 但 在 
下 列 三 种 变换 下 ， 本 征 值 问 题 没有 实质 性 的 变化 (因此 ， 这 五 个 党 
数 中 ， 只 有 两 个 可 以 作 实 质 性 的 改变 ) : 

1. a(x) 和 B(x) AR (BR) 以 一 常数 ， 因 此 ， 本 征 值 也 相应 地 乘 
(BR) 以 该 数 ， 但 本 征 函 数 不 变 . 于是， 总 可 以 将 ale) 中 最 高 项 次 
项 的 系数 取 为 1 或 -1. 

2. 对 a(z) 和 B(x) (PBMC = r-r, HEETE, ERK 
变 为 Qa(¢) = Qn(z - zol . 于 是 ， 只 要 不 是 无 界 区 间 上 的 本 征 值 问 
题 ， 总 可 以 将 区 间 的 端点 作 运 当 的 安排 . 

3. 对 a(z) 和 B(x) 作 变 换 5 = kz ， 本 征 值 不 变 ， 本 征 函 数 变 为 
Qn(C) = Qn(kz) . 于 是 ， 可 以 对 8(z) 中 的 系数 bz 作 适 当 的 指定 . 

下 面 就 来 讨论 方程 (18.79) 的 各 种 可 能 的 形式 . 

atz) 为 常数 ”此 常数 不 妨 取 为 1. 对 应 于 上 面 的 变换 2 和 3， 
还 可 以 进一步 取 b = -2,5 =0. 于是， 方程 变 为 
dy(z) 一 2z 开 加 + Ay(r) = 0. 


dx? 
这 个 方程 称 为 Hermite 方程 . 它 在 有 限 远 处 没有 奇 点 ，coe 点 是 非 正 
Wad. 因此， 要 构成 本 征 值 问题 (而 且 本 征 函 数 为 多 项 式 ， 边 界 
条 件 必须 是 有 界 条 件 ) ， 区 间 必 须 是 (-co, 00). 对 于 这 个 本 征 值 问 
题 ， 容 易 求 出 ， 本 征 值 入 = 2n, n= 0, 1, 2,…… ， 本 征 函 数 为 Hermite 
EMA Ha.(z) ， 正 交 权 重 消 数 为 


p(x) = exp {/ ( 一 2zjdz| = exp{—2’}. (18.82) 


(18.81) 
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— oe 此 时 不 妨 取 a(z) = 2. 于 是 p(x) 为 
p(z) = ~ exp / PzP ag blebs 
WAA b= 一 1, bz = 十 2， 则 方程 变 为 


d27 
rtpt1l- r+ y=0, (18.83) 


PA Laguerre 方程 . 因为 x = 0 和 z= wo 都 是 方程 的 奇 点 ,， 所以, 本 
征 值 问 题 的 区 间 必 然 是 [0, ce) . 在 这 两 端 加 上 的 边界 条 件 也 都 是 有 
界 条 件 . 在 这 种 情形 下 , 可 以 求 得 本 征 值 和 = n, n =0, 1, 2, …， 本 征 
RRE X Laguerre 多 项 式 14(z), 它 的 特殊 情形 ，L*(z) = Ln(z) ， 
PRA Laguerre LMA. 

a(z) 为 二 次 多 项 式 ”此 时 需 区 分 a(z) 有 无 实 根 这 两 种 情形 . 

当 a(z) 有 实 根 时 ， 不 妨 取 


a(z)=1-7, b =—(utv42), b=v—4p, 


—— Z acc ee 一- 


方程 

l-r’ su + [(v - p) 一 (uty t2)2] SY +Ay=0 (18.84) 
PRA Jacobi 方程 . 方程 有 三 个 奇 点 ，z = 士 1 和 co . 如 果 取 本 征 值 
问题 的 区 间 为 [-1, 1] ， 则 本 征 值 为 和 = nint+ut+v+1), TERR 
PY”) (r) 称 为 Jacobi 多 项 式 ， 正 交 区 间 为 [-1, 1 ， 权 重 函 数 

p(x) = (1 —-xr)#(1 +r). (18.85) 

Gegenbauer LMA Ct(z) . Legendre 多 项 式 Pu(z) 和 Chebyshev 多 项 
式 T(z) = cos(narccos z) 都 是 它 的 特殊 情形 ， 分 别 对 应 于 p =v， 
p=v=0Mp=v=-1/72. MR yp=v=EBRRmZz0, WATER 
BA d™P,(x)/de™ ， 正 交 权 重 函 数 为 p(x) = (1 一 z2) .这 实际 上 
是 连带 Legendre 函数 的 另 一 种 表述 形式 . 
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如 果 a(x) 无 实 根 ， 不 妨 取 
a(x) =14 2’, 


这 时 ， 


biz + be _ by 2 
J TET dz = z inl +2 ) + bz arctan z, 


于 是 ， 本 征 值 问题 的 区 间 仍 应 限定 为 (-co, 00). 但 由 于 
p(x) = (1 + 27)~-?)/? exp ‘be arctan z); 
无 论 by AI ba 取 何 值 ， 都 不 可 能 保证 积分 J yz)|Pe(z)dz Wea, 


因此 ， 在 这 种 情形 下 ， 本 征 值 问题 没有 意义 . 

这 些 正 交 多 项 式 , 作为 本 征 函数 ， 当 然 具 有 正 交 性 . 从 它们 所 
满足 的 微分 方程 和 边界 条 件 ， 很 容易 证 明 

[ Ac(a)Qux)p(x)de=0, k#l (18.86) 

以 上 是 从 微分 方程 出 发 ， 来 定义 正 交 多 项 式 的 . 正 交 性 是 它 
们 作为 本 征 函 数 的 必然 推论 . 但 是 ， 也 可 以 从 正 交 关系 出 发 , 来 定 
义 正 交 多 项 式 . 在 指定 的 区 间 上 ， 由 给 定 的 权重 函数 ， 就 可 以 了 唯一 
地 (除了 可 以 差 一 个 常数 倍 ) 确定 一 组 正 交 多 项 式 . 为 了 叙述 方便 
起 见 ， 不 妨 要 求 这 些 正 交 多 项 式 都 是 归 一 化 的 . 这 样 ， 首 先 就 有 和夫 
REMA Qo(z) ， 


[lesa par = 
然后 通过 正 交 归 一 关系 
/ ee = 0, J ee 
就 可 以 确定 一 次 多 项 式 81(z) ; 而 后 ， 再 通过 
/ “Qalz)Qola)olz)de =0 


b 
f Qol2)Qi(z)pla)dr =0, 
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b 
| |Q2(z)| plz)dz =1 


确定 二 次 多 项 式 Qr); :… ， 如 此 继续 ， 就 可 以 定义 出 一 组 正 交 
多 项 式 (当然 也 还 可 以 差 一 个 相位 因子 ) . 

正 交 多 项 式 还 可 以 通过 微分 表示 定义 . 可 以 证 明 上 面 介 绍 的 

所 有 这 些 正 交 多 项 式 ， E i ie 

oa = 5 i co， (18.87) 
Hoe, 为 常数 . 不 同 正 交 多 项 式 有 不 同 的 cv ， 由 历史 的 原因 或 习 
惯 上 的 约定 给 出 . (18.87) 式 称 为 广义 Rodrigues 公式 ， 

要 直接 普遍 地 找到 (18.87) 式 满足 的 微分 方程 ， 还 需要 一 定 的 
计算 . 比较 简便 的 办 法 是 证 明 Qn(z) 是 n 次 多 项 式 ， 并且 满 足 正 交 
关系 (18.86) ， 因 而 是 此 区 间 上 具有 权重 函数 p(x) 的 唯一 的 一 组 正 
交 多 项 式 . 

先 证 明 Qn(z) 是 ”次 多 项 式 ， 为 此 ， 只 需 注意 ， 对 于 任意 的 / 
次 多 项 式 nl), A 


[a* (x)p(x)y(2)] 
= £ [at"(2)]al2)p(2)n(2) 


+ a® (2) È [a(x)p(e)]u(a) + a" (2)o(2)<- la) 
= [(k - Do! (no (2)u(z) + a8 ei 
+ a" (z)Y(z)|p(z) 
= ak" (x) p(x) [(k ~ La! (x)n(2) +B(z)7e(z) + aleyn la)]. 


由 于 上 式 方 括号 内 第 二 项 一 定 是 !+1 次 多 项 式 ， 如 果 a(z) HEK 
或 一 次 多 项 式 ， 则 其 余 两 项 最 高 是 ! 次 多 项 式 ; 如 果 al) 为 二 次 
多 项 式 ， 其 余 两 项 也 是 !+1 次 多 项 式 ， 这 三 项 中 的 > 项 也 不 能 
互相 抵消 (因为 这 时 a(z) 中 的 ai 和 6(z) 中 的 六 同 号 ) Br, E 
面 的 结果 可 以 总 结 成 


5 = 【a (z)p(z)m(z)] =a" (rjr) x (1+1) 次 多 项 式 。 (18.88) 


把 这 个 结果 反复 应 用 到 (18.87) RE, WEHT Qn(z) 是 n 次 多 项 
式 . 
然后 再 证 明正 交 关 系 (18.86) ZK. 不 妨 假设 大 < 1， 


Q(TIQ(T) PT) dz es Qx(2) <5 fa (xr) p( z)]dz 


d d'- 
- c y: axe re e '(2)p(z)) dz. 


在 前 面 所 列举 的 各 种 情形 下 ， 分 部 积分 出 来 的 项 都 一 定 为 0. 这 
样 ， 在 分 部 积分 次 后 ， 就 得 到 


b b ak = 
| Qx(2)Qi(2)pl2)de = (-)" ci if “a al ae yids 


doS. apit 


d* x 
=(-)a Pou) f = [a'(@)o(a) Jaz 


: 一 大 一 1 
ei a fa!(x)(2)]? 


= 0. 
这 样 就 完成 了 正 交 关系 (18.86) 式 的 证 明 . 这 个 证 明 方 法 ， 和 证 明 
Legendre 多 项 式 及 连带 Legendre 吴 数 的 正 交 性 时 使 用 的 方法 ( 见 
16.4 节 和 16.9 节 ) 非常 相似 . 在 上 面 的 证 明 过 程 中 ， 对 于 边界 条 件 
的 具体 应 用 未 作 详 细 的 讨论 ， 请 读者 自行 补正 . 
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第 十 九 章 ”积分 变换 的 应 用 


本 章 介绍 求解 偏 微分 方程 定 解 问题 的 另 一 种 做 法 , 即将 积分 变 
换 应 用 于 在 求解 偏 微分 方程 定 解 问题 ， 常 用 的 积分 变换 有 Laplace 
变换 和 Fourier 变换 两 种 . 


19.1 Laplace 变 $f 


Laplace 变换 可 用 于 求解 含 时 间 的 偏 微分 方程 定 解 问题 . 经 过 
变换 后 ， 自 变 基 的 个 数 比 原来 减少 一 个 . 例如 ， 原 来 是 z 和 上 两 个 
自 变 基 的 偏 微 分 方程 定 解 问题 ， 变换 后 就 只 需求 解 常 微分 方程 ( 自 
变 基 为 z) 的 定 解 问题 . 一般 说 来 ， 后 者 总 比较 容易 求解 ， 当然， 
这 样 求 得 的 是 原始 的 定 解 向 题 的 解 的 象 卫 数 , 还 必须 反 演 ， 才 能 得 
到 原始 问题 的 解 . 

下 面 先 举 一 个 无 界 杆 的 热传导 问题 的 例子 . 

例 19.1 求 元 界 杆 的 热传导 问题 


Ou 
Ot 一 “25 = f(z,t), -œ <r <œ, t>0; (19.1a) 
= 0, 一 Oo < T < oo (19.1b) 


的 解 . 

解 正如 13.5 节 中 指出 的 ， 在 这 种 无 界 区 间 的 定 解 问题 中 ， 
往往 并 不 明确 列 出 边界 条 件 . 实际 上 ， 无界 区 间 ， 只 是 一 个 物理 上 
的 抽象 ， 它 只 是 表明 在 所 考察 的 限度 (时 间 ， 精 度 ，…) A, Pasi 
的 影响 可 以 忽略 . 因此 , 读者 应 当 明 确 ， 如 果 要 完整 地 列 出 定 解 问 
题 的 话 ， 则 还 应 当 有 边界 条 件 
— 0. (19.2) 


| 
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现在 ， 作 Laplace 变换 . 4 
u(z,t) = U(x, p) 


即 
U(x,p) = A r t)e ztdt， 
于 是 
a = pU(z,p), 
Pu _ PUp) 
ðr? ` dr? 


这 里 ， 在 写 出 (19.5) 时 ， 已 经 利用 了 初始 条 件 (19.1b) ， 


(19.3) 


(19.4) 


(19.5) 


(19.6) 
而 在 (19.6) 


中 ,把 变换 后 的 象 函数 只 看 成 是 * 的 函数 ，8 是 参数 ， 所 以 微 商 运 


算 就 是 一 元 函数 的 微 商 .再 进一步 令 
f(z,t) = F(z,p), 


这 样 ， 在 经 过 Laplace 变换 后 ， 定 解 问 题 (19.1) 就 变 成 


d UV(z,p) 
pU(x,p) 一 i 


利用 例 11.11 的 结果 ， 可 以 得 到 


= F(z,p). 


i ve aoe nla 
Ul(z,7) = 了 一 天 二 Flz',pjexp{ 人 -VEz-zi] az 
一 oo 


JKP 
再 根据 Laplace 变换 的 反 演 公式 ( 见 例 10.7) 
: Pie ex _a 
VP. Vi pd 4t | 
以 及 卷 积 定理 ( 见 10.3 节 ) ， 就 能 够 最 后 得 到 


zl S ay (z — 2')? | f(z',7) 
wet = aye f 人- 姑息 | are 


(19.7) 


(19.8) 


(19.9) 


(19.10) 


(19.11) 


从 以 上 的 求解 过 程 可 以 看 出 ， 用 Laplace 变换 求解 偏 微分 方程 
定 解 问题 , 除了 可 以 减少 自 变 量 的 数目 以 外 ,， 某 些 已 知 函 数 的 象 函 
数 (例如 方程 的 非 齐 次 项 ， 它 的 形式 可 能 很 复杂 ) 甚至 都 不 必 具 体 


求 出 ， 在 求 反 演 时 只 需 应 用 卷 积 定理 即 可 . 
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再 举 一 个 无 界 弦 的 波动 问题 的 例子 . 
例 19.2 FA Laplace 变换 求解 无 界 弦 的 波动 问题 


3u z0? u_ ; 

oP taa = -œ <z <%,t>0; (19.12a) 
u 

wl,_, = = (2), ala p(z), -o0 <T <œ. (19.12b) 


WE 设 在 Laplace 变换 之 下 ， 
u(x,t) = U(z,p), 
于 是 ， 原 来 的 定 解 问题 就 化 为 


wt oe 


p’U(z,p) — = po(x) + ¥(z). (19.13) 


根据 例 11.11 的 结果 ， nated ee (实际 上 还 考虑 了 U(z,7) 
在 too 的 行为 ) 
Z 一 了 |} dz’ 


Uep) = 525 | [pee tue] -F 


-a [i pen -eh 


2 } az’. (19.14) 


因为 
e 2P = a(t g a), emor = n(t = a), 
所 以 
元 J. pa) s(t = -el) dz 
1 i / |z 一 ‘| / 
+ /ve ) az 
= > J olr) 6(at — |x — r'|) da’ 
tE Wa’) nate 2!) ae 
注意 到 
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0, 一 了 t; 
sat- e-r] lr- r|#a 
oo， jz -x| =at 
以 及 
, 0, |z 一 Z | > at; 
ed 
1, lz -r'| < at, 
就 可 以 求 出 


oo t r+at 
u(x,t) = 5 | glz’) (t = -sa + > J p(x" dr’ 
— OO z-at 


a 
= 5 Ge —at) + d(x + at)| + 元 A y(r )dz (19.15) 
E 2 2a x—at 


这 也 正 是 第 十 三 章 中 用 行 波 法 得 到 的 结果 . 

Laplace 变换 ， 也 可 以 应 用 于 求解 有 界 区 间 内 的 偶 微 分 方程 定 
解 问题 . 

例 19.3 设 有 一 个 长 为 1 的 均匀 细 杆 ， 一端 保持 温度 为 uo ， 
另 一 端 绝热 ， 杆 的 初 温 为 0. 求 杆 中 温度 的 分 布 和 变化 . 

解 首先 列 出 杆 中 温度 u(x, t) 所 满足 的 定 解 问题 ， 


Ou Ou 
Ot 一 KAT? 一 0O<r< l, t> 0, (19.16a) 
u 
ulo=M Z| =% t>0, (19.16b) 
ulo = 0, O<r<l. (19.16c) 
HE Laplace 变换 
u(z,t) =U(z,p), (19.17) 
Ou ， 
EN = pU(r,p), (19.18) 
au . d?U(z,p) 
uo =e. (19.20) 


p 
于 是 ， 定 解 问题 (19.16) 变 成 
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人 — pU(z,p) = 0, (19.21a) 
= to dU (z, p) S 
U(0, p) = p de = =; (19.21b) 
解 得 
uo cosh (l-z) 
U(x, p) = as Sse i ; (19.22) 
cosh cosh El 
代入 普遍 反 演 公式 


u(z,t) = F U(x, p)e”*dp, (19.23) 
L 


就 可 以 求 出 定 解 问题 (19.16) 的 解 . 这 里 ， 考 虑 到 U(z,p) 的 具体 形 
式 ， 积 分 路 径 上 应 该 取 为 在 右 半 平面 上 的 一 条 平行 于 虚 轴 的 无 穷 
直线 ， Rep > 0( 这 是 为 了 保证 在 工 之 右 象 函数 无 奇 点 ) 

现在 我 们 用 留 数 定理 来 计算 这 个 积分 被 积 函数 在 左 半 平 面 
内 有 无 穷 多 个 奇 点 ， 它 们 是 p=0 和 cosh VE 的 零点 ， 即 


2 
Bin aes TE e Bs age es: 
K 2 2l 


而 且 全 都 是 一 阶 极点 . 容易 求 出 被 积 函 数 在 奇 点 p = 0 处 的 留 数 为 
uo ， 而 在 其 余 奇 点 处 的 留 数 为 


p=- (23H) 
poate l in MTL ee - (14r) nt 
n In+1 21 4 2 
所 以 ， 最 后 就 求 得 
(x,t) =u ay toe 
be r iat 
x exp | (225) y (19.24) 


不 难 验 证 ， 这 个 解 的 形式 和 用 分 离 变 基 法 得 到 的 结果 完全 相同 . 

从 以 上 的 求解 过 程 可 以 看 出 ,用 Laplace 变换 求解 偏 微分 方程 
定 解 问 题 还 有 一 个 优点 ， 这 就 是 不 必 将 非 齐 次 的 边界 条 件 齐 次 化 
(尽管 在 这 个 例子 中 ,边界 条 件 的 齐 次 化 是 十 分 容易 的 ) ， 因 为 这 时 
原 有 的 偏 微分 方程 定 解 问题 的 非 齐 次 边界 条 件 将 转化 为 常 微 分 方 
程 的 非 齐 次 边界 条 件 (当然 ， 这 是 因为 原来 的 问题 只 是 两 个 自 变量 
的 问题 ) ， 这 并 不 会 带 来 原则 的 困难 . 

对 于 这 个 例子 ,也 还 可 以 用 别 的 方法 求 反 演 . 为 此 ， 可 将 象 函 
数 展 开 为 


a oon Vel {1+ 00[-2/ 24) 

x { exp [ Zu -2)] + one [= yZ- } 
oO)" ep [- ani] op[- Va 
reo [- Far») 

-Den |- Zen +2] 
Žo exp |- Zen +21- 2) 

-ore |- Ees 
z Oy exp |- Zn - a). 


利用 Laplace 变换 的 反 演 公式 ( 见 例 10.8) 


1 -ayp _: Q 
一 e = erfc 一 一 ， 19.25 
A ( ) 
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其 中 


erfc r = v [ e`% dr (19.26) 
称 为 余 误 差 函 数 ， 就 可 以 得 到 定 解 问题 (19.16) 的 另 一 种 形式 的 解 
u(x,t) = uo =H “erfc Ta Sok uo > ) erfc a . (19.27) 


当然 ， a 就 保证 了 这 两 个 不 同 
形式 的 解 实际 上 是 相等 的 ， 由 余 误 差 图 数 的 有 关公 式 也 可 以 将 解 
A (19.24) 化 为 09.27). 但 是 ， 从 数值 计算 的 角度 看 ,这 两 个 不 同形 ， 
式 的 解 有 各 和 目的 最 佳 适用 范围 . 解 式 (19.24) 主要 适用 于 上 大 时 ,， 因 
为 函数 exp {一 [(2n + 1)7/2l]? xt} 很 快 地 趋 于 0， 在 (19.24) 的 级 数 
中 只 要 取 很 少 几 项 就 可 以 达到 足够 的 精度 ; 解 式 (19.27) 更 适用 于 
t 小 时 ， 因 为 这 时 余 误 差 函 数 erfc(2nl +z)/2Vat 和 erfc(2nl — x) /2/xt 
中 的 宗 基 很 大 ， 由 余 误 差 函 数 的 定义 (19.26) 式 就 可 以 看 出 ， 它 们 
也 将 很 快 地 趋 于 0. 


19.2 Fourier 变 换 


Fourier 变换 可 对 空间 变 其 进行. 根据 空间 变 基 的 变化 区 间 ， 
可 以 选用 Fourier 变换 (包括 正弦 变换 和 余弦 变换 ) 或 有 限 正 弦 、 余 
KER. 例如 ， 对 于 无 界 区 间 (-co, co) 上 的 函数 f(z) ， 如 果 在 任 
意 有 限 区 间 上 只 有 有 限 个 极 大 极 小 和 有 限 个 第 一 类 间断 点 ， 且 积 


分 [ f(z)dz 绝对 收敛 ， 则 它 的 Fourier 变换 存在 ， 


F(k) = a J i f(x)je'** de, (19.28) 
而 逆 变 换 ( 反 演 ) 是 
f(z) = 去 | PCDeedk (19.29) 


这 里 的 Fourier 变换 和 六 变换 的 形式 可 能 和 读者 邵 悉 的 形式 略 有 不 
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同 . (19.28) 和 (19.20) 的 形式 更 加 对 称 ， 更 多 地 为 物理 学 所 采用 . 
如 果 f(x) 是 定义 在 半 无 界 区 间 [0, 00) 上， 则 可 根据 z = 0 端 边界 
条 件 的 不 同类 型 ， 选 用 正弦 变换 


F(k) = et f(x) sin krdz, (19.30) 
faj = ‘an F(k) sin krdk, (19.31) 
0 


F(k) = ‘on f(x) cos kardz, (19.32) 
"Jo 
r) = EI F(k) cos kzdk. (19.33) 


如 果 f(z) 是 定义 在 有 界 区 间 上 ， 则 应 采用 有 限 正弦 或 余弦 变换 . 

这 一 节 介 绍 无 界 空间 上 的 Fourier 变换 . 为 了 将 Fourier 变换 应 
用 于 求解 偏 微分 方程 定 解 问题 ， 当 然 就 要 涉及 泪 数 的 一 、 二 阶 导数 
的 Fourier 变换 . i f(r) 的 Fourier 变换 存在 ， 并 且 引 进 记 号 


Fi) = J ji dr = 7 [F(2)], (19.34) 


或 余弦 变换 


于 是 ， 


= | P(zJerikzdz 
1 PE ba ik oF —ikr 
= eta “| +e | FUzJerikzdz， 


由 于 积分 f foa 绝对 收敛 ， 就 一 定 有 lim fle) =0， 所 以 


7l f(r)e ”dz 


—ikz 
E ml! FUzJe-ikzdz 
ikF(k) = ike [fur (19.35) 


Z [f (2) 
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更 进一步 ， 当 然 就 有 
UF (2) = -ke ifla). (19.36) 


下 面 就 用 Fourier 变换 来 求解 上 一 节 的 例 19.1 和 例 19.2. 对 于 
例 19.1 ， 即 定 解 问题 (19.1) ， 可 以 假设 u(x,t) 的 Fourier 变换 存在 ， 


U(k,t) = = i < u(x, De dn (19.37) 
并 设 
F(k,t) = | i f(z, te dz， (19.38) 
这 样 ， 在 作 Fourier 变换 后 ， 定 解 问题 (19.1) 就 变 为 
WRH + xk?U(k,t) = F(k,t), (19.39a) 
U(k,t)|,_, =9, (19.39b) 
用 常数 变易 法 求解 这 个 一 阶 常 微分 方程 的 初 值 问题 ， 就 得 到 
U(k,t) = ES [ F(k, re "dr. (19.40) 
再 求 反 演 ， 
th. ii ikr 
u(z,t) = Taz / g U(k, t)e** dk 


er | 了 下 Te 一 kk (t-r) oike F 
= f | [re ak) ar. 
利用 (4.29) 式 的 结果 ， 可 以 算出 


1 í —«k?(t-r) ikz dk 1 一 kk2z(t 一 7) krdk 
= e e = a e COS KX 


1 x? 
~ \fantt—r) Eee 
再 利用 有 
人 ikr 
f(z, t) = ae | ro dk, 
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根据 Fourier 变换 的 卷 积 公式 (请 读者 自己 证 明 ) ， 
F [hi (x)).F [fe(x)] = z| J. fil) f(x — oae i (19.41) 
就 能 最 后 得 到 


/i fn) oo 
ued = | (去 ee aT re P| Se 
1 fe (x - £) dr 
dl [f nena- Erle} Te aaa 


这 和 上 一 节 中 得 到 的 解 式 (19.11) 的 形式 完全 一 样 . 从 解法 上 看 ， 
Fourier 变换 的 反 演 问题 似乎 要 比 Laplace 变换 简单 一 些 ， 因 为 往往 
不 需要 用 留 数 定理 来 计算 反 演 中 出 现 的 定 积分 . 就 这 个 例子 而 言 ， 
两 种 方法 都 要 用 到 卷 积 公式 . 

再 来 解 无 界 弦 上 的 自由 振动 问题 ， 定 解 问题 见 (19.12) 式 . 15 
设 u(x,t) 的 Fourier JHF E, 


U(k,t) = = l ulz, t)e** dz, (19.43) 
并 设 
Slk) = 地 J ” daje "dr, (19.44) 
W(k) = = J ~ plaje dz, (19.45) 
于 是 ， 在 作 Fourier 变换 后 ， 定 解 问题 (19.12) 就 变 为 
ane + k?a°U(k,t) = 0, (19.46a) 
U(k,t)| o =(k),  U(k,t)|,_o = Wk). (19.46b) 
这 是 一 个 二 阶 常 微分 方程 的 初 值 问题 ， 解 之 即 得 
U(k,t) = (k) coskat + (ky Saat (19.47) 
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根据 Fourier a“ 就 可 以 求 出 


u(x, t) Tae F [øc cos kat + W(k) nat) 
= j #(k) cos kat e'** dk 
= a f. (k) [et +0 T dk 
= ; Ce + at) + (x - at)| i 
类 似 地 ， 还 有 


az” pinkat eke Jk 
= = z P(k) | J oe karar! e'** dk 
-[ a Fiz 三 Yk) cos kar a dr 
= sf [wz + ar) + (x —ar)|dr 
=> J 7 (6)dk， 
代入 上 面 的 结果 ， 最 后 就 得 到 
u(e,t) = 5[o(e+ at) + 9(z — at)| + 元 / wg 


这 当然 和 用 Laplace 变换 得 到 的 形式 完全 一 样 . 


19.3 “” 半 无 界 空间 的 情形 


对 于 半 无 界 空间 ， 可 以 考虑 选用 正弦 变换 或 余弦 变换 . 


设 在 正弦 变换 下 ， 


kr ap 


(19.48) 
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F(k) = Er f(r)sin krdz, (19.49) 
0 


是 
er f'(x) sin krdr 
T Jo | 
一 E REGN 一 kf f(e)coskede 
0 0 
= J f f(z) cos krdz, (19.50) 
2 
/2/ f (x)sin krdz 
0 
ver 
= —4/ 一 大 f (x) cos kadx 
T Jo 
m -2 le) co kz| + kf f(z)sin kode 
n 0 0 


一 2a — k’ F(k). (19.51) 


由 此 可 见 ， 对 于 二 阶 偏 微分 方程 的 定 解 问题 , 则 只 有 当 定 解 问题 中 

仅 出 现 未 知 函 数 及 其 二 阶 偏 导数 ， 且 在 半 无 界 空间 的 z = 0 端 给 出 

的 是 第 一 类 边界 条 件 时 ， 才 可 以 选用 正弦 变换 . 
同样 ， 对 于 余弦 变换 


G(k) = et g(x) coskxdr, (19.52) 
也 有 
Er g (xz)coskrdr = — /2s0 十 E f g(x) sin krdz, 
T Jo n T Jo 


(19.53) 


E f wz)eosktzdz = - ED ~G(k), (19.54) 
rid 0 T 


所 以 ,如 有 果 还 限于 上 面 的 约定 ， 则 只 有 当 定 解 间 题 中 仅 出 现 未 知 函 


于 
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数 及 其 二 阶 偏 导数 ， 而 且 在 > = 0 端 给 出 的 是 第 二 类 边界 条 件 时 ， 
才 可 以 选用 余弦 变换 . 

在 明确 了 正弦 变换 和 余弦 变换 的 选用 原则 之 后 ， 现 在 我 们 可 
以 着 手 讨 论 下 一 个 例题 了 . 

例 19.4 求解 半 无 界 杆 的 热传导 问题 


2 
Ka-3 = f(z,t), 0<z<oo，t>0; (19.55a) 


ul _, = uo, t > 0; (19.55b) 
ul _, = 9, 0 <z < co， (19.55c) 
其 中 wo 为 常数 . 


解 显然 ， 现 在 应 该 用 正弦 变换 . 


U(k,t) = 4 [u(z,t)] = Lif as u(x,t)sin krdz, (19.56) 


E aa t) | = EI - t) 一 一 一 sin krdr 
= Zt — k°U(k, t). (19.57) 


于 是 ， 在 经 过 Fourier 变换 后 ， 定 解 问题 (19.54) 就 转化 为 一 阶 常 微 
分 方程 的 初 值 问 题 


则 有 


+ «k’U(k,t) = E (19.58a) 
U(k,t)| _, = 0, (19.58b) 

解 得 
U(k,t) = EL [ ee), (19.59) 

所 以 


210 1 


u(x,t) = Pa : zh se" | sin kz dk. 
代入 (10.29) 和 (10.41) 式 的 结果 ， 
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sin kz n 
——dk = 一 ， 
| er 
OO, rj2vVrt 
J 人 kr ek? tap = ve | en © d, 
0 k 0 
就 得 到 


ue.) =1- J f e7% dg = erfe z7 
这 个 定 解 问题 显然 相当 于 例 19.3 W o eo 的 情形 . 将 该 定 解 问题 
的 解 (19.27) 取 极 限 ! 一 ce ， 因 为 级 数 中 只 有 一 项 不 为 0 ， 工 即 就 
可 以 得 到 这 个 结果 . 
再 讨论 一 个 上 半 平 面 内 的 稳定 问题 . 由 于 定 解 问题 与 时 间 无 
关 ， 所 以 ， 如 果 可 能 的 话 ， 一 般 应 先 考虑 作 Fourier 变换 . 
例 19.5 求解 半 无 界 空间 的 稳定 问题 


(19.60) 


u Ou 
an? + Bi = —-wo<r<o, y>0; (19.61a) 
wu a” f(z), 一 0o < T<. (19.61b) 


解 显然， 本题 仍 应 该 用 正弦 变换 . 设 


U(x,k) =F [u(x, y)| = ‘an u(z,y) sin ky dy, 
0 
: 7 | oe val jo) = Er ove y) ——~ sin krdz 


= 2) — k?U(2,y). (19.63) 
于 是 ， 在 经 过 Fourier 变换 后 ， 定 解 问题 (19.61) 就 转化 为 求 无 界 区 


fa] -ece<z<co 上 


ep — k°U(k,t) = Var (19.64) 


的 有 界 解 . 再 利用 例 11.11 WAR, A 


(19.62) 
则 有 
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U(z,k) = zl. er-klz-z | f(r) da’. (19.65) 


后 ， REE ANWR RAL 就 可 以 求 得 


u(z,y) = Jm ix Cree “f(a Nee sin kydk 
-if x f(a if | sin kya da’ 


_y o fD) as 
=4 三 人 dz’. (19.66) 


这 正 是 上 半 平 面 的 Poisson 公式 ( 见 (3.44b) 式 ) . 


19.4 ”关于 积分 变换 的 一 般 讨 论 


以 上 介绍 了 两 类 积分 变换 (Laplace 变换 和 Fourier 变换 ， 包 括 
Fourier 变换 的 另外 两 种 特殊 形式 ， 正弦 变换 和 余弦 变换 ) 在 求解 偏 
微分 方程 定 解 问 题 中 的 应 用 . 我 们 可 以 把 这 些 变换 统一 写成 


b 
F(k) = / K(k, £) f(z)dz, (19.67) 


它 把 自 变量 cefa, bl( 这 里 的 z 也 可 以 代表 时 间 ) 的 函数 f(z) 变换 
为 复 变 基 大 的 函数 F), HP K(k, 2) 是 积分 变换 的 核 ， 


Laplace 变换 K(k,r) =e **, 0 < z < oo; (19.68a) 

Fourier 变换 K(k, rz) =e **, 一 co < T < 00; (19.68b) 

正弦 变换 K(k, x) = sin kz, 0 < z < oo; (19.68c) 

余弦 变换 K(k, x) = cos kz, 0 < z < oo， (19.68d) 
其 他 还 有 

Hankel 变换 K(k, x)= zJn(kz), O<2< ov; (19.68e) 

Mellin 变换 K(k, x) = 2", 0<z < oo. (19.68f) 
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就 一 个 具体 的 偏 微分 方程 为 了 叙述 的 方便 ， 不 妨 仍 限于 二 阶 偏 微 
分 方程 ) 定 解 问题 而 言 ， 到 底 应 当选 用 哪 一 种 积分 变换 ， 不 外 乎 要 
考虑 以 下 几 个 原则 : 

原则 1 We 
K. .具体 说 来 ， 如 果 自 变 基 的 变化 区 间 是 (-co, 00), MA, FEE 
述 这 几 种 变换 中 ， 就 只 可 能 考虑 选用 Fourier 如 果 自 变革 的 
”变化 区 间 是 [0, oo) ， 则 其 他 几 种 积分 变换 都 可 以 考虑 . 

原则 2 根据 对 于 未 知 函 数 性 质 的 了 解 ， 特 别 是 函数 在 z 一 
(+)oo 的 行为 ， 判 断 该 种 积分 变换 是 否 存 在 . 这 里 需要 担 到， 对 于 
Laplace 变换 ， 变 换 的 核 是 e** ， 因 此 对 f(z) 的 要 求 较 低 ， 甚 至 可 
以 允许 zx > œ 时 f(z) 是 发 散 的 ; Hankel 变换 的 核 是 训 减 振荡 函 
数 ， 对 f(z) 的 要 求 也 不 高 ， Fourier 变换 、 正 弦 变 换 和 余弦 变换 的 
核 是 周期 等 幅 振 荡 函 数 ， 因 此 要 求 z 一 (+)oo 时 f(r) +0; Mellin 
变换 对 函数 f(z) 的 要 求 最 高 ， 因 为 它 的 变换 核 是 桥 函 数 r. 

原则 3 RAK f(z) 及 其 导数 O(c) 在 该 变换 下 有 简单 的 
代数 关系 .例如 ， Laplace 变换 和 Fourier 变换 都 满足 这 个 要 求 . 
对 于 正弦 变换 和 余弦 变换 ， 只 有 项 数 的 偶数 阶 导 数 (例如 f"(z)) 的 
换 式 才 能 表示 成 F(k) 的 线性 函数 ( 见 (19.51) 和 (19.54) sR), PAR 
的 奇数 阶 导 数 却 不 能 如 此 (R, (19.50) 和 (19.53) 式 ) KH, RAE 
解 问 题 只 涉及 未 知 函 数 及 其 对 该 自 变 量 的 偶数 阶 伪 导 数 时 ， 才 可 
以 选用 正弦 或 余弦 变换 . 更 具体 地 说 ,对 于 热传导 方程 ， 尽管 时 间 
t 的 变化 范围 是 [0, oo) ， 与 正弦 或 余弦 变换 的 要 求 一 致 ， 但 由 于 方 
程 中 只 出 现 未 知 函 数 对 t 的 一 阶 偏 导数 ， 所 以 就 无 法 应 用 这 两 种 变 
换 . 对 于 波动 方程 ， 只 要 方程 中 不 出 现 对 t 的 一 阶 偏 导数 (相当 于 
在 物理 上 要 求 无 阻尼 ) ， 那 么 ， 在 原则 上 ， 至 少 从 这 一 条 要 求 看 ， 
还 是 许可 对 时 间 变 基 t 作 正 弦 或 余弦 变换 的 ， 

原则 4 在 满足 原则 3 的 基础 上 上， 函数 及 其 导数 在 该 变换 下 
存在 简单 的 代数 关系 ， 那么 ， 在 这 种 代数 关系 中 ,不 可 避免 地 会 出 
现 函数 及 其 低 阶 导数 的 特殊 值 . 当然 ， 要 能 成 功 地 实现 该 变换 ， 
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必须 要 求 这 些 特殊 值 已 知 ， 更 明确 地 说 ， 就 要 求 这 些 特 殊 值 正好 
由 定 解 问题 中 的 定 解 条 件 给 出 具体 说 来 ， 对 于 Laplace 变换 ， 要 
求 初 始 条 件 型 的 定 解 条 件 ， 即 如 果 要 求 给 出 函数 导数 的 特殊 值 的 
话 ， 一 定 是 函数 及 其 导数 在 同一 点 的 数值 . 而 对 于 其 他 各 种 积分 变 
换 ， 要 求 的 边界 条 件 型 的 定 解 条 件 . 
应 该 说 ， 上 面 的 原则 3 还 只 是 适用 于 常 系数 的 微分 方程 ， 如 

果 我 们 讨论 的 变 系数 的 偏 微分 方程 定 解 问题 , 那么 , 这 一 条 还 需要 
修改 . 例如 ， 对 于 偏 微分 方程 

[Li(z) + Lo(y)]u(x,y) = f(z£,y), 
其 中 Llr) 和 Lly) 分 别 是 z M y 的 (二 阶 ) 微分 算 符 ， 假 定 算 符 
Li(z) 中 的 系数 都 是 z 的 实 函 数 ， 再 设 ul, y) 也 是 实 函 数 ， 则 积分 
变换 

| K(k, z)u(z,y)dx = U(k. y) (19.69) 
<P> 方程 变 为 

J K(k, x)f(z,y)dz 


b b 
= | Kare las +L) | K(k zule Wa 


a 


Rp 


b 
J [Mi (x) K(k, x) | u(x, y)dz + La(y)U(k, y) = F(k,y), (19.70) 


其 中 Mi(z) EAA Li(zx) 的 伴 算 符 .为 了 保证 方程 19.70) 是 关于 
U(k,y) 的 微分 方程 ， Mi(z) K(k, x) 必须 与 K(k,zx) 成 正比 ， 
Mi(r)K(k,2) = AK (k, 2). (19.71) 
这 样 ， 就 限定 了 我 们 所 能 选择 的 变换 核 K(k, zx) ， 例 如， 在 柱 坐 标 
系 求解 Laplace 方程 或 Poisson 方程 时 ， 对 于 径 向 变 基 ”~ ， 就 只 能 选 
用 Hankel 变换 . 
下 面 就 举 一 个 应 用 Hankel 变换 的 例子 . 
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例 19.6 ”应 用 Hankel 变换 求解 带电 导体 圆 盘 的 静电 势 问 题 . 

解 这 个 问题 在 16.8 节 中 已 经 讨论 过 .当时 在 旋转 扁 椭 球 坐 
标 系 下 得 到 了 这 个 问题 的 解 . 对 于 这 个 坐标 系 ， 用 的 较 少 , 读者 不 
KAR. 比较 通用 的 办 法 是 采用 大 家 都 比较 熟悉 的 柱 坐 标 系 . 这 
时 ， 定 解 问题 便 是 


2 (ro) +o = 0, 0<r<co,z>0; (19.72a) 
u| _, AT. ul, 一 0; (19.72b) 
4|,_, = Uo, r<a; (19.72c) 
au =0, r >a; (19.72d) 
Oz z=0 ; 
ul 70. (19.72e) 
所 谓 Hankel 变换 ， 即 是 令 
U(p, z) = J u(r, z)Jo(pr)rdr. (19.73) 
0 
容易 证 明 ， 在 边界 条 件 (19.72b) 之 下 ， 
J 12 (r=) Jo(pr)rdr = —p*U (p, z). (19.74) 
所 以 ， 方 程 (19.72a) 和 边界 条 件 (19.72b) 就 变换 为 
2) UGG: (19.75a) 
同样 ， 边 界 条 件 (19.72) 就 变换 为 
U(p, z) + 0. (19.75b) 


解 之 即 得 

U(p, z) = A(p)e ”. 
现在 的 问题 是 ， 难 以 将 平面 2 = 0 上 的 边界 条 件 (19.72c) 和 (19.72d) 
也 代入 变换 (19.73) ， 因 为 这 一 组 边界 条 件 给 出 的 是 <r <a 时 
o 的 数值 和 + > a 时 SE] 。 的 数值 ， 这样， 就 只 得 先 求 反 


u(r, z) 
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演 ， 而 得 到 了 定 解 问题 (19.72) 的 积分 形式 的 解 
u(r, 2) =/ A(p)e ?* Jo(pr)pdp. (19.76) 


下 面 的 问题 便 是 要 设法 定 出 函数 Ap. 为 此 ， 可 以 将 (19.76) RHR 
入 边界 条 件 (19.72c) 和 (19.72d) ， 得 到 一 对 方程 


I 4(p)Jo(pr)pdp = uo, 0<r<a; 
0 


关于 这 种 从 一 对 (A Bessel 函数 的 积分 ) TTF PR Alp) 的 问 
题 ， 参 考 书目 [13] 中 给 出 了 某 些 特殊 情形 下 的 解 ( 见 该 书 第 二 册 ， 
87~ 89 页 ) ， 例 如 ， 方 程 组 


f Aokou ee. 
Q 


[ t f(t)Ju(zt)dt = g(z), 0<z<1， 
0 


| tonen = 0 r>l 
0 
的 解 就 是 
ei? 
f(t) = T (a/®) 


1 1 
x festa)ae segyG- 风 "dy 
0 0 


所 以 ， 就 能 定 出 


_ 2uo sinap 
A(p) = r 


所 以 ， 带 电导 体 圆 盘 的 静电 势 就 是 
U(r, z)= ma | cP Jo(pr)—— dp, (19.77) 
以 上 讨论 的 都 是 无 界 或 半 无 界 区 间 上 的 积分 变换 ， 它 们 的 共 


同 特 点 是 复 变量 & 的 取 值 也 是 连续 的 ， 表 现 为 逆 变 换 ( 反 演 公式 ) 
也 都 是 对 的 积分 . 在 实用 中 还 有 有 界 区 间 上 的 积分 变换 ， 由 于 
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这 时 的 大 只 能 取 离 散 值 ， 所 以 可 以 把 变换 核 记 为 Kn,(z) . 例如 ， 常 
见 的 有 界 区 间 上 的 积分 变换 有 
有 限 正弦 变换 K,(z) =sinnz, n=1,2,3,---, 0 
有 限 余 弦 变 换 6OKa(x)=cosnz, n=0,1,2,---, 0 
Legendre 变换 Kn(z)=Pa(x), n=0,1,2,---, -l<2r<l. 
可 以 看 出 ， 这 些 积分 变换 的 核 恰 好 就 是 定义 在 各 自 区 间 上 的 本 征 
函数 . 所 以 ， 在 应 用 这 些 变 换 求解 偏 微分 方程 的 定 解 问题 时 ， 和 分 
离 变 基 法 并 没有 什么 原则 的 差别 ， 得 到 的 解 的 形式 也 会 和 分 离 变 


A A 


<r 
入 Z 入 Ti 


*19.5 “小 波 变换 简介 


“小 波 分 析 ”， 是 近年 来 发 展 起 来 的 一 个 比较 新 的 理论 课题 和 
应 用 数学 方法 . 小 波 ， 作 为 表示 函数 的 一 种 新 的 基 ， 作 为 时 间 一 频 
率 分 析 的 一 种 技术 , 也 已 经 形成 为 一 个 新 的 数学 学 科 ， 而且， 还 处 
在 迅速 发 展 的 过 程 之 中 ， 本 节 只 能 从 积分 变换 的 角度 ， 对 小 波 变 
换 作 一 个 入 门 性 的 介绍 . 准确 地 说 ， 小 波 分 析 目 前 包括 两 部 分 ， 即 
“积分 小 波 变换 ”和 “小 波 级 数 ”. 

先 分 析 一 下 传统 的 Fourier BHR. 大 家 知道 ， 在 (-co, œ) LE 
义 了 一 个 函数 f(t), 5 ja 满足 一 定 条 件 ， 则 它 的 Fourier 变换 


F(w) = z. f(t)e dt (19.78a) 
以 及 道 变换 
f(t) = = L F(wje” tdw (19.78b) 


都 存在 . 通常 , 变 基 t 代表 时 间 ，w 代表 频率 Fw) 就 给 出 了 信和 号 
f(t) 的 频谱 .从 Fourier 变换 的 公式 就 可 以 看 出 ， 为 了 研究 一 个 信 
号 的 频谱 特性 ， 必 须 检 测 出 信号 在 (oo, oo) 的 整个 时 间 范 围 内 的 
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全 部 变化 情况 ， 甚 至 包括 将 来 的 变化 . 除了 纯 理 论 的 研究 外 , TER 
用 上 这 是 很 难 做 到 的 . 另 一 方面 ， 如 果 信 和 号 在 某 一 时 刻 (的 小 邻 域 
内 ) 发 生 了 变化 , 那么 , 整个 频谱 都 会 受到 影响 . 作为 一 个 极端 的 情 
形 ， 只 出 现在 to 时 刻 的 脉冲 信号 5(t -to) ， 其 频谱 是 e t/a ， 
就 覆盖 了 全 部 频率 范围 . 

为 了 弥补 Fourier 变换 的 不 足 , 早 在 半 个 世纪 前 , 就 有 人 提出 过 
“HIA” Fourier 变换 , 通过 引进 时 间 局 部 化 的 “ 窗 函 数 ”go (t 一 4b) ， 
使 得 我 们 可 以 选择 任意 一 个 时 段 (以 上 = 时刻 为 中 心 的 一 定 宽度 
范围 内 ) 的 信号 ， 而 且 ， 通 过 观测 信和 号 在 某 一 频率 附近 的 频谱 就 可 
以 获得 此 信和 号 的 足够 精确 的 信息 . 而 后 平移 窗 函 数 ， 即 改变 5 ， 就 
可 以 覆盖 整个 时 域 . Gauss 型 的 函数 就 是 一 个 这 样 的 窗 函 数 . 由 
于 Gauss 型 函数 


ga(t) = zf aa] 
的 Fourier 变换 
1 j 1 t? —iwt E 1 —aw? 
se | zrl- ot es 5 (19.79) 
仍然 是 Gauss 型 的 函数 ， 所 以 ， 根 据 Fourier 变换 的 卷 积 公式 


| fi(t)fa(te"™*dt = | Fle ~ dé, (49.800) 


— 00 


= J ” Ae tdt = Fi(w), (19.80b) 
= J ~ pedt = Fa(w), (19.80c) 


对 于 任意 函数 f(t) ， 就 有 
| i f(t)ga(t ~ bje dt 
万 J F(E)e7 ie Hg ae)" qe, (19.81) 
其 中 ， Fw) 是 f(t) 的 Fourier 变换 ， 
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F(w) = z J j f(t)e ‘dt. (19.82) 


对 于 这 个 结果 ， 可 以 把 (19.81) 式 的 左 端 理解 为 函数 galt- b)e* 和 
f(t) 的 内 积 


(t-t, £0) = [oat we] sear, 
而 右 端 则 是 它们 的 变换 的 内 积 ， 
1 i(w—é)b 一 afw 一 6)2 _ = i(w—é)b —a(w—€)? 
(pee e , F(é) ) =| [se e £ | F(é)dé. 
这 个 结果 不 过 是 更 普遍 的 Parseval 方程 ( 见 18.1 与 18.2 节 ) 


(fi(t), f2(t)) = (Fi(é), F2(é€)) (19.83) 


的 一 个 特例 ， 从 物理 上 看 ， 由 于 函数 galt- b) 在 t=6 处 有 一 个 尖 
锐 的 峰 ， 


lim golt — b) = 6(t — b), 
所 以 ， 在 (19.81) AP, MF Act RA) BY OT EER ot = 6 附近 ， 
而 对 于 右 端 积分 的 贡献 则 主要 来 自 上 = w PA. aR. fas 
f 昌 在 上 = 时 刻 的 信息 可 以 通过 在 频率 上 = w 附近 观测 这 个 信号 
的 频谱 而 得 到 ， 可 以 把 (19.81) 式 的 右 端 改写 为 


(z=) | F(€)g1/(4a)(€ — w)e dé, 


(19.81) AEA, HAR galt) 为 信号 的 时 间 窗 函数 ， 则 giaa lt) 为 
相应 的 频谱 的 频率 窗 函 数 . 不 妨 定义 
ts = {9a(t);tgalt)) = f tlga(t)| dt (19.84) 


为 Ja (t) 的 中 心 . 由 于 ga lt) 为 偶 函 数 ， 所 以 to, =Q. 在 此 基础 上 ， 
可 以 进一步 定义 galt) 的 半 宽 度 
((t — Dgalt), (t — Ega (t)) 


Aga 三 4/ 一 一 一 一 一 一 一 一 一 19.85 
(ga(t), ga(t)) | 
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显然 有 


A (19.86) 
同样 ， 可 以 求 出 giua 中 心 
ao =0 (19.87) 
和 半 宽 度 
Asiaa = w (19.88) 


所 以 ， 时 间 窗 的 宽度 24,。 与 频率 窗 的 宽度 24,,,,., 的 乘积 为 党 
数 ， 


(24,,.) x (240140) ) = 2. (19.89) 
我 们 也 可 以 在 1- € FEW (6,w) RADE b- Ag <t 
b+ Agas — Ags aay SES WH Ag psa) 来 形象 化 地 表示 时 间 - 频率 
的 局 部 化 ( 见 图 19.1). ix he 

(6— Ag, b+ Aga | x [w — Ags jaa 9 + Aar se) | 

就 称 为 上 述 加 窗 Fourier 变换 的 时 间 - 频率 窗 . 时 间 窗 的 宽度 24,。 
称 为 时 间 - 频率 窗 的 宽度 ， 频 率 
窗 的 宽度 24,，,。 称 为 时 间 - 频 a 
率 窗 的 高 度 , 时 间 - 频率 窗 的 宽 
度 .高度 以 及 面积 都 是 固定 的 . 

以 上 介绍 的 是 一 种 特殊 形 
式 的 加 窗 Fourier HR, BPA BH 
数 为 Gauss 型 函数 的 加 和 窗 Fourier 
变换 , 称 为 Gabor 变换 . 也 还 可 以 
” 取 别 的 形式 的 窗 聘 数 w(t) ,如 要 b, 
K w(t) 及 tw(t) 均 平 方 可 积 (A 
此 宽度 Aw 为 有 限 值 ) ， 同 样 ， 
它 的 Fourier 变换 W (£) 及 Ew (E) 也 平方 可 积 (因而 宽度 Aw 也 为 
有 限 值 ) ， 这 样 得 到 的 加 和 窗 Fourier 变换 就 称 为 短 时 Fourier 变换 . 
Gabor 变换 当然 是 短 时 Fourier 变换 的 一 种 . 


w2 am -m e e e oe oe Á 


| 
| 
| 
| 
| 
ba 


图 19.1 Gabor 变换 的 时 间 - PEA 
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Gabor 变换 或 其 他 短 时 Fourier 变换 的 缺点 是 : 它们 的 时 间 - 
频率 窗 是 固定 的 ， 并 不 能 随 频 率 的 高 低 而 适当 地 调整 . 因为 频率 与 
单位 时 间 内 的 周期 数 成 正比 ， 所以， 理想 的 情况 是 : 要 精确 研究 高 
频 现 象 ， 就 应 当 取 罕 的 时 间 窗 ; 而 要 研究 低频 现象 ， 则 不 妨 取 较 宽 
的 时 间 窗 .因此 ， Gabor 变换 或 其 他 短 时 Fourier 变换 不 适合 于 处 
理 频 域 宽 、 变化 激烈 的 信和 号. 而 积分 小 波 变换 则 是 针对 这 类 问题 发 
展 起 来 的 . 

要 介绍 积分 小 波 变换 ， 首 先 先 要 建立 基 小 波及 小 波 的 概念 . 
如 果 h(t) 及 其 Fourier 变换 Hw) 均 为 平方 可 积 函 数 ， 宽 度 均 为 有 
限 值 ， 且 满足 相 容 性 条 件 

Ch = f Mer < 00, (19.90) 


则 称 h(t) 为 基 小 波 ， 条 件 (19.90) 意味 着 A(0)=0, BP 
/ h(t) = 0. (19.91) 


这 正 是 称 为 小 波 的 原因 . 在 建立 积分 小 波 变换 的 反 演 时 ， 需 要 用 到 
相 容 性 条 件 . 
给 出 了 基 小 波 h(t) 后 ， 通 过 平移 和 伸缩 ， 可 以 得 到 一 族 沙 数 


—*), a#0, (19.92) 


hn) = Teh ( - 
称 为 小 波 . 而 信号 f(t) 的 积分 小 波 变换 则 定义 为 
ene ere ee 
(% ,fb,a) = Ta fo" ( - ) dt = (hia; f). (19.93) 


设 函 数 A(t) 的 中 心 和 半 宽 度 分 别 为 E 和 A ， 则 函数 ho v(t) 是 
中 心 在 5+ 寻 且 半 宽度 为 jalax WARR. EE, (19.93) 式 表 示 的 
积分 小 波 变换 给 出 了 信号 f(t) 在 时 间 窗 


[b + at — |a| An, b + af + jal An] 
内 的 局 部 信息 . lal 变 小 时 时 间 窗 变 窗 ， lol 变 大 时 时 间 窗 变 宽 . 
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容易 求 出 ho,slt) 的 变换 为 


= -二 (YH) (19.94) 
AE) 的 中 心 和 半 宽 度 分 别 为 6 和 An ， 令 


Hosa (£) 


mf — č) = H(é), (19.95) 


则 nE 是 中 心 和 半 宽 度 分 别 为 0 和 An ABBR. 根据 Parseval 方 
程 ， 可 以 写 出 


Ow fba) = Vx f» “(a£ — o) F (E)E. (19.96) 


由 于 nat —@) 的 半 宽 度 为 Ar/lal ， 所 以 ， (19.96) 式 给 出 的 又 是 
H(é) 在 频率 窗 
2 An @ + 管 | 


a lal’a ld 

内 的 局 部 信息 .这样 的 时 间 - 频率 窗 就 是 
2 z W 1 Ww 1 
[b+ at — lalAn, b+ at + |ala] x E-i H, lal ian, 

宽度 为 ?la|A . 因此 ， 积 分 小 波 变 换 具 有 “变焦 ”特性 : 在 检测 高 
频 现象 ( 即 lal 小 ) 时 ， 窗 会 目 
JEE, 而 检测 低频 现象 ( 即 
lo K) 时 ， 窗 会 自动 变 宽 ( 见 
图 19.2) . 而 正 是 这 种 变焦 特 
性 , 使 得 积分 小 波 变 换 成 为 许 
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多 理论 研究 及 工程 技术 应 用 
的 有 力 工具 . 

再 进一步 , 由 信号 f(t) 的 
积分 小 波 变 换 ( yf Xb,a) {A | bi + ait by tat t 
还 可 以 重 构 f(t)( 即 反 演 ) ， 图 19.2 ”小 波 变换 的 时 间 - 频率 窗 
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ft = a | p (C S (b, a)hea(t)db Sg. (19.97) 


证 明 从 略 . 从 这 个 结果 ,就 可 以 理解 为 什么 对 基 小 波 要 加 上 相 容 性 
条 件 的 限制 . 
在 实际 应 用 中 ， 还 有 积分 小 波 变 换 的 离散 形式 . 例如 ， 通 过 


1, 0<t<1/2; 
A(t) = 4 —1, 1/2 <t < 1; (19.98) 
| 0, t<0 或 t>1 
的 二 进 制 伸缩 与 平移 ， 得 到 
hyn(t)=277R(27t—k), 5 为 任意 整数 ， (19.99) 
就 构成 一 组 正 交 归 一 基 ， 
(Rik, him) =66pm, (19.100) 


任意 一 个 平方 可 积 的 函数 f(t) 都 可 以 (在 平均 收敛 意义 下 ) 展开 为 
小 小 级 数 ， 
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f(t) = > Cj,nh;,n(t), (19.101) 
j k=— oo 
展开 系数 Cj,k 为 
Cik = (hie, f) =( 2 Ws =) È (19.102) 


小 波 分 析 及 其 应 用 是 一 门 新 兴 的 学 科 . 尽管 它 的 早期 思想 可 
以 退 溯 到 本 世纪 的 上 半 叶 , 但 是 ， 只 是 在 近 一 二 十 年 间 才 得 到 蓬勃 
的 发 展 . 据 报 导 ， 应 用 小 波 技术 ， 对 美国 联邦 调查 局 存 贮 的 三 亿 个 
指纹 进行 了 数据 压缩 ， 单 是 节约 存 贮 光盘 的 费用 就 达到 3000 万 美 
元 ,由 此 带 来 的 指纹 传输 速度 的 提高 而 得 到 的 效益 更 难以 估计 . 小 
波 分 析 已 经 或 将 要 广泛 应 用 于 信号 处 理 、 图 象 处 理 、 地 震 勘 探 、 语 
音 识别 与 合成 、 雷 达 、CT 成 象 、 机 械 故 障 诊断 等 等 科技 领域 ， 本 
节 的 介绍 完全 只 能 是 关于 小 波 分 析 的 一 点 皮毛 ， 作 者 摘编 这 个 阅 
读 材料 ， 目 的 只 是 希望 有 读者 因此 而 萌发 起 了 解 与 钻研 小 波 分 析 
的 兴趣 . 
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第 二 十 章 Green 函数 万 法 


在 “5 函数 ”一 章 中 ， 我 们 已 经 初步 接触 过 Green KRM, it 
论 了 常 微分 方程 Green 函数 的 定义 、 对 称 性 质 及 其 求法 . 在 此 基础 
上 ,本 章 将 继续 这 一 话题 ,讨论 偏 微 分 方程 定 解 问题 Green 函数 的 
概念 、 对 称 性 质 以 及 常用 的 求法 . 不 熟悉 常 微分 方程 Green HH 
读者 ， 应 当先 该 “6 OR” ARB. 

另外 , 在 本 章 中 , 还 经 常 要 用 到 Green 第 二 公式 (或 简称 Green 
公式 ) 


JSS [HOT - uryv?ur)]ar = fS [e-u] em 
K X 


其 中 f(r) = f(z,y,z), dr = drdydz, X Æ V 的 边界 面 ， 并 且 规定 外 
法 线 方向 为 正 . 这 个 公式 的 成 立 条 件 及 证 明 从 略 ， 读 者 可 参阅 高 等 
数学 教材 中 的 有 关 章 节 . 


20.1 Green ERAS. 


不 妨 先 举 一 个 静电 场 的 例子 . 设 在 无 界 空间 中 有 一 定 的 电荷 
分 布 ， 电荷 密度 为 p(7) . 这 样 ， FEM IA r = (yz) 的 体 元 dr 
内 的 电量 即 为 p(r")dr' ， 它 在 空间 7 = (z,g,z) 点 的 电势 是 

1 plr’) 
4reo |r -r'| 
现在 , 根据 电势 登 加 原理 ,把 空间 中 的 全 部 电荷 产生 的 电势 登 加 起 
来 ， 就 得 到 在 r 点 的 总 Ki 


p(7 ) 
e Ee 
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这 个 结果 说 明 ， 只 要 知道 了 单位 点 电荷 在 空间 的 电势 分 布 , 那么， 
通过 电荷 的 分 割 与 到 加 , 就 可 以 得 到 任意 电荷 分 布 时 的 电势 . 实际 
上 ， 这 种 做 法 只 不 过 是 利用 了 偏 微 分 方程 的 线性 性 质 . 

这 个 例子 的 简单 之 处 是 无 界 空间 . 如 果 是 有 界 空间 ,原则 上 仍 
然 可 以 把 空间 内 的 电荷 无 限 分 割 , 但 由 于 有 边界 条 件 的 制约 在 边 
界面 上 也 会 有 一 定 的 ( 单 层 或 偶 极 层 的 ) 感 生 面 电荷 分 布 ， 也 需要 
将 这 些 面 电荷 无 限 分 割 . 当然, 为 了 唯一 地 确定 点 电荷 的 电势 ， 又 
需要 指定 适当 的 边界 条 件 . 这 样 ， 在 有 界 空间 的 情形 下 , 我们 面临 
的 问题 就 是 : 如 何 通过 (适当 边界 条 件 下 的 ) 点 电荷 电势 的 又 加 ， 
而 给 出 任意 电荷 分 布 和 任意 边界 条 件 时 的 电势 . 这 就 是 说 , 要 用 定 
解 问题 


V’G(rir’) = -二 5 Sr), rrev (20.3a) 
适当 的 边界 条 件 (20.3b) 
的 解 G(r; r’) BOM 
V-u(r) = -=p(r), rev (20.4a) 
ul. = f(Z) (20.4b) 


的 解 ulr), ， 即 把 u(r) 用 plr), f(2) 以 及 G(rir') 表示 出 来 . 
为 此 , 我 们 将 方程 (20.3a) 和 (20.4a) ARLA ur) M Gr’), 
相 减 ， 再 在 空间 V 内 积分 ， 即 得 


JJI [u(r)V’G(r;r') - G(r; r')V’u(r)]dr 
V 
= -二 TJ [u(r)d(r — r’) — G(r; r')p(r)|dr 
nf 


= -二 hs z | J J ater irr] 


根据 Green 公式 ， 可 以 将 上 式 左 端的 体积 分 化 为 面积 分 .经 过 移 
项 、 整 理 ， 就 有 
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u(r’) = [ff G(r;r')p(r)dr 
V 


一 E0 I [u(r)VG(r; r’) — G(r;r')Vu(r)| d5. 
r 


在 上 面 的 面积 分 中 ， 第 一 项 w(r) 在 边界 面 2 上 的 数值 由 边界 条 件 
(20.4b) 给 出 , 是 已 知 的 ; G(7;7') 可 由 定 解 问题 (20.3) 求 出 , 故而 它 
的 梯度 VG(r;7') 及 其 在 边界 面 上 的 数值 当然 也 可 求 ; 第 二 项 中 ， 
Vur) 在 边界 面 上 的 数值 未 知 ， 所 以 ， 为 了 要 能 够 完成 把 ur) 用 
polr), (2) 以 及 G(rir') 表示 出 来 这 一 要 求 ， 就 必须 对 G(r;7') 加 上 
齐 次 边界 条 件 

G(r;r’)| -= 0. (20.3b) 
于 是 ， 最 后 就 得 到 


u(r’) = ||| Gr;r')p(r)dr — co || f(5)YvVGr;r')|, .dS, (20.5) 
I [fee 
或 者 把 > 和 r 对 换 一 下 ， 


u(r) = | f J G(r';r)p(r')dr’ — £o J J f(LYV'G(r';r)| ,, :dD 
Vv! = 
dd", 


(20.5') 
wil G(r';7)p(r')dr’ — eo || f(2) i (20.5") 


其 中 的 V 和 aan 表示 对 自 变量 7' 微 商 ， A D 还 是 原来 的 空 
间 区 域 和 它 的 边界 面 ， 只 不 过 是 把 它们 的 坐标 变量 改 成 了 7. 
熟悉 Green 公式 的 读者 会 对 上 面 的 做 法 提出 质疑 : Gr: r) 在 
r=r 点 肯定 是 不 连续 的 ， 根本 不 能 应 用 Green 公式 ; 上 面 得 到 的 
结果 最 多 也 只 能 是 形式 解 . 为 了 弥补 这 一 缺陷 ， 可 以 将 方程 (20.3a) 
右 端 的 电荷 密度 函数 改 为 足够 好 的 连续 函数 ， 它 在 一 定 尺度 内 明 
显 不 为 0， 而 总 电量 为 1 个 单位 (这 时 当然 就 可 以 应 用 Green 公式 
T); EKET ulr) 的 表达 式 后 再 令 这 一 尺度 趋 于 0. 这 种 做 法 正 
是 重复 了 引进 4 函数 的 极限 过 程 , 这 种 做 法 正 是 从 5 函数 倒退 回去 


5? 
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的 做 法 . 第 十 一 章 就 曾经 指出 , 引入 5 函数 的 好 处 恰恰 就 在 于 略 去 
这 种 极限 过 程 ， 恰 恰 就 在 于 可 以 把 5 函数 当成 连续 函数 来 处 理 , 因 
此 ， 在 这 个 意义 上 说 ， 上 面 得 到 的 结果 是 严格 的 ， 是 正确 的 ， 另 外 
一 种 严格 的 做 法 是 把 点 电荷 所 在 的 ” 点 的 附近 控 去 一 个 小 体积 ， 
在 这 个 新 的 空间 区 域 中 应 用 Green 公式 (必须 注意 ， 现 在 的 边界 面 
BY RRR © Zab, WAE r 点 处 的 界面 ) ， 然 后 再 令 这 个 小 体 
积 趋 于 0 ， 训 无 疑问 ， 这 样 得 到 的 结果 和 (20.5) 式 完 全 一 致 . 

以 上 通过 静电 场 的 实例 引入 了 Poisson 方程 在 第 一 类 边界 条 件 
下 (简称 Poisson 方程 的 第 一 边 值 问题 ) 的 Green 函数 . 简 言 之 ， 所 
if Green 函数 就 是 单位 点 电荷 在 齐 次 边界 条 件 下 的 电势 . 对 于 第 
二 类 或 第 三 类 边界 条 件 ， 原 则 上 也 可 以 类 似 地 讨论 . 从 数学 上 说 ， 
不 含 时 间 (稳定 问题 ) 的 偏 微分 方程 (Laplace 方程 ， Poisson 方程 ， 
”Helmholtz 方程 ……- ) 在 一 定 边界 条 件 下 的 Green 函数 就 可 以 定义 
为 一 个 特殊 的 定 解 问题 的 解 : 

o 方程 和 原来 定 解 问题 的 方程 一 样 ， 只 是 非 齐 次 项 改 为 6 函数 
(点 产 ) ; 

o 同 种 类 型 的 齐 次 边界 条 件 . 


但 是 ， 在 某 些 特殊 情形 下 ， 这 样 定义 的 Green 也 数 可 能 无 解 . 例如 
对 于 上 面 的 Poisson 方程 定 解 问题 (20.4) ， 若 边界 条 件 (20.4b) 改 为 

Putt) = f(5), (20.4b’) 
则 按照 上 面 的 讨论 ， Green 函数 G(r; r) 在 边界 面 上 必须 满足 齐 次 
的 第 二 类 边界 条 件 


DG(r;i7) | 
On E 


在 Green 公式 (20.1) F, 4 u(r) =1, e(r) =G(r;r’), WAZA 


TO | ia ne a as, 


可 是 ， 将 方程 (20.3a) 积分 ， 又 得 到 


= 0. 
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T V’G(r;r')dr = -二 . 
4 0 
这 样 ， Green ARM G(r: r) 在 边界 面 上 的 面积 分 必须 满足 
OG(r;r’) 1 
由 


显然 和 边界 条 件 (20.4b') FE. 这 说 明 ， 在 齐 次 边界 条 件 (20.4b') 
“下 , 方程 (20.4a) 一 定 无 解 ， 换 名 话说， 这 样 的 Green 函数 一 定 不 存 
在 . 在 这 种 情形 下 ， 需 要 引进 广义 的 Green 函数 . 有 兴趣 的 读者 请 
参阅 参考 书目 [1] ， 第 18.4 节 . 这 里 从 略 . 


20.2 ”稳定 问题 Green 函数 的 一 般 性 质 


建立 了 稳定 问题 的 Green 函数 概念 之 后 ， 就 需要 讨论 它 的 一 般 
性 质 : Green 函数 在 点 源 附近 的 行为 以 及 Green 函数 的 对 称 性 . 
不 妨 仍然 用 静电 场 的 语言 来 描述 Poissor 方 程 第 一 边 值 问题 的 
Green 函数 . 从 上 一 节 的 分 析 可 以 看 到 ， 在 空间 V 中 的 点 电荷 ， 必 
然 要 在 边界 面 上 产生 一 定 的 感 生 ( 面 ) 电荷 分 布 ， 从 而 使 边界 面 成 
为 等 位 面 . 当 边 界 接地 时 ， 又 会 得 有 一 部 分 电荷 流失 或 流入 ， 使 得 
边界 面 的 电势 与 地 相等 ( 取 为 0) ， 因 此， 决定 Green 函数 的 定 解 问 
题 又 可 以 等 价 (在 V 内 等 价 ) 地 写成 无 界 空间 中 的 Poisson 方程 
V’G(r;r’) = -过 
其 中 o(Z) 是 边界 面 马上 的 感 生 面 电荷 密度 .相应 地 ， (定义 在 V 
内 的 )Green 函数 G(r; r) 就 应 该 是 这 两 部 分 电荷 电势 的 人 加 : 单位 
点 电荷 5(7 — 7’) 的 电势 Gorr) 和 边界 面 上 的 感 生 电荷 on (Z) 的 电 
势 g(r;7')， 


[6(r —r’) + o(5)], (20.6) 


V2Go(r:7’) = -ir —r’), (20.7) 


Vig(rir') = -=0(E). (20.8) 
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显然 ， 方 程 (20.7) 的 解 为 


l 1 
Go(r;r’) = 一 一 一 一 一 一 ， 
) dneo |r — r'| 


FELA, Gorr) Ær =r 点 是 不 连续 的 . 对 于 方程 (20.8) ， 因 为 感 
生 电 荷 o( 上 5) 只 分 布 在 曲面 OL, APL, garir) 及 其 一 阶 偏 导数 
在 曲面 Op (特别 是 ， 在 V 内 ) 是 处 处 连续 的 . 把 这 两 部 分 综合 
起 来 ， 就 有 


(20.9) 


E E 
on ) 和 ATED jr _ r’) 


对 于 第 三 类 边界 条 件 ， 也 有 同样 的 结果 . 只 不 过 g(7;7') HR 
体 表达 式 会 得 有 所 不 同 . 

对 于 其 他 类 型 的 稳定 问题 ， 也 可 以 模仿 第 十 一 章 中 的 做 法 ， 
证 明 它 们 的 Green 函数 及 其 一 阶 偏 导 数 具 有 和 Poisson 方程 同样 的 
连续 性 质 ， 例如， Helmholtz 方程 的 Green BR, 


VG(r;r’) +k’ G(r;r') = -二 5(r -r’'), rir’ eV, (20.11a) 
Q 


+ gr; r’). (20.10) 


G(r;r’)|,. = 0. (20.11b) 
可 以 看 出 ， 除 了 7 =7' 点 外 ， Gir’) 在 了 内 是 处 处 连续 的 + 
g(r; r') = G(r;7’) ~ G(r:r’), (20.12) 


G(r;7r') 是 相应 Poisson 方程 的 Green 函数 . 根据 (20.3) Al (20.11) , 
可 以 得 到 

Vari’) + kgr; r) =k’G(r;r'), r,r EV, (20.13a) 

lri r')| = 0. (20.13b) 
由 于 方程 (20.13a) 右 端的 Grr) Æ r =r 点 是 以 1/lr -r eE 
RAR, PRU, oir’) 在 该 点 一 定 连续 (否则 Varr) 会 出 现 
6 函数 ) ， 这 就 说 明 G(r;7') 和 G(r;7') 一 样 ， 在 7 = 7 点 都 是 以 
1/Ir 一 7 的 形式 发 散 的 . 更 进一步 ，9(7;7') 的 一 阶 偏 导数 在 7 = r 
点 一 定 对 数 发 散 ， 但 由 于 Grr) 的 一 阶 偏 导数 在 该 点 是 二 阶 无 穷 
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大 ， 比 对 数 发 散 更 快 ， 所 以 ， 仍 然 可 以 说 ， Grr) M Gor) 在 
r=r' 点 的 发 散 行 为 也 还 是 一 样 的 . 

以 上 讨论 的 是 三 维 空间 中 Green 函数 在 点 源 处 的 行为 . 值得 
注意 ， 它 和 一 维 空间 中 Green 函数 的 行为 是 不 同 的 .在 第 十 一 章 
中 ， 我 们 曾经 指出 ， 一 维 空间 中 的 Green 函数 是 处 处 连续 的 ， 而 它 
的 一 阶 导 数 不 连续 . 这 是 容易 理解 的 ， 因 为 “点 源 ” 的 性 质 并 不 相 
同 , 一 维 空间 中 的 点 源 实际 上 是 三 维 空间 中 的 面 源 . 在 理解 了 一 维 
空间 和 三 维 空间 中 Green 函数 的 差异 后 ， 就 不 难 预料 ， 二 维 空 间 中 
的 Green 函数 也 应 该 表现 出 不 同 的 行为 . 

对 于 二 维 空间 中 的 Poisson 方程 第 一 边 值 问题 ， 它 的 Green KŘ 
数 G(x,y;z',y)， 是 定 解 问题 

Ee + 2 G(z,y32.y) = -i —2')d(y—y), Pare 
(x,y), (zy) €S, 
Glz yiz, y) = (20.14b) 


的 解 ， 其 中 C 是 平面 区 域 $ 的 边界 . 模仿 上 面 关 于 三 维 情形 的 讨 
论 ， 可 以 得 出 ， 这 时 的 Green 函数 G(z,y;2',y') 应 当 是 
Gla, ys2',y') = -z5 In Yer) VP + gleya, y’), (20.15) 


其 中 第 一 项 是 单位 点 电荷 在 无 界 空间 中 的 电势 (还 可 以 加 上 一 个 常 
数 ， 取 决 于 电势 零点 的 选取 ) ， 在 “点 源 ” (实际 上 是 三 维 空间 中 的 
线 源 ) i(z —2')5(y —y’) 处 是 对 数 发 散 的 ; 第 二 项 glay r, y) 是 边界 
上 的 感 生 电荷 产生 的 电势 ， 在 S 内 处 处 连续 . 

现在 再 来 讨论 Green 函数 的 对 称 性 .为 此 ， 先 考察 一 下 解 式 
(20.5') ， 容 易 发 现 这 个 结果 在 物理 上 有 费解 之 处 : 在 右 端的 体积 分 
H, Gr) 代表 ? 处 的 单位 点 电荷 在 ” 处 的 电势 , 它 乘 上 在 观测 
点 r' 处 的 电荷 ptr")dr' ， 并 对 观测 点 积分 ， 却 给 出 电荷 分 布 密度 
函数 为 plr) 时 在 r 处 的 电势 ! 对 这 个 问题 的 回答 就 要 涉及 到 Green 
函数 的 对 称 性 . 因为 ， 如 果 像 无 界 空间 的 Green 函数 那样 ， 关系 式 
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G(r';r) = G(r;r’) (20.16) 
ROL, ABA, (20.5) 式 就 能 改写 成 


u(r) = JII G(r;r')p(r’)dr’ — £o I FENG r’), dd", 


(20.5"”) 
体积 分 的 物理 意义 就 一 清二 楚 了 . 第 二 项 的 面积 分 当然 就 是 来 自 
边界 面 上 的 感 生 面 电 荷 的 贡献 . 


下 面 就 来 证 明 (20.16) 式 ， 和 第 十 一 章 中 的 做 法 一 样 ， 再 引进 
Glrir”) ， 它 满足 的 定 解 问题 当然 就 是 


V’G(r;r”) = -二 5(r =r"), rr’ eV, (20.17a) 
0 
G(r;r")|. =0. (20.17b) 


将 方程 (20.3a) 和 (20.17a) 分 别 乘 以 G(r; rr") 和 G(r; 7’), ， 相 减 ， 然 
后 在 区 域 Y 内 积分 ， 就 得 到 


JII [Grr )Y G(r; r’) — G(r; r')V°G(r; 7") | dr 
Vv 


z a II [G(r;r’")6(r — r’) — G(r3r')6(r -7") dr 


= -去 [G(r';r") — G(r";r')]. 


根据 Green 公式 ， 将 上 式 左 端的 体积 分 化 为 面积 分 ， 就 有 
G(r’; r”) _ G(r"; r’) 
= —€9 I (G(r; r")VG(r;r') — G(r; r')VG(r;r”)] .dz 
代入 边界 条 件 (20.3b) 和 (20.17b) , 立即 得 出 右 端的 面积 分 为 0. 
这 样 就 证 明了 
G(r; r”) =G(r";r’), 
将 7r” 改写 为 >” ， 这 就 是 (20.16) A. 
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如 果 是 第 三 类 边界 条 件 ， 上 面 的 结论 仍然 正确 ， 请 读者 自己 
补 上 证 明 . 

对 于 其 他 类 型 的 稳定 问题 ， 它 们 的 Green 函数 是 否 仍然 有 对 
称 关系 (20.16) ， 需 要 具体 讨论 . 从 原则 上 说 ， 这 涉及 到 Gr; r) 和 
G(r';r) 是 否 都 是 方程 (20.3a) 的 解 . 


20.3 ”三维 无 异 空间 Helmholtz 方程 的 Green HR 


在 20.1 节 中 ， 我 们 已 经 给 出 了 三 维 无 界 空间 Poisson 方程 的 
Green 函数 的 具体 形式 ， 即 (20.9) 式 ， 现 在 ， 就 再 来 求 三 维 无 界 空 
间 中 Helmholtz 方程 的 Green 函数 ， 即 在 三 维 无 界 空间 中 求解 方程 

VG(rr')+kKG(r;r') = -二 5(r 一 )， rr EV. (20.18) 


关于 无 穷 远 处 的 边界 条 件 ， 后 面 再 讨论 . 

我 们 注意 ， 方 程 (20.18) 是 一 个 非 齐 次 方程 ， 因 此 ， 可 以 按照 
求解 非 齐 次 方程 的 标准 做 法 , 或 是 先 求 出 方程 的 一 个 特 解 ， 而 将 方 
程 齐 次 化 ; 或 是 将 Grr) 按 相应 齐 次 问题 的 本 征 函 数 展开 . 这 两 
种 做 法 ,特别 是 第 三 种 做 法 , 原则 上 没有 什么 困难 ， 这 里 不 拟 作 具 
体 的 介绍 . 现在 ， 要 强调 的 是 ， 这 又 是 一 个 特殊 的 非 齐 次 方程 : 只 
Er=r 点 ， 非 齐 次 项 才 不 为 0. 同时 ， 更 重要 的 是 ， 由 于 这 是 在 
无 界 空间 ， 可 以 适当 地 安置 坐标 架 ， 以 充分 发 挥 Laplace 算 符 的 不 
变性 ， 使 问题 得 到 充分 的 简化 . 

为 此 ， 首 先 作 坐 标 平移 ， 

ESti, n=y-y, C=z-2, (20.19) 
即将 点 电荷 所 在 点 取 为 新 坐标 系 的 原点 . & Grr’) = glen), 
于 是 ， g(é,n,6) 满足 方程 

Vén I(E M C) +K IEM C) = -ZEEE (20.20) 
其 中 
3 3? a 


Véne = 9 + D + Ba 
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是 以 直角 坐标 &,7n,6 AB RE Laplace 算 符 .容易 看 出 ,方程 (20.20) 
是 旋转 不 变 的 ，g(&,n,C) 只 是 R= JVC} 47 +C HBR gE, n) = 
AR). 因此， 如 果 将 直角 坐标 系 (EnO 转换 为 球 坐 标 系 ， 则 方程 
(20.20) EA R40 点 处 的 齐 次 方程 

1 d [,2df(R) 

RaR [a dR 

(原因 是 在 在 R =0 点 只 存在 单 侧 导数 ) 以 及 R =0 点 处 的 边界 条 
(FER =0 点 处 有 一 单位 点 电荷 ) . 容易 看 出 ， 方 程 (20.21) EF 
阶 球 Bessel 方程 ， 它 的 通 解 是 © 


| +k? F(R) =0 (20.21) 


ikR —ik 
f(R) = Alk) $ B (20.22) 


现在 就 根据 R=0 和 无 穷 远 处 的 边界 条 件 定 出 常数 A(k) Al B(k) . 
先 讨 论 无 穷 远 处 . 考虑 到 Helmholtz 方程 的 实际 背景 ， 比 如 说 ， 它 
是 由 波动 方程 经 过 分 离 变 其 (分 离 去 时 间 部 分 ) 得 到 的 . 这 时 ， 作 
为 一 个 例子 ， 假 设 要 求 得 到 的 解 在 无 穷 远 处 为 发 散 波 . 取 时 间 因 
子 为 e-“: W (20.22) 中 的 第 一 项 为 发 散 波 ， 第 二 项 为 会 聚 波 ， 所 
以 ， 应 该 有 Bk) =0. 剩 下 的 常数 Ak) 就 应 该 由 R=0 处 的 边界 
条 件 决定 ， 更 准确 地 说 ， 由 R=0 处 点 源 的 强度 决定 . 注意 ， 这 时 
并 不 能 直接 将 (20.22) 式 代入 (20.20) 而 定 出 4(k) ， 原 因 是 (R) 或 
gE n, c) 在 R=0 处 的 导数 并 不 存在 . 另 一 方面 ， 我 们 已 经 约定 ， 
凡是 涉及 65 函数 的 等 式 都 应 该 从 积分 意义 下 去 理解 . 于 是 , 很 自然 
地 ， 应 当 将 方程 (20.20) 在 R=0 附近 的 小 体积 内 积分 ， 


| | | Vin cd (R)dédnd¢ + k? J J f(R)d€dnd¢ = -= (20.23) 
左 端 第 一 项 的 体积 分 应 当 化 为 面积 分 


© 如 果 作 变换 f(R) = w(R)/R ， 则 方程 (20.21) 化 为 
w” (R) + k?w(R) = 0. 
也 容易 写 出 通 解 . 
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JJ] Terst eon = ff [Vent] :上 


因为 这 样 就 可 以 回避 掉 在 R= 0 点 的 求 导 问题 . 取 这 个 小 体积 为 
以 R=0 点 为 球 心 ，p 为 半径 的 球体 ， 则 


J f J Vén f(R)dgdndç = / l [Ven f(R)] -dD 


= df(R) p2; 
= J -IR R singdødø| _ 


= —4rA(k)(1 ~ ikp)e’*?. 
第 二 项 的 体积 分 可 以 直接 算出 ， 
J | f(R)dédnd¢ = 4r A(k) f ” MR RAR 
= 4nA(k) [ev sgj ikpe™*? | 8 
将 这 些 结果 代 回 到 (20.23) 式 ， 就 有 
— 47 A(k) = -二 ， 


FELA, Alk) = 1/4reo ， 与 上 无关. 这样， 最 后 就 求 出 了 三 维 无 界 
空间 Helmholtz 方程 的 Green 函数 


ikR 
g& m0) = f(R) = >. (20.24) 
或 
ikir-r'| 
Gite jes (20.25) 


Areo |r -r'| 
“4 k= 0 时 ， 这 个 结果 就 回 到 Poisson 方程 的 Green 函数 (20.9). 由 
于 事先 并 不 知道 常数 4 与 无关， 否则 在 定 出 Bk) = 0 后 ， 只 要 
在 (20.22) PRR k = 0 即 可 求 出 4 . 

最 后 ,需要 说 明 ,， 这 个 结果 是 在 无 穷 远 处 为 发 散 波 ,， 并 且 取 时 
Fe 的 条 件 下 得 到 的 . 可 以 设想 ， 如 果 要 求 无 穷 远 处 为 
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会 聚 波 ， 并 且 仍 取 时 间 因 子 为 e*! ， 则 Green 函数 应 该 是 
1 eikir— 一 "| 


G(r;r')= (20.26) 


4neo r- r'| ` 

如 果 是 其 他 形式 的 无 穷 远 条 件 ， 当 然 还 会 得 到 其 他 形式 的 解 . 
下 面 介 绍 另 一 种 解法 . 考虑 到 这 是 无 界 空间 中 的 定 解 问题 ， 

可 以 采用 Fourier 变换 . 现在 要 用 的 是 三 维 Fourier 变换 ， 令 


9( 政 ;mr ) = omit TII G(r;r')e'* "dr, (20.27) 
则 方程 (20.18) BEA 


1 1 1 -iK-r’ 
|- K? +k? ]9(K;r’) = pp ae ne, (20.28) 


所 以 ， 
1 1 1 akr 
(Qn)3/2 50 Kk? — R? 


其 中 天 = KK- 就 有 


eK r-r’) 
G(r; r’) = A +T] ae Pem dK. (20.30) 
可 以 看 出 ，GGrir ) 只 是 Tf 一” RUS R=r-r, 


然后 改 用 K 空间 中 的 球 坐标 计算 上 面 的 三 重 积分 ， 就 得 到 
, 1 1 1 iK. 
crr) =z || mice ak 


1 1 1 iKRcosô 7r-2  ， 
-st ||| me K sinGdK déd¢d 


1 1 六 K’ ” IKRcosô . 
一 ee cos db 
Ga o i Kk? 2 gop | e sin 


1 1 | w= K? (一 1) ik Ros 6 
0 


g(K;7') = (20.29) 


dK 


~ (Qn)? eo K? —k? iKR 


0 
1 1 a K iKR a 
Se e = K 
(27)? iReo J, K2- k? Epl le 


1 iKR 
ees i ee era 
(27)? iReo /a K2 gk" 
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应 用 留 数 定理 容易 计算 出 这 个 定 积分 . 考虑 到 在 实 轴 上 有 两 个 奇 
点 ，K = 十 5， 可 以 采用 图 201 中 的 围 道 . 这 样 ， 当 半径 趋 于 OM, 
沿 奇 点 K = +k 处 半圆 弧 的 积分 值 为 
ae lim (KF k) = ze aiKR _ -Tetin 
所 以 ， 现 在 求 得 的 三 维 无 界 空间 Helmholtz 方程 的 Green ARE 
' 1 1 Wil ikR , _-ikR 
Gir) = Grimes Fle te 


1 cos(kR) 1 cos(k|r — r'|) 
ee le a 20. 
4rco R 4neo r-r] ee 


和 前 面 用 第 一 种 方法 得 到 的 结果 (20.25) AHER, KRA 
发 现 : 两 种 方法 得 出 的 结果 竟然 不 同 ! 造成 这 一 矛盾 的 原因 是 ， 两 
种 方法 实际 上 是 使 用 了 不 同 的 无 穷 远 条 件 . 在 第 一 种 方法 中 ， 明 确 
地 限定 了 无 穷 远 处 为 发 散 波 . 在 第 二 种 方法 中 ， 乍 一 看 来 ， 似 乎 并 
没有 使 用 无 穷 远 条 件 . 但 仔细 分 析 一 下 ， 就 会 发 现 ， 将 方程 (20.18) 
变换 为 (20.28) 时 , 实际 上 用 到 了 
Grr) 在 无 穷 远 处 趋 于 ONE 
求 , 这 只 要 回忆 一 下 19.2 节 中 公 
式 (19.35) 和 (19.36) 的 成 立 条 件 
即 可 . 既然 两 种 方法 使 用 了 不 同 = ay ae es 
的 无 穷 远 条 件 ， 那 么 ， 得 到 不 同 
的 结果 ， 也 就 是 毫 不 奇怪 的 了 . 

但 是 ， 我 们 绝 不 会 只 满足 于 对 上 述 的 矛盾 得 到 一 个 正确 的 解 
释 . 读者 肯定 会 问 : 如 果 仍 然 限 定 无 穷 远 处 为 发 散 波 ， 能 否 还 应 用 
Fourier 变换 求解 呢 ? 回答 是 肯定 的 ， 但 要 采用 特殊 的 技巧 . 这 个 
技巧 就 是 要 将 方程 (20.18) 中 的 常数 k 添上 一 个 虚 部 ， 变 成 有 二 切 
或 上 一 in( 约 定 n>0)， 在 求 出 了 Green 函数 后 再 令 ?9 一 0. 

按照 这 种 办 法 ， 例 如 ， 将 方程 (20.18) PHY k KA k+in, È 
复 上 面 的 步骤， 就 可 以 得 到 
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Gir) = 本 人 元 


人 
再 应 用 留 数 定理 计算 这 个 定 积 分 . 因为 现在 在 实 轴 上 没有 奇 点 ， 所 


以 ， 采 用 图 20.2 中 的 围 道 ， 就 能 得 到 


/ 1 Io . 1] i(k+in)R 
a se Tn | 
| eikR 1 ekir- r] 
~ 4neo R — 4reo r- r'|’ (20.33) 


显然 ， 这 样 得 到 的 Green 函数 和 (20.25) 式 完 全 相同 ,这 就 是 说 ， 只 
要 把 方程 (20.18) 中 的 上 改 为 K+ im ， 并 且 在 求 出 解 式 后 再 取 极限 
7 一 二 0， 得 到 的 Green 函数 就 满足 无 穷 远 处 为 发 散 波 (规定 时 间 因 
FA en) 的 要 求 . 这 种 做 法 的 根据 是 ， 在 无 穷 远 处 为 发 散 波 的 要 
求 下 ， 解 的 渐 近 形式 必然 具有 相位 因子 Hre, iH, MRK k 改 

为 k+in ， 则 上 面 的 相位 因子 就 


: 变 为 e-?RtikR | 4 R + oo 时 赵 
于 0 ， 而 具有 相位 因子 e" 的 
会 聚 波 ， 相 应 地 变 成 A-R, 


ii kin $ 不 满足 R > œ 时 的 有 界 要 求 ， 
— 因而 在 作 Fourier 变换 时 将 被 自 
Bh Sal BR. 


作为 练习 ， 读 者 可 以 把 方程 (20.18) PH k AH k-in, BH 
上 面 的 求解 步骤 ， 就 可 以 发 现 ， 得 到 的 Green 函数 就 对 应 于 无 穷 远 
处 为 会 聚 波 . 


20.4 [BIW Poisson 方程 第 一 边 值 问题 的 Green HR 
这 一 节 讨论 二 维稳 定 问题 的 Green 函数 . 目的 是 通过 对 于 圆 内 
Poisson 方程 第 一 边 值 问题 Green 丽 数 的 讨论 ， 再 介绍 一 些 求 Green 
RRI it AA Tr id. 
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圆 内 Poisson 方程 第 一 边 值 问题 Green 函数 的 定义 是 
VW2G(rir’) = -Żar - r’), Iri<a.|r'}<a, (20.34a) 


G(r;r') 


= 0, (20.34b) 


其 中 
2 g 
375 + By? 

首先 介绍 一 种 标准 的 做 法 ， 即 考虑 到 方程 (20.34a) 是 一 个 非 齐 
次 方程 , 所 以 应 该 将 Green pe RFE AA RY FF YK [FAY AS GE BR REF 
为 此 ， 采 用 平面 极 坐 标 系 ， 坐 标 原点 放 在 圆心 ， 


G(r;r') = Ro(r) + 5 [Rimi(r)cosmer+ Rm2(r)sinmd]. (20.35) 
m=] 


r =r +y, V= 


同样 ， 将 5 RREI AAE ERRER, 


Slr -7) = jz 一 z)6@ —Y) = 8l- rilo- g’) 


1 i 1 1 / 
一 olr EIX E + > > | cos mọ cos mọ 


m=i 


+sin m¢sin ġ'| \ (20.36) 


于 是 ， 定 解 问题 (20.34) 就 转化 为 求解 Rolr), Rmi(r) 和 Rmo(r) - 类 
E Ro(7) 的 定 解 问题 是 


1 d dRo(r) _ 1 l noe el 
Sdr |- ay | == Ineo = O(n r ), (20.37a) 
Ro(r) AF, Ro(a)=0. (20.37b) 


M rr 时， 方程 (20.37a) 是 齐 次 的 ， 所 以 ， 在 考虑 到 边界 条 件 
(20.37b) 后 ， 就 有 


Ao, r< r’, 
Ro(r) = , 


r 
Bo ln -, 和 
a 
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再 根据 Ro(r) Ær =r 点 的 连续 性 ， 即 Ro(r) 在 > =r 点 连续 ， 而 
Ro(r) 不 连续 ( 它 可 以 由 方程 (20.37a) 在 点 两 侧 积 分 得 到 ) ， 


dRolr rt 1 
dr 加 27rE0 ri’ 
就 可 以 定 出 Ao 和 Bo ， 
1 r’ 1 
se en rea a ss ae er 
于 是 
1 r ; 
ar er In a ie 
Ro(r) = i : : (20.38) 
Frés n P r>r. 
完全 模仿 上 面 的 做 法 ， 可 以 由 
l d d 
E T (r=) 一 = |Rmi(r) = ee ) cos mq’, (20.39a) 
Rai l(t) AF, Rmi(a) =0 (20.39b) 
求 出 Rmi(r) 
1 1[f/rr'\™ re 
一 SI e ese cosmo, r<r’, 
Rms (r) = ci i [ a ) (: ) | (20.40) 
rr'\™ Ne 
reeled, ~ (=) | cos mø, re 
同样 ， 由 
1d1/ d d(r—r' 
Ee (r=) = T |Rma(r) 一 一 Z ) sin mo ; (20.41a) 
Rm2(7) 有 界 ， Rm2(a)=0 (20.41b) 
求 出 Rnaz(r) ， 
1 1 jis 
= Z sinmd’, r< 
Rmo(r) M 27XE0 m (5 >)" -(4 ;) | (20.42) 


a (Sr 7)" - (£)"] sine 


这 样 ， 就 求 得 了 圆 内 Poisson 方程 第 一 边 值 问题 的 Green 函数 ， 当 
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r<r 时 ， 


1 r’ 一 1 f/rr’\™ 
G(r;r') = 一 一 一 = =(=) 
( ) + a? 


= (5) | cos m(¢ — o), (20.43) 
A r>r 时 ， 
cre) = ESEE 
-(=)"] cosm(o— 6), (20.44) 


上 面 这 种 方法 ， 将 Green pm RHE FA DY FF IK [5] BY AE TE E 
开 ， 一 般 说 来 ， 得 到 的 解 式 会 是 无 穷 级 数 . 当然 ， 不 排除 在 某 些 特 
殊 情 形 下 可 以 将 级 数 求 和 , 例如 , 现在 得 到 的 解 式 (20.43) 和 (20.44) 
就 是 如 此 . 不 过 ,这 需要 比较 熟悉 级 数 求 和 的 技巧 . 下 面 再 介绍 一 
种 方法 ， 如 果 能 够 成 功 的话 ， 它 将 直接 给 出 解 的 有 限 形式 . 

大 家 知道 ， 一 旦 在 接地 圆 中 放 上 点 电荷 后 ， 在 圆周 上 必然 出 
现 感 生 电 荷 . 圆 内 任意 一 点 的 电势 ， 就 是 点 电荷 的 电势 和 感 生 电 
wT HAH BO. 前 者 在 点 电荷 所 在 点 是 对 数 发 散 的 ， 而 后 者 在 
圆 内 是 处 处 连续 的 . 如果 我 们 能 够 方便 地 求 出 感 生 电荷 在 圆 内 所 
产生 的 电势 ， 当 然 也 就 求 出 了 整个 圆 内 Poisson 方程 第 一 边 值 问题 
的 Green 函数 .现在 要 介绍 的 这 种 方法 ( 称 为 电 象 法 ) ， 其 基本 思 
想 是 企图 将 边界 上 的 感 生 电 荷 用 一 个 等 价 的 点 电荷 代替 . 换 句 话 
说 ， 就 把 接地 圆 内 的 点 电荷 的 问题 等 价 地 转化 为 无 界 空 间 中 的 两 
个 点 电荷 (一 个 是 真实 的 点 电荷 ， 另 一 个 是 等 价 的 “ 虚 ” 电 荷 ) 的 
问题 . 这 个 “ 虚 ” 电 荷 的 等 价 性 ， 就 表现 在 它 和 圆 内 的 真实 的 点 电 
荷 一 起 , 在 贺 内 能 给 出 和 原来 问题 同样 的 解 . 而 由 于 边 值 问 题解 的 
存在 唯一 性 ， 我 们 知道 ， 只 要 这 两 个 点 电荷 也 能 产生 出 圆周 += a 
接地 (电势 为 0) 的 效果 ， 只 要 圆 内 的 电荷 分 布 不 变 ， 就 能 保证 这 
样 得 到 的 解 和 原来 问题 的 解 在 圆 内 一 定 是 一 致 的 . 这 里 , 可 以 明确 
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地 预见 到 ， 这 个 等 价 电荷 如 果 存 在 的 话 ， 它 一 定位 于 圆 外 ， 和 否则 图 
内 的 电荷 分 布 就 和 原来 的 问题 不 同 ， 就 不 能 保证 等 价 性 .或 者 换 
一 种 说 法 ,由 于 感 生 电荷 的 电势 在 圆 内 是 处 处 连续 的 , 在 圆 内 的 任 
何等 价 电荷 都 不 可 能 产生 同样 的 效果 , 这 样 ,应 用 电 象 法 成 败 的 关 
BE, ETE TX PAST i ETE (体现 为 能 否 成 功 地 求 出 这 个 等 
价 电荷 的 电 基 和 它 所 在 的 空间 位 置 ) . 

根据 对 称 性 的 考虑 ， 我 们 还 可 以 进一步 断定 ， 如 果 这 个 等 价 
电荷 存在 的 话 , 它 还 一 定位 于 真实 电荷 所 处 的 半径 的 延长 线 上 . 如 
图 20.3 所 示 ， 设 这 个 等 价 电荷 的 位 置 为 ri = (zt 1)， 电 其 为 e， 
于 是 ， 它 和 真实 点 电荷 一 起 ， 在 圆 内 的 电势 就 是 


Grir) = -z [Inn -r'| +eln|r -rl +C], (20.45) 


其 中 常数 C 与 电势 零点 的 选择 有 关 ， 现 在 的 问题 就 是 要 从 要 求 圆 
周 +=a 上 的 电势 为 0， 


-去 -|mir-rl+emnir-rl+c| = 0, (20.46) 


TEQ ZE 
求 出 71,e MC. 注意 方程 (20.46) 应 该 对 圆周 上 的 一 切 点 均 成 立 . 
如 果 采 用 平面 极 坐标 来 写 出 方程 (20.45) 及 (20.46) 中 各 项 的 具体 形 
x, BI 
x =rcos@, 
y =7 sin 9, 
x'=r'cosqd’, 


y =r'sing’, 


zı =r cossé’, 
. ! 
yi=rising, 


则 方程 (20.46) 化 为 


图 20.3 BRE 


In [a? + r° — ar’ cos(¢ 一 中)| 


tel |o +1? he Np — #)| +2C = 0， (20.47) 
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它 应 该 对 一 切 乡 均 成 立 . 利用 展开 式 

In [1 + t? — 2tcos $] = In (1 一 te’? | + ln [1 一 te “] 

= -—2 > Lar cosmo, |t| <1, (20.48) 
m=1 
就 可 以 将 (20.47) 式 化 为 
1、92 
2lna + ln [ 十 (=) = 2 一 cos(? — 9) 
+ 2elnr; +eln E + (+) 一 cos(¢ — a) + 2C 


= 2Ilna+ 2elnr; 


一 2 5 +((£)" + e(=) | cosm(¢— ¢') + 2C 


=o, 
Ina+elnr; +2C =0 (20.49) 
和 
(EY +e(2)" =0, m=1,2,3,..., (20.50) 
将 (20.50) 式 化 成 


所 以 ， 就 可 以 得 到 


和 
2 2 
a a 
的 omen 或 Ti = (5) r. 
T r 


这 样 , 我 们 的 确 求 出 了 这 个 等 价 电 荷 , 它 位 于 真实 电荷 所 在 半径 的 
延长 线 上 ， 并 且 满 足 


1 2 
Tr, =a. 
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凡是 满足 这 个 关系 的 两 个 点 ， 均 称 为 关于 加 7 = oa 的 反 演 点 对 . 上 
面 的 结果 说 明 ， 等 价 电 荷 和 真实 电荷 构成 对 于 圆 r= a 的 反 演 点 
对 ， 它 们 的 电 基 相等 ， 而 极 性 相反 . 将 e 和 的 结果 代入 (20.49) 
式 ， 又 可 以 求 得 

C = — lna + lnr; =In—. 
再 将 e, ri 和 C 的 结果 代 回 (20.45) 式 ， 最 后 就 求 得 圆 内 Poisson 方 
程 第 一 边 值 问题 的 Green pa 


Grir) = -zi [mir -r-r (S$) r| +S], (20.51) 
或 者 在 极 坐标 系 中 的 表达 式 ， 
G(r;r’) = 一 ea In |r? +r’ — 2rr’ cos(o — bg 


ti [+ ee are c0a(d — g’) +2ln a (20.52) 


利用 展开 式 (20.48) ， 求 出 (20.43) 和 (20.44) 中 的 级 数 和 ， 就 可 以 看 
出 ， 结 果 正 是 (20.52) xX. 

在 求 出 了 圆 内 Poisson 方程 第 一 边 值 问 题 的 Green 函数 后 ， 当 
然 就 可 以 导出 一 般 的 定 解 问题 


Viu(r) = -=p(r), Ir] <a, (20.53a) 
u(r)} _ = f(¢) (20.53b) 
的 解 . 为 此 ， 将 方程 (20.53) A BEES Kr’ ， 
Cues -去 pr r'| <a, (20.54a) 
u(r')| ,_, =f), (20.54b) 
另 一 方面 ， 还 可 以 写 出 Grr) 所 应 该 满足 的 定 解 问题 ， 
VG(r';r) = -二 5 人 r -r)， [rl <a,|r'l <a, 


G(r';r)| ,_, =9, 
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再 利用 Green 函数 的 对 称 性 ( 它 可 以 看 成 是 (20.16) 的 特殊 情形 , 也 . 
能 从 上 面 求 出 的 Ciir) 的 具体 表达 式 直接 看 出 ) ， 


G(r;r') =G(r';r), 


进一步 改写 成 
V2 G(r; P= - =-5(r —r’), Ir| <a, [r’| <a, (20.55a) 
G(r;r')|_,_, =0. (20.55b) 


将 方程 (20.54a) 和 (20.55a) 分 别 乘 以 G(r;7') 和 u(r’), ， 相 减 ， 再 在 
圆 内 积分 ， 就 得 到 


f J p(r’)G(r;r')dr’ — u(r) 


=- ff | G(r; r) Vz ulr — u(r’) V3 G(r; r')]dr 
把 上 面 的 面积 分 化 为 沿 圆周 + = a 的 线 积 分 ， 并 且 代 入 边界 条 件 
(20.54b) 和 (20.55b) ， 就 有 


u(r) = Jfa \G(r;r')dr’ 
r'<a 


2r 
+eo | [G(r;r')V'ulr’) ~ u(r’) V'G(r; r')|] ,_ ad 
0 


= [| remmar] so EE] ada’. (20.56) 
显然 , 右 端 的 第 一 项 表示 圆 内 电荷 分 布 的 贡献 ; 第 二 项 则 是 来 自 圆 
周 上 的 感 生 电 荷 产生 的 电势 ， 感 生 电 荷 的 分 布 当然 与 给 定 的 边界 
条 件 (圆周 上 电势 值 的 分 布 ) 有 关 ， 为 了 更 清楚 地 看 出 圆周 上 的 电 
荷 分 布 ， 可 以 将 第 二 项 中 的 线 积分 再 改写 成 


or LN OG(T;7’) 
| fo) a _ade 
27 | l 1 
- | fd) jim Z| 


G(r; PV) al add’ 
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=| | 1(6) Bi m oe are) Spas Aba a 


rica 


= || KOGTE -orardy， 
ri<a 


这 样 ， 就 可 以 把 (20.56) 式 写 成 
u(r) = 1 l [p(r’) ~ cof (8)5'(r’ — a)} G(r; r'ar". (20.57) 
由 此 可 见 ， 圆 周 上 的 感 生 电荷 密度 就 是 -eof(8')6'(r' — a). PK 
5 一 a) 的 出 现 ， 说 明 在 圆周 上 的 感 生 电荷 为 偶 极 层 . 
这 里 还 可 以 引伸 出 一 个 重要 结论 ， 设 想 有 另外 一 个 定 解 问 题 


Viu(r) = -> lor) ee ey e a)|, In| <a, (20.53a') 


eg (20.53b’) 


显然 ， 它 也 将 会 有 同样 的 解 (20.57). 这 说 明 ， 在 引进 5 函数 及 其 
导数 的 前 提 下 ， 非 齐 次 边界 条 件 的 定 解 问题 , 也 可 以 改写 为 齐 次 的 
边界 条 件 ， 只 不 过 在 方程 中 要 相应 地 增加 一 项 特殊 的 非 齐 次 项 ， 
在 区 域内 部 处 处 为 0, 而 只 在 边界 上 不 为 0( 实 际 数值 为 无 穷 ) 的 非 
齐 次 项 . 上 面 的 分 析 就 提供 了 这 种 非 齐 次 项 的 写法 . 当然 ， 非 齐 次 
边界 条 件 可 以 转化 为 方程 的 特殊 形式 的 非 齐 次 项 ， 丝 茎 并 不 意味 
着 可 以 混淆 非 齐 次 边界 条 件 (描写 边界 面 上 的 源 的 分 布 ) 与 方程 非 
齐 次 项 (区 域内 部 的 源 的 分 布 ) 的 区 别 . 即使 把 非 齐 次 边界 条 件 改 
写成 方程 的 非 齐 次 项 ， 它 描写 的 仍然 是 存在 于 边界 面 的 源 . 
i (20.56) 式 ， 代 入 Giir) 的 表达 式 ， 就 得 到 


u(r) = een cs ff 00 Injr -r'| - In |r - ($ yee 


a’ — r’ 


2 2r 
f(¢') 
+ oF | ELEA ET 人 (20.58) 


当 plr) = 0 ， 就 有 圆 内 Laplace 方程 第 一 边 值 问题 的 Poisson 公式 


Sar 
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2a =e f" fg) 
ulr) = Se J a +1? arcos G) I en 


用 复 变 函数 方法 也 能 得 到 这 个 结果 ， 见 (3.51) 式 ， 

以 上 介绍 了 Green 洱 数 的 两 种 解法 . 第 一 种 解法 是 按 相应 齐 
次 问题 的 本 征 函 数 展开 . 这 种 解法 适用 范围 广 , 缺点 是 得 到 的 解 往 
往 是 无 穷 级 数 . 第 二 种 解法 是 电 象 法 ,其 中 心思 想 是 把 边界 上 的 感 
生 电荷 用 一 个 等 价 的 点 电荷 ( 称 为 象 电荷 ) 代替 . 这 只 有 在 某 些 非 
常 特殊 的 几何 形状 (例如 球形 ， 半 无 界 空间 ,等 等 ) 下 才能 实现 . 即 
使 放宽 到 同时 使 用 几 个 (而 不 是 一 个 ) 象 电 荷 来 等 效 地 代替 边界 上 
的 感 生 电荷 对 空间 的 几何 形状 仍然 有 相当 严格 的 限制 , 所 以 说 ， 
电 象 法 的 优点 是 可 以 给 出 有 限 形式 的 解 ， 缺 点 是 适用 范围 有 限 . 


20.5 “三维 调 和 函数 的 均值 定理 与 极 值 原理 


在 14.8 PH, PARA THM RAMS. 如 果 在 区 域 
V 内 函数 的 二 阶 偏 导数 存在 ， 且 满足 三 维 Laplace 方程 ， 则 称 该 函 
数 为 V 内 的 调和 函数 . 这 一 节 就 借用 Green 函数 方法 讨论 一 下 三 


维 调和 函数 的 均值 定理 与 极 值 原 理 . 
设 ulr) AKIR V 内 的 调和 函数 ， 它 满足 定 解 问题 
V-ul(r) = 0, rev; (20.60a) 
u(r)| ~ = f(2), (20.60b) 


HOB ORM. 另 一 方面 , 我们 知道 ， 函 数 olr) =1/|r-r'| 
是 方程 

Vu(r) = —4r6(r — 7’) - (20.61) 
fe ©, Bp u(r) 是 三 维 无 界 空间 Laplace 算 符 的 Green 函数 . 不 
titr ev. 将 方程 (20.60a) 和 (20.61) 分 别 乘 以 vr) 和 ur), 48 


D 在 例 11.1 中 就 证 明 过 这 个 结果 . 把 20.3 节 Helmholtz 方程 中 的 大 取 为 0， 
也 能 得 到 这 个 结果 . 
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减 ， 在 体积 了 内 积分 ， 就 有 


III [u(r)V u(r) — u(r)V7 u(r) |dr = 4r {ff u(r)d(r 一 7 )dy 
V yV 


Bp 
u(r’) =a) J Ji vr)V u(r) — u(r)V wv(r)) dr 


在 利用 Green ne 即 可 得 到 
u(r’) = 二 f foo nn - u(r) SD) dz (20.62) 


现在 讨论 一 个 特殊 情形 即 区 域 V 是 以 ” 点 为 球 心 的 球 . 设 
球 的 半径 为 Pp， 则 


v(7)|, = d = pd, 


其 中 dn 为 边界 面 上 的 面积 元 对 于 球 心 ” 的 立体 角 元 . 这 时 ， 外 
法 线 ni 方向 即 为 半径 方 喇 ， 所 以 ， 

Du(p)| _ 4 _ 1 
On | Onlr-riils p 


把 这 些 结果 代入 62) A> MA 


u(r’) = ia | oe du(r) „dE + in Jf oles 


因为 将 方程 (20.60a) rr 并 应 用 Green AS, 就 可 以 推出 


[f]* urar = ff PST azo 
V z= 
e fu (r)| a. (20.63) 


这 个 结果 显然 适用 于 体积 V 内 的 任意 一 个 以 7' 为 球 心 的 球 ， 由 于 
oo? 点 的 任意 性 , 它 说 明 , 调和 项 数 在 任意 一 点 的 数值 ， 等 于 它 在 以 

该 点 为 球 心 的 任意 一 个 球面 (当然 必须 在 调和 函数 成 立 的 区 域内 ) 
上 的 数值 的 平均 值 ， 这 就 是 三 维 调和 函数 的 均值 定理 . 


所 以 
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在 此 基础 上 ， 就 可 以 导出 极 值 原理 . 

RERI u(r) 是 区 域 V 内 的 调和 函数 ， 则 u(r) 必 在 V 
的 边界 面 上 取 最 大 值 与 最 小 值 ， 除 非 u(r) 为 常数 . 

请 读者 自己 用 反 证 法 证 明 这 个 结果 . 只 是 要 注意 ， 这 里 的 V 
是 任意 形状 的 区 域 (当然 它 的 边界 面 必 须 是 分 片 光滑 的 ) ， 并 不 限 
FRE. 另外， 约定 ulr) ER AR. 

练习 20.1 WE ulr) Mur) 都 是 区 域 V AMAR, SEV 的 边 
界面 上 有 4 < v ， 试 证 明 : EV AER u<v. 

练习 20.2 如果 ulr) A olr) 都 是 区 域 V 内 的 调和 函数 ， 奇 在 V Hw 
界面 上 有 lu| < v ， 试 证 明 : 在 V 内 恒 有 |ul <w. 


20.6 ”波动 方程 的 Green 函数 


现在 再 用 Green 函数 方法 研究 与 时 间 有 关 的 定 解 问题 .为 了 
确定 起 见 ， 以 有 界 弦 的 波动 问题 为 例 ， 最 一 般 的 定 解 问题 就 是 


2 
oe th guest) f(z,t), O0<x<l,t>0, (20.64a) 
u(z,t)| =at), ulz, t) =t)  t>9, (20.64b) 
Ou(z, t) 


u(z,t)| _, = d(z), De ae = wz), O<r<l. (20.64c) 


可 以 预料 ， 相 应 的 Green 函数 G(z,t;2',t') 应 该 是 瞬时 ( 仅 存 在 于 某 
一 时 刻 ) 点 ( 仅 存 在 于 空间 某 点 ) 源 问 题 


9 220 
FEL Fa | Ct; x ,t’) 
=6(x4~—2')d(t~—t'), O<2,7'<l,t,t'>0 (20.65a) 
在 齐 次 定 解 条 件 
hat) =0，G(z 的 | ,=0 t,t >o, (20.65b) 
at gl = OG(z,t; z’,t’) _ i 
G(z,t;2',t Yee Sy. rege 0，0 <z,z <l (20.65c) 
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下 的 解 . 这 里 初始 条 件 的 物理 意义 是 很 清楚 的 : 因为 强迫 力 是 在 
t=¢t 时 刻 出 现 的 ， 所 以 ， 在 此 以 前 ， 弦 当然 一 定 保持 静止 . 
和 和 一般 的 问题 一 样 ， 现在 需要 讨论 三 个 问题 : 一 、 Green PÁ 
I Gla, tir, t) 的 对 称 性 ， 二、 如 何 用 Green 函数 及 已 知 条 件 ftz,D， 
p(t), v(t) 和 d(x), w(x) 将 定 解 问题 (20.64) 的 解 u(x,t) 表示 出 来 ， 
三 、 如 何 求 出 Green ph RX. 
首先 ， 关 于 Green 函数 的 对 称 性 ， 更 确切 地 说 ， Green 函数 在 
空间 上 的 对 称 性 与 时 间 上 的 倒 易 性 . 为 此 ， 再 列 出 关于 Green 函数 
G(x, —t;2",-t") 的 定 解 问题 
ae ae 
a | Az? 
= (x — 7 )d(t — t”), 0<ziz” <l, t,t’ >0, (20.66a) 


点 | Ole —t: r,t "y 


G(z,-t;2", ot!) | = (0: 


: t,t” > 0, (20.66b) 
G(z,—t;2",—-t )| = 0, 
r=l 
G(r, aan ee = 0, 
OG(r, —t; x", =") ih 0 <r, g’ <l. (20.66c) 
ot —t<—t! f 


将 方程 (20.65a) 和 (20.66a) 分 别 乘 以 Green 函数 G(x, -t; z”, —t”) 和 
G(z,t;z',t') ， 相 减 ， 再 在 区 间 (0, 1] 和 [0, ce) 上 对 z 和 t 积 分， 即 得 
G(T’, me r”, =t") D G(x", Ai x’, t’) 


i oO 
=) az | ete, 1:2" 一 pry FG te t) Co t) 
6 i Ot 


2 per! 4" 
Pana 


fa 1 onl “tt? a 
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l t t 
= / Ce tin", yee ee) x,t) 
0 


at 
pm AN oo 
26047) Ce ee) 2 dz 
ot 5 
-| G6") SSE) 
7 Or 


l 
dt, 
0 


代入 边界 条 件 (20.65b)(20.66b) 和 初始 条 件 (20.65c)(20.66c) ， 可 以 看 
出 ， 右 端的 积分 为 0 ， 所 以 ， 这 样 就 导出 了 Green 函数 在 空间 上 的 
对 称 性 与 时 间 上 的 倒 易 性 ， 

G(r”, tr t) = G(T, =t; 2", t"), 
或 者 将 z” 和 t" Kes Mt, 

G(z,t;2',t') = G(x’, ~t ;2, -t). (20.67) 
在 这 个 关系 式 中 , 将 上 和 起 对 换 位 置 时 出 现 的 负 号 ， 正 好 保证 了 时 
间 的 先后 次 序 不 变 ， 耕 则 就 会 有 那 于 因果 律 的 要 求 . 
在 建立 了 Green 函数 关于 空间 的 对 称 性 与 时 间 的 倒 易 性 后 ， 

就 可 以 着 手 解 决 第 二 个 问题 ， 即 用 Green KARE MRE f(z, t), 
p(t), v(t) 和 d(x), w(x) 将 定 解 问题 (20.64) 的 解 ulz t) 表示 出 来 . 为 
此 ， 将 定 解 问题 (20.64) 的 和 目 变 基 改写 成 > 和 上 起， 


O° u(z',t’) ee 07 u(z’, t) 


“Ce (je) iz c | 


=f(r',t'), O<2' <l, t >0, (20.64a’) 


Ot’ Or’? 
ula t) o EPE) wet) =H), >, (20.64b') 
f gf r / du(z',t’) z 1 t ! 
u(x’ ,t T = $(zx’), ma ylz’), 0<r <l (20.64c') 
再 写 出 Green 函数 的 定 解 问题 


0 oO Nir age ay aha nea) 
Te or] | 


O<x,r <l, tt >0， 


G(2’,-t’;z, —t)| rag = 9; 
ý t,t’ >0, 
G(z',-t';z, -t)|_,_, =9, 
G(z ,一 上 ;Z， a = 0, ; 
IG, tz, t) 0<z,r <l. 
peel e E Bate BAR? | = 0, 
Ot -t <-t 
利用 Green KAIR PTE 5 APEX (20.67), ， 也 可 以 改写 成 
8? 3? ral 
区 -| G(z,t;x „t ) 
一 5(z — x')d(t - t'), 0<zr,r <1, t,t >00, (20.65a’ ) 
= 0, 
t,t > 0, (20.65b’) 
GU Vo = 0, 
G(z,t;2',t')|,,, = 0, 
ae 20.65c’ 
AG(a2,t:2',t’) 7 0 < zZ,Z < (20.65c ) 
Ot t'>t 


将 方程 (20.64a') 和 (20.65a') 分 别 乘 以 G(z,t;z',t) 和 w(z',t)， 相 
减 ， 再 积分 ， 


I oo 
I ax’ | G(z,t; x’, t') f(x’, t')dt' — u(z,t) 
=f as [ ce Eat n ulz’, t') we i u(r',t ean) oe : Ja 


-of wf Comes (THe) it) -u(r ae 


代入 边界 条 件 (20.64b')(20.65b") 和 初始 条 件 (20.64c’) (20.65c') ， 就 
可 以 将 上 面 的 结果 化 简 为 


u(z, t) -f ax’ [ G(z,t,2',t') f(a’, dt 
0 0 


l 1 4t oo 
om gl Ou(z", t) hog OG(z, t; r st ) 1 
-/ [ess 4 E u(r ,ft a dr 
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Ox! 


raf [ots ; ill it!) ~u(z’,t Sete) dt’ 
0 


= [ a f osz, t') f(z’, t')dt 


z G(x,t;x ,0 — 
[ [ets owe) -ge SEE 


t 
_ n2? DC(z， t; 了 t’) 
i / he } ðr’ zi=l 


OG(z, t; x’ ,t’) t 
g eek | 


OG(x, t; x’, t’) 


| da’ 
t 一 0 


(20.68) 


练习 20.3 如果 直接 从 (20.64) 和 (20.67) 式 出 发 ， 而 不 将 这 些 方程 的 
自 变量 换 成 r Ae’, ， 是 否 能 够 用 Green 函数 以 及 已 知 条 件 f(z,t), u(t), v(t) 


和 olz), w(x) 将 定 解 问题 (20.64) 的 解 u(z,t) 表示 出 来 ? 


下 面 再 来 讨论 第 三 个 问题 : 由 定 解 问题 (20.65) 求 出 Green K 


数 的 具体 形式 . 


第 一 种 方法 仍然 是 按 相 应 齐 次 问题 的 本 征 函 数 展开 ， 


AN ee 一 NA 
Glz,t;7',t) = 》 Talt)sin 六 2 


nol 


同时 ， 将 6 函数 也 按 该 组 本 征 函 数 展 开 ， 


6(z — 2’) at i ae te sin re, 


TÆ, Talt) wa aibe 
T” (t) + (ze) 7 ,这 二 T sin Ta 6(t—t 
T(t < t') =0, hess diac 


解 之 即 得 


Thit) = =. sin —2' sin a(t —t')n(t —t’). 


l 


t’), 


(20.69) 


(20.70) 


(20.71a) 


(20.71b) 


(20.72) 
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所 以 ， Green 函数 G(z,t;2',t') 就 是 


oo 
2 1 nr NA nn 
G(z,t;2',t') = — ita Pee gel ea AO i reas Pele y _ y! 
( r,t) > aaa t )n(t—t). 
n= 


(20.73) 
第 二 种 方法 是 将 定 解 问题 (20.65) 作 Laplace ER. + 
g(z,p;r,t)= | G(xz,t;2',t’}e Pdt， (20.74) 
0 
WW g(s, pir, t) 满足 常 微分 方程 的 边 值 问题 


d? p ty 1 -pl ! 
| 去 = (2) olen yt ) = oe lx = ), (20.75a) 


g(z,piz E) =0， g(r,p;r',t)|,_,=0. (20.75b) 
SEET 


d2g(z,pizt) (p\? al 
dr? (2) g(x, p; T ,t) = 0. 


考虑 到 (20.75b) , BOA 


Asinh Fx, 0<z<r, 
g(7,p; x',t) = 
Bsinh £ (1 — 2), z <r<l. 


现在 ，z= z' 处 的 非 齐 次 项 则 体现 为 连接 条 件 


r=z' +0 dg(z,p;z',t') z=7'4+0 1 y 
ro Gr, Piz , t 
:r,t =0, —- 一 一 一 e ?7. 
g(z,p r,t) ae ’ dz PE E a 
于 是 
B sinh A -x')-— Asinh Eg’ = 0, 


Bcosh 2 (1 —2') + Acos 22’ = enh, 
a a pa 


解 之 得 


sinh 和 (1 一 z) sinh Ex 
a e Pt B a e Pt 


pa sinh eI pa sinh £ 
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sinh 2(1 - r’) sinh Px l 
g(x, pir, t) = — mle, (20.76a) 
当 xz' <a <l 时， 


sinh £z’ sinh a — 2) 
a a 2 


g(z,piz,t)= ert. (20.76b) 


pa sinh Pi 
最 后 ， 求 反 演 ， 
G(x, tiz, t) = a | sp r',t) er' dp, 
应 用 留 数 定理 计算 出 上 面 的 积分 ， 也 可 以 得 到 和 (20.73) 相同 形式 
的 结果 . 
再 讨论 一 个 三 维 空间 的 例子 . 这 时 的 Green 函数 Gr, tir, t) 
满足 定 解 问题 


2 
|S 一 av") G(r,t;r',t') =d(r—r')d(t—t'), tt >0, (20.77a) 


GIET E), y = 
VE Fourier 变换 
g(k,t;r’,t’) = aaa ||) G(r,t;r',t)exp{—ik-r}dr, (20.78) 


于 是 就 将 定 解 问题 (20.77) 化 为 


=0. (20.77b) 


t<t! 


d? 2 ee a ee exp{—ik : r'} —# 20.79 
[S + (ka) |o(k, tr it) = ee ott) (20.79a) 
oml BE _ dg(k,t;r’, t’) = 
g(k,t;7',t')| u =9, Seer aa a 0. (20.79b) 
根据 例 11.6 的 结果 ， 可 以 得 到 
1 al —ik 人 。 i } 
g(k,t;r ,t) = a sin ka(t — t )kan(t —t). (20.80) 


作 逆 变换 ， 就 有 
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Gri’) = Wa [fee ET pied: 


完全 模仿 第 20.3 TPH BE, E k 空间 的 球 坐 标 系 中 计算 上 面 的 
积分 ， 就 得 到 


1 t-t oe 1 
G(r, tir t) = FEF 人 = a [ sin ka(t — t ) sin k|r — r |dk. (20.81) 


这 个 积分 在 通常 的 意义 下 是 不 存在 的 . 出 现 这 种 积分 的 原因 ， 从 根 
本 上 说 ， 当 然 是 由 于 现在 定 解 问题 (20.77) 中 的 非 齐 次 项 也 不 是 通 
常 意义 下 的 函数 . 为 了 算出 这 个 积分 ， 可 以 将 上 一 章 中 的 (19.30) 
式 代 入 (19.31) 式 ， 


2 i 中 f f(z’) sin be! sin krdk 
A Jo ® Jo 

2 m ? a 。 1f _， ; 

= | f(x) i sin kz sin kzdkļ|dr, 

T Jo A 


= f sin kr’ sin krdk = 6(x — 2’), z,x > 0. 
0 


f(x) 


这 说 明 


把 这 个 结果 代入 到 (20. i 式 中 ， 就 求 出 了 Green A% 


G(r, t; r’ „t ‘) = = eee d(|r -r'| = a(t = t’)). (20.82) 


这 里 去 掉 了 函数 t-t), KA ô 函数 已 经 保证 了 t-t < 0 时 
G(r, tir t) =0. 这 个 解 式 的 物理 意义 很 明确 : t TAE r 处 发 
射 的 信和 号，t 时 刻 一 定 到 达 距 7 AW a(t —¢') 的 球面 上 . 

利用 这 个 Green 函数 ， 当 然 就 可 以 得 到 三 维 无 界 空间 中 波动 
方程 的 初 值 问题 


PMT - ov?u(r 浊 = f(r), t>0, (2083a) 
urd a=) SED) = yr) (20.83b) 


的 解 ， 
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u(7r,t) = 


3 J| ee Fr ,一 人 -rj/a) Po sole ar 


i —P|<at 


allie r- has +a] e r| (20.84) 


Bp OY 是 以 7 点 为 球 心 、at 为 半径 的 球面 r -rl=at. 这 个 结 
果 的 证 明 留 给 读者 完成 . 


20.7 “热传导 方程 的 Green 函数 


对 于 热传导 问题 的 Green 函数 ， 可 以 完全 仿照 波动 问题 的 做 
法 . 例如 ， 对 于 三 维 有 界 空 间 中 的 热传导 问题 ， 


Petet) — KV’u(r,t) = f(r,t) reV,t>0, (20.85a) 
u(r, t)| = p(5, 1), t > 0, (20.85b) 
u(r,t)|_, = 9(7), rev, (20.85c) 


相应 的 Green 函数 G(r, tir t) 就 可 以 定义 为 # AE r 处 有 一 个 
(单位 强度 的 ) 瞬时 点 热源 所 产生 的 温度 分 布 ， 换 句 话说 ， he rE M 
问题 
E 一 «nv?| G(r, tir’ t) 

=é(r—r’)6(t-t'), r,r EV, t,t’ >0, (20.86a) 
G(r,t;r',t')|,, =0, t,t > 0, (20.86b) 
G(r,t;r’,t')|,_, =0, r.r' eV (20.86c) 


的 解 ， 容 易 理解 ， 初 始 条 件 也 可 以 写成 G(r,t;7,t)|, = 
仿照 波动 问题 的 做 法 ， 也 可 以 证 明 这 个 Green nen 
于 空间 的 对 称 性 和 时 间 的 倒 易 性 ， 
G(r,t;r’,t') = G(r’, —t;7,—t). (20.87) 
请 读者 完成 这 个 证 明 . 
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为 了 用 Green 函数 方法 解 定 解 问题 (20.85) ， 也 必须 完全 模仿 
上 一 节 中 的 标准 做 法 : 首先 将 定 解 问题 (20.85) 的 自 变 基 改写 成 mr 
Mt, 


t 1 
—KV ulr, t) = frt), rev, t>o, (20.88a) 
u(r’ t) = u(S’,t’), t' > 0, (20.88b) 
u(r, t) ao = 9Cr), rev. (20.88c) 


然后 写 出 Green pe ir G(r", —t'sr, —t) 满足 的 定 解 问题 ， 


Ee — nv] G(r',-t';r,—t) 


O(-t’) 
= 6(r —r’) lt- t’), ror EV, t,t’ >0, 
G(r’, =t r, -t)|,, = 0, t,t’ > 0, 


G(r’, =t’; T, a Fo = 0, rr €V, 


进一步 再 利用 Green 函数 对 于 空间 的 对 称 性 和 时 间 的 倒 易 性 关系 
(20.87), FAR 


- = = rv | Gr, tir’ t) 


= é(r—r')d(t—t'), r,r eV, tt >0, (20.89a) 
G(r,t;r',t")|,, =0, t,t > 0, (20.89b) 
G(r,t; ie) ee = 0, rr’ eV. (20.89c) 


将 方程 (20.88a) 和 (20.89a) 分 别 乘 以 G(r, tir, t’) Al u(r’, t’) , HIR, 
并 积分 ， 就 得 到 


[ dt’ JJ f(r’ Gr, tir, t dr — u(r, t) 
0 
YV 


T ia ,Ou(r’,t) 
一 d G(T,t r,t)—a 
JIJ rf | (r,t;r ,t) T 


2 ar 


t t 
+u(r,t) AE! 
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~r f dt’ [ff jorr ev ure 
0 
V 


—u(r',t')V G(r, tir’, 2) dr’ 

j t’ =c0 

- TII G(r,t:r ur dr’ 
7 一 0 
t 
-r f dt I [G(r t; r,t) Vur, t’) 
0 
L' 


一 u(r’,t’)V’G(r, tr’, t')| Ad", 


代入 边界 条 件 (20.88b)(20.89b) 和 初始 条 件 (20.88c)(20.89c) ， 最 后 就 
得 到 


t 
ulr, t) al æ [ff fIr tG, tyr’ t)dr’ 
A V | 
+ JII lr G(r, t; r, 0)dr' 
V 
t | 
一 «| dt’ ff mene) CO dS". (20.90) 
6 On j 
Ss 


练习 20.4 如 果 直 接 从 (20.85) 和 (20.86) 式 出 发 ， 而 不 将 这 些 方程 的 
自 变 最 换 成 7' 和 t+ ， 是 否 能 够 用 Green 函数 以 及 已 知 条 件 (r,t), a, t) 和 
or) 将 定 解 问题 (20.85) 的 解 u(7,t) 表示 出 来 ? 


现在 来 求解 第 十 三 章 中 还 遗留 下 的 一 个 定 解 问题 ， 即 关于 一 
维 无 界 空 间 热 传导 方程 的 Green 函数 问题 ， 
E = =a G(z,t;2',t') = 6(2-2')d(t-t'), t >0, (20.91a) 
BF, (20.91b) 
G(z,t;2',t’)| =0. (20.91c) 


G(zx,t;2',t’)| 


r4+00 
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作 Laplace 变换 ， 即 今 


g(p; 2,2’) = i G(x,t;2',t' )e dt, (20.92) 
0 
于 是 ， 定 解 问题 化 为 
; d d’9(p; tt) L 6( ty -pt 20.93 
pg(pit,0) ~K—— 5 = Or —v je”, (20.93a) 
g(piz,2')| AF. (20.93b) 


当 z 才 z' Wy, FE (20.93a) 是 齐 次 的 . 考虑 到 边界 条 件 (20.93) , 
可 以 写 出 它 的 解 


Aexp { Z-s), PR 
g(p; 2,2") = | 


(20.94) 
Bexp{ -VE(z -2)}, Z > xz’. 
再 根据 方程 (20.93a) 的 非 齐 次 项 ， 可 以 写 出 连接 条 件 
(p; 2,2" i = 0 _, dg(p;z,2') em _ opt! 
meet ) Z 一 Z1/ 一 0 dr | pe = : 
Bp 
B-A=0, -k -VEB 一 Veal =e Pt 
由 此 即 可 定 出 
加 
一 2 地” 
于 是 
G(p;z,z ) = r exp {-VElz 一 x'|} | (20.95) 
再 利用 (10.39) 式 的 结果 ， 就 可 以 求 出 反 演 
了 7 fat _ p 
G(a,t:2',t') = FY pa Ta e pd pr nt—t). (20.96) 
这 正 是 (13.60) 式 . 


练习 20.5 ”求解 定 解 问题 (13.62) . 


550 


第 二 十 一 章 变 分 法 初步 
21 泛 函 的 概念 


泛 函 ， 简 单 地 说 ， 就 是 以 整个 函数 为 自 变 基 的 函数 .这 个 概 
念 ， 可 以 看 成 是 函数 概念 的 推广 . 

所 谓 函 数 , 是 指 给 定 自 变 基 x( 定 义 在 某 区 间 内 ) 的 任 一 数值 ， 
就 有 一 个 y 与 之 对 应 .gy 称 为 z 的 函数 ， 记 为 y= fle). 

没 在 z,y 平面 上 有 一 簇 曲线 y(z) ， 其 长 度 


pa 
L= | as- 1+ y/?dz. 
c 


显然 ，y(z) AA, LAT, 即 ”为数 值 依赖 于 整个 函数 wz) 而 改 
变 ， 我 们 把 工 和 函数 y(z) 之 间 的 这 种 依赖 关系 ， 称 为 泛 函 关系 . 
类 似 的 例子 还 可 以 举 出 许多 . 例如 ， 闭 合 曲 线 围 成 的 面积 ， 平 面 曲 
线 绕 固定 轴 而 生成 的 旋转 体 体积 或 表面 积 ,等 等 . 它们 也 都 定 了 各 
自 的 泛 函 关系 . 

设 对 于 ( 某 一 函数 集合 内 的 ) 任意 一 个 函数 (zr), BA-TH 
J 叫 与 之 对 应 ， 则 称 Jiu) 为 Wz) MZK. 文 里 的 函数 集合 ， 即 泛 函 
的 定义 域 ， 通 常 包含 要 求 y(z) 满足 一 定 的 边界 条 件 ， 并 且 具 有 连 
续 的 二 阶 导数 . 这 样 的 wz) PRA BY R Ke- 

这 里 要 特别 强调 ， 泛 函 不 同 于 复合 函数 , 例如 9 = g(f(z)). 对 
于 后 者 , 给 定 一 个 z 值 ， 仍 然 是 有 一 个 9 值 与 之 对 应 ; 对 于 前 者 ， 
则 必须 给 出 某 一 区 间 上 的 函数 y(x) ， 才 能 得 到 一 个 泛 函 值 Jy] - 
(定义 在 同一 区 间 上 的 ) PRCT], 泛 函 值 当然 不 同 . 为 了 强调 泛 函 
值 Jiu) 与 函数 y(z) 之 间 的 依赖 关系 ， 常 常 又 把 函数 y(z) KARE 
pa. 
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泛 函 的 形式 可 以 是 多 种 多 样 的 ， 但 是 ， 在 本 书 中 我 们 只 限于 
用 积分 ; 
J[y] = | F(z, y, y )dz (21.1) 


定义 的 泛 函 ， 其 中 的 下 是 它 的 宗 基 的 已 知 函数 ， 上 共有 连续 的 二 阶 
偏 导数 . 如 果 变 其 函数 是 二 元 函数 u, y), WA 


Ju = | J Fes v t ney wy) dedy, (21.2) 


其 中 心 = du/dz, uy = Ou/0y .对 于 更 多 个 自 变 基 的 多 元 函数 ， 也 
可 以 有 类 似 的 定义 . 

例 21.1 如 图 21.1 所 示 , 在 
重力 作用 下 , 一 个 质点 从 (zo, yo) 
点 沿 平面 曲线 y(z) 无 摩擦 地 日 
由 下 滑 到 (zy) 点 ， 则 所 需要 


的 时 间 
P (ri.y1) ds 


(royo) V dele yo 一 
21.1 Lu 
就 是 y(z) HZR. 这里， 自然 要 求 变节 函数 y(z) 一 定 通过 疹 点 
(zo, yo) 和 (21,41) - 
fA 21.2 ZERRE. 设 在 孩 上 隔离 出 足够 短 的 一 段 缀 ， 
则 该 段 弦 的 
动能 = 5082 (Sp). W= y= (5) ， 
其 中 ulr, t) 是 弦 的 横向 位 移 ，p 是 弦 的 线 密 度 ，7 足 张力 . 这 样 ， 
弦 的 Hamilton 作用 其 


ti T1 
;| (学 ) (> 
s= f af l r (ot) | ae (21.4) 


也 是 位 移 u(x,t) 的 泛 函 :这 里 的 


dz (21.3) 
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v= [PGY -E ]e 
称 为 Lagrange 基 (Lagrangian), ME AM 
alela) -7 (Sz) | 


称 为 Lagrange 其 密度 . 


21.2 32 HR iB 


首先 研究 一 个 自 变 基 的 情形 . 
先 回 忆 一 下 有 关 函 数 极 信 的 概念 . BI ea f(z) 在 ze 点 取 极 
小 值 ， 是 指 当 z 在 re 点 及 其 附近 jz - rol < ett, E8 
f(z) > f(ro): (21.5) 
而 如 果 恒 有 
f(z) < f(x), (21.6) 
SU PR PK f(z) 在 ro RK. 项 数 f(r) 在 ze 点 取 极 值 ( 极 小 
或 极 大 ) 的 必要 条 件 是 在 该 点 的 导数 为 0， 
f (zo) = Ô. (21.7) 
我 们 可 以 用 同样 的 方法 定义 泛 函 的 极 值 ， 例 如 , RRRA 
为 y(z) 时 ， 泛 函 Jy) 取 极 小 值 ” 的 含义 就 是 : TREZ y(z) 
及 其 “附近 ”的 变量 函数 y(z) + sy(z) ， 恒 有 
Jly + dy] > Jy}. (21.8) 
Bria pa y(z) + 5y(z) 在 另 一 个 函数 y(z) 的 “附近 ”， 指 的 是 : 
1. |5y(z)| <€; 
2. 有 时 还 要 求 |(5y)'(z)| < e ， 
这 里 的 sy(z) 称 为 函数 y(z) 的 变 分 . 
可 以 仿照 函数 极 值 必要 条 件 的 导出 办 法 ， 导 出 泛 苯 取 极 值 的 
必要 条 件 . 为 此 , 不 妨 不 失 普 遍 性 地 假定 ， 所 考虑 的 变 基 枯 数 均 通 
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过 固定 的 两 个 端点 


y(zo) =a,  y(zı)=b, 
Bp 
õy(zo) = 0, dy(T1) = 0. (21.9) 


LTE, Biz aw 
Jly + dy} — Jly] = J |F (x, yt dy, y + (dy) — F(z, y, yj dr, 


4 PAAR SP sy(z) EEF, BY WORE REAR R BYE Pe E R EE 
Taylor BFF, TE, A 


Jly + dy] — Jy] = a TE + (8y) 二 | 


1 o ay OT 
— md F4 ha 


J [y] + xe Jy] +. 


其 中 
bJ{y] = f [元 到 + SE (5y) fa (21.10) 


rı 2 
6 Jy] = [ [sus + (sy) 5] F dz 
= p (6y)? +2 a L aa s oF ayy "az (21.11) 


分 别 是 泛 函 Jy 的 一 级 变 分 和 二 级 变 分 . 这 样 就 得 到 : 27 ER fy] 取 
极 小 值 的 必要 条 件 是 泛 函 的 一 级 变 分 为 0， 
bJ[y] = f [sy 5, a, + (5y)’ >| dr = 0, (21.12) 
XT ww Ju 取 极 大 值 的 情形 ， 也 可 以 类 似 地 讨论 ， 并 日 也 会 得 
到 同样 形式 的 必要 条 件 . 
将 (21.12) 式 的 积分 中 的 第 二 项 分 部 积分 ， 同 时 考虑 到 边界 每 
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件 (21.9) ， 就 有 


5J[y) 


Il 
o 
< 


ey td OF d OF 
otf [Su 55 yi | 


71 (OF d OF 
由 于 sy 的 任意 性 ， 我 们 又 可 以 得 到 
eR a: (21.13) 


这 个 方程 称 为 Euler-Lagrange T CEZA Jly] 取 极 小 值 的 必要 
条 件 的 微分 形式 .一 般 说 来 ， 这 是 一 个 二 阶 常 微分 方程 . 

在 导出 方程 (21.13) 时 ， 我 们 实际 上 用 到 了 变 分 法 的 一 个 重要 
的 基本 引 理 : 设 $(z) 是 z 的 连续 函数 ， wz) 具有 连续 的 二 阶 导 
数 ， 且 ne) = 7(7)|,_。 =0> BM FIER nle), 


I Na 


均 成 立 ， 则 必 有 dz) = 0. 证 明 从 略 . 
例 21.3 设 质 点 在 有 势力 场 中 沿路 径 g = g(t) 由 to, q(to) 点 运 
BNF ti, a(t) 点 ， 它 的 Hamilton 作用 基 是 


t1 
oe l L(t, q, q) dt (21.14) 
to 


其 中 g 和 4 是 描写 质点 运动 的 广义 坐标 和 广义 动 鞭 ，L=T~V 是 
动能 了 和 势能 Y 之 差 ， 称 为 Lagrange Ht. Hamilton 原理 告诉 我 
们 ， 在 一 切 (运动 学 上 允许 的 ) 可 能 路 径 中 ， 真 实 运动 的 ( 即 由 力学 
规律 决定 的 ) 路 径 使 作用 基 S 取 极 值 . 根据 上 面 的 讨论 可 知 ， 作 用 
基 S 取 极 值 的 必要 条 件 的 积分 形式 和 微分 形式 分 别 是 


z 一 2Z0 


t 
:ror OL 
= 一 一 一 一 501 dt = L. 
5S [ E s+ 5: sd| a 0 (21.15) 
ƏL dðL 
L 3 
aira ee ee, 21.1 
a di ae erie) 
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在 给 定 的 有 势力 场 中 , 写 出 Lagrange 其 工 的 具体 形式 , 代入 (21.16) 
式 ， 就 会 发 现 ， 它 和 Newton 力学 的 动力 学 方程 完全 一 样 . 
现在 讨论 两 种 常见 的 特殊 情形 .一 种 足 泛 函 (21.1) 中 的 下 = 
F(z, y') FBS y, AH Euler-Lagrange 方程 就 是 
a aF _, 
dr Oy’ 
所 以 ， 立 即 就 可 以 得 到 它 的 首次 积分 
5 = BHC. (21.17) 


FEZ (21.1) 中 的 下 = F(y, y') PER r, ERUEN, 

d | ,0F pI =y" OF ,dOF OF , OF, 
E | =y Oy’ y dz Oy’ ay Y Oy’ yY 

gl 5 _ a oF 

” Ldy dr Oyj 


所 以 ， 这 时 的 Euler-Lagrange 方程 也 可 以 有 首次 积 


人 th HEC. (21.18) 
把 这 个 结果 应 用 到 例 21.3 中 ， 如 果 Lagrange HEL AHA, NA 
is —~L= HC, (21.19) 


iB AE BE ETIE. 
下 面 研究 二 元 函数 的 情形 . KATAK ulr, y), (x, y ES, 
TE em E BT AE IZ K 


J[u} = JJ F(x, Y, U, ur, uy) dz dy. (21.20) 
S 


仍然 约定 ， ulz, y) 在 5 的 边界 上 的 数值 给 定 ， 即 
ul .固定 . (21.21) 
首先 ， 当 然 要 计算 
J{u + dul — J[u] 


= [fre y, u + du, (u + du)z, (u+du),) dr dy 
S 
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一 [fF Y, U, Uz, Uy) dx dy 
-JJ | [su + (5u): 5— 2- + (6u)y g ga |F iray 


+ 5 age gu t Oude Be + (6u)y z= -| F de dy 


-+> 


FÆ, ZA Jiu] 取 极 值 的 必 0 0 ， 


6Jfv] = If su ĈE + (5u)s 
-J ðu ðr (a) LE EnC 


Kia ax ys 中 + 元 (天 su)| GaS 


+ (du), Au a dy 


(21.22) 
利用 公式 
HE oar dy = | (Pdz + Qay), 
s 
ý ð OF 
= 3, P=- 


就 能 将 上 面 的 结果 化 为 
5J[u] = I] [x >- ee By pe] ee 


:| [- Fe dt + 5 | bü: 


根据 (21.21) Ñ, suj. = 0 ， 可 知 上 式 右 端 第 二 项 的 线 积分 为 0 ， 
所 以 


OF O OF 9 OF 
= 0. 


再 利用 iu 的 任意 性 ， 就 可 以 导出 上 面 的 被 积 函 数 一 定 为 0 ， 


OF O OF ô OF . 
On oro 0 Or (21.23) 


这 就 是 二 元 沙 数 情形 下 ， 泛 函 
J[u] = i F(z, Y, U, Ur, uy )dz dy 
S 


取 极 值 的 必要 条 件 的 微分 形式 (Euler-Lagrange 方程 ) . 
把 这 个 结果 应 用 到 例 21.2 中 弦 的 模 振 动 问题 上 ， 就 得 到 使 作 


用 其 
s= f a f 证 (的 ~7 (38) | 
FRIAR 
pe aor (21.24) 


这 正 是 我 们 在 第 十 二 章 导 出 的 弦 的 横 振动 方程 . 

练习 21.1 在 nn 个 自 变量 的 情形 下 ， 导 出 泛 函 

fo [Fe T2, `t, In, U, Ur, Uza, t, Uz, ) dr; dT? ---drn 

RRA, BCH REAM RAEN. LRZ RIAA HA! 
分 是 在 n 空间 中 的 一 定 区 域内 进行 的 . 

以 上 在 一 元 函数 和 多 元 函数 的 泛 函 极 值 问题 中 ， 都 限定 了 变 
Ek pa UE Sig BF LPE. W T Et ey Ee BI 
界 上 一 定 为 0. 我 们 把 这 种 泛 函 极 值 问题 称 为 固定 端点 或 固定 边 
界 的 泛 函 极 值 问题 . 这 类 问题 在 数学 上 当然 是 最 简单 的 ， 然 而 却 又 
是 物理 上 最 常用 的 . 

下 面 以 一 元 函数 为 例 ， 总结 一 下 变 分 的 几 条 人 简单 运算 法 则 . 

1. 首先 ， 由 于 变 分 是 对 函数 y HEAT, MOLT r, ， 所 
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以 ， 变 分 运算 和 微分 或 微 商 运算 可 交换 次 序 ， 


sc = sw) BN 5y = (5y)’. (21.25) 
2. 变 分 运算 也 是 一 个 线性 运算 ， 
s(a F + BG) = a5F + BSG, (21.26) 
其 中 a 和 6 是 常数 . | 
3. 直接 计算 ， 就 可 以 得 到 函数 乘积 的 变 分 法 则 : 
5(FG) = (8F)G + F (8G). (21.27) 
4. 变 分 运算 和 积分 (微分 的 道 运算 ) 也 可 以 交换 次 序 ， 
5 f 'Pdr= J ‘(8F) de. (21.28) 


这 只 要 把 等 式 两 端的 定 积 分 写成 级 数 和 即 可 看 出 .. 

5. 复合 函数 的 变 分 运算 ， 其 法 则 和 微分 运算 完全 相同 ， 只 要 
简单 地 将 微分 法 则 中 的 “ad” 换 成 “5” 即 可 . 例如 ， 

F(z, y, y) = = by + si by’. (21.29) 

这 里 注意 ， 引 起 F 变化 的 原因 ， 是 函数 y 的 变 分 ， 而 自 变 量 > 是 
不 变化 的 . 所 以 ， 绝 对 不 会 出 现 “ (8F/8zx)sz ”项 . 

这 些 运算 法 则 ， 当 然 完全 可 以 毫 不 困难 地 推广 到 多 元 函数 的 
情形 . 

YEA sO A RREH, E7 ih? RR RY RH 
即 Euler-Lagrange 方程 后 ， 还 需要 在 给 定 的 定 解 条 件 下 求解 微分 方 
程 ， 才 有 可 能 求 得 极 值 函 数 . 这 里 需要 注意 ， Euler-Lagrange 方程 
只 是 泛 函 取 极 值 的 必要 条 件 ， 并 不 是 充分 必要 条 件 . 在 给 定 的 定 解 
条 件 下 ， Euler-Lagrange 方程 的 解 可 能 不 止 一 个 ， 它 们 只 是 极 值 函 
数 的 候选 者 ， 到 底 哪 一 JL) 个 解 是 要 求 的 极 值 函 数 ， 还 需要 进 一 
步 加 以 甄别 . 和 求 函 数 极 值 的 情形 一 样 , 现在 也 可 以 有 两 种 方法 . 
一 种 是 直接 比较 所 求 得 的 解 及 其 “附近 ”的 孙 数 的 沁 耳 值 ， 根 据 泛 
肖 极 值 的 定义 加 以 判断 . 这 种 方法 不 太 实用 ， 至 少 会 涉及 较 多 的 计 
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算 ， 另 一 种 方法 是 计算 泛 函 的 二 级 变 分 By ， 如 果 对 于 所 求 得 的 
解 ， 泛 函 的 二 级 变 分 取 正 ($) 值 ， 则 该 解 即 为 极 值 函 数 ， 泛 函 取 
极 小 (大 ) .这 种 方法 当然 比较 简便 ， 但 如 果 二 级 变 分 为 0 ， 则 需 
要 继续 讨论 高 级 变 分 

可 是 ， 实 际 问题 往往 又 特别 简单 : 这 就 是 在 给 定 的 边界 条 件 
下 ， Buler-Lagrange 方程 只 有 一 个 解 ， 同 时 ， 从 物理 或 数学 内 容 上 
又 能 判断 ， 该 泛 函 的 极 值 一 定 存在 ， 那 么 ， 这 时 求 得 的 唯一 解 当然 
就 是 所 要 求 的 极 值 函数 了 ， 


21.3” 泛 函 的 条 件 极 值 


先 回忆 一 下 多 元 函数 的 极 值 问题 . 设 有 二 元 函数 fa, y), € 
取 极 值 的 必要 条 件 是 


df= oF as + Seay = 0. (21.30) 


因为 dz, dy 任意 ， 所 以 二 元 函数 f(z, y) 取 极 值 的 必要 条 件 又 可 以 
写成 
of as 0, 2 ai, (21.31) 
. dz Oy 
还 有 另 一 类 二 元 函数 的 极 值 问题 ,二 元 函数 的 条 件 极 值 问题 , 即 在 
约束 条 件 
glz, y) =C (21.32) 
FÈ f(z, y) HRA. 这 时 ， 在 原则 上 ， 可 以 由 约束 条 件 解 出 y= 
h(z) ， 然 后 消去 f(z, y) 中 的 y 这 样 ， 上 述 条 件 极 值 问题 就 转化 
为 一 元 函数 f(x, h(z)) 的 普通 极 值 问题 ， 它 取 极 但 的 必 要 条 件 就 是 
of + Shy Bh oe 
or 
me 因为 在 (21.3) 中 并 不 需要 真正 
道 y = ha) 的 表达 式 ， 而 只 需要 知道 


和 = h (z). 


(21. 33) 
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这 样 ， 我 们 甚至 不 必 (在 大 多 数 情形 下 也 不 可 能 ) 求 出 y = A(z) ， 
就 可 以 直接 对 约束 条 件 (21.32) 微分 


Og Og 
Ax dz + By oY = 0, 
从 而 求 出 


dy _ Og/Ox 


dr  Og9/dy’ : 


代 回 到 (21.30) 式 中 ， 即 可 将 上 述 二 元 函数 取 极 值 的 必要 条 件 写 
Of _ Of dg/dz _ 


ðr OyOg/dy ` 
上 面 的 讨论 ， 当 然 很 容易 推广 到 更 多 个 自 变 量 的 多 元 函数 的 
情形 . 但 是 ， 随 着 自 变量 数目 的 增多 ， 公 式 也 就 越 来 越 麻 烦 . 
在 实用 中 ， 更 常用 Lagrange 乘 子 法 来 处 理 多 元 函数 的 条 件 极 
值 问 题 . 例如 ， 对 于 上 面 的 在 约束 条 件 (21.32) 下 求 函数 f(z, y) 的 
极 值 问 题 ， 就 可 以 引进 Lagrange FEF 入 ， 而 定义 一 个 新 的 二 元 函 
žr © 


(21.34) 


h(x, y) = f(z, y) — àg(z, y). (21.35) 
仍 将 > 和 y 看 成 是 两 个 独立 变量 ， 这 样 ， 这 个 二 元 函数 取 极 值 的 
必要 条 件 就 是 


O(f — Ag) _ Of - Ag) _ 
An = 0, a 0. (21.36) 


由 此 可 以 求 出 
z=2(rA), y=y(r), (21.37) 
代 回 到 约束 条 件 (21.32) 中 , EH Lagrange FEF A, 再 代入 (21.37) , 
就 可 以 求 出 可 能 的 极 值 点 (z, y) . 容易 看 出 , 将 (21.36) 式 中 的 入 消 
去 ， 就 能 化 为 (21.34) 式 . 
如 果 是 更 多 个 自 变量 的 多 元 函数 , 也 可 以 同样 地 处 理 . mE, 
如 果 涉 及 多 个 约束 条 件 ， 也 就 只 需 引 入 多 个 Lagrange PEP. 


@ 为 了 以 后 的 方便 ， 这 里 的 Lagrange RT MMS Sf —-TRE- 
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RED MARA. WRB RIS 


Jly] = | F(x, y, y )dz (21.38) 
在 边界 条 件 
y(zo) =a, y(71) =b (21.39) 
以 及 约束 条 件 
Jily] =/ G(z, y, y )dr =C | (21.40) 


下 的 极 值 ， 则 可 定义 
Joly] = [y] — AJ: [y], (21.41) 
仍 将 by 看 成 是 独立 的 ， 则 泛 函 Joly] 在 边界 条 件 (21.39) 下 取 极 值 
的 必要 条 件 就 是 
(< 42 
Oy dz dy’ | 
由 方程 (21.42) 及 边界 条 件 (21.39) 解 出 y = y(z, 和 ) ; 再 代入 约束 条 
件 (21.40) ， 定 出 入 = Xo。; WRAZ, HAYAMI: TE, RIH 
数 就 是 y= ylz, ro), ， 从 而 就 最 终 求 出 泛 函 Joly] 的 条 件 极 值 . 
Pj 21.4 KZA 


MG ET (21.42) 


Ty] = f ry’ dr (21.43) 
在 边界 条 件 
y(0) 有 界 ， ya) =0 (21.44) 
和 约束 条 件 A 
f ry dr=1 (21.45) 
0 
下 的 极 值 曲线 . 
E 采用 上 面 描述 的 Lagrange 习 子 法 ， 可 以 得 到 必要 条 件 
(= = <<) (zy 一 Ary’) = 0, 
y dr dy’ 
Ep 
< (z2) 十 和 AZ1 =0. (21.46) 
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此 方程 及 齐 次 的 边界 条 件 (21.44) 即 构成 一 个 本 征 值 问题 ， 它 的 本 
征 值 
AN = (2), 是 军阶 贝 塞 耳 函数 Jo(z) 的 
第 个 正 零 点 ,i =1,2,3,--- (21.47) 
正好 就 是 Lagrange 乘 子 ， 而 极 值 函 数 就 是 相应 的 本 征 函 数 y(z) ， 
yi(x) = C Jo (m2) . 
常量 C 可 以 由 约束 条 件 定 出 ， 因 为 
c? A r3 (m?) de = 0 Iqu) =1, 


所 以 
__ v2 


~ adi (pi) 
这 样 ， 就 求 出 了 极 值 函数 


Yi(z) = tole). (21.48) 

值得 注意 ， 这 里 由 于 Lagrange HFA SI, {E Euler-Lagrange 

方程 出 现 了 待定 参量 ， 和 齐 次 边界 条 件 组 合 在 一 起 ， 就 构成 本 征 值 

问题 . 而 作为 本 征 值 问题 ， 它 的 解 ， 本 征 值 和 本 征 函 数 ， 有 无 穷 多 

个 . 这 里 有 两 个 问题 需要 讨论 . 第 一 个 问题 ,这 无 穷 多 个 本 征 函 数 

都 是 极 值 函 数 . 这 可 以 从 下 面 的 变 分 计算 看 出 . 由 边界 条 件 (21.44) 
以 及 由 此 推 得 的 


sul AF, sl, = 
可 以 求 出 a 的 一 级 变 分 


1 
5 =2 | zy’ (5y) dz 


1 1 
-| (zy ) suaz] 
o. Jo 
1 
=-2/ (zyY +y’) dz, 
0 


=2 fev -zy 
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进而 可 以 求 出 Ity] 的 二 级 变 分 


1 
67 I[y] = 一 2 | (x by” +y') dy ôx 
0 
1 1 1 
一 一 2 fv- 2s) -f (x by) by’ dc+ f sy by de} 
0 0 0 


1 
=2 | z(6y') dz > 0. 
0 


因为 泛 函 Ily] 的 二 级 变 分 恒 取 正 值 ， 所 以 这 些 极 值 函数 均 使 泛 函 
取 极 小 . 第 二 个 问题 是 , 这 无 穷 个 本 征 值 正好 也 就 是 泛 函 的 极 值 . 
这 是 因为 ， 将 方程 (21.46) 乘 以 极 值 函 数 y(z) ， 再 积分 ， 就 有 


af zry? dr = =f y(zy’) dz 
+ [eves 
= [ eras, 
根据 约束 条 件 (0145, RERA 
d= J “ay” dz. - (21.49) 


溯 到 “闭合 曲线 周 长 一 定 而 面积 取 极 大 ”的 原始 几何 问题 . 因此 ， 
泛 函 的 条 件 极 值 问 题 ， 常 称 为 等 周 问题 (Isoperimetric problem) . 


II 


1 
一 TY 


21.4 ”微分 方程 定 解 问题 和 本 征 值 问题 的 变 分 形式 


在 前 两 节 中 ， 读 者 看 到 ， 泛 函 取 极 值 的 必要 条 件 的 微分 形式 
(Euler-Lagrange 方程 ) 是 常 微分 方程 或 偏 微 分 方程 , 它 和 变量 函数 的 
定 解 条 件 结合 起 来 , 就 构成 常 微分 方程 或 偏 微分 方程 的 定 解 问题 ; 
对 于 泛 函 的 条 件 极 值 问 题 ， 其 必要 条 件 中 出 现 待定 参量 (Lagrange 
RTF), 它 和 齐 次 边界 条 件 结合 起 来 , 就 构成 微分 方程 本 征 值 问题 . 
这 一 他 将 研究 它 的 反问 题 : 如 何 将 微分 方程 的 定 解 问题 或 本 征 值 
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问题 转化 为 泛 函 的 极 值 或 条 件 极 值 问 题 ， 或 者 说 ， 如 何 将 微分 方程 
的 定 解 问题 或 本 征 值 问题 用 变 分 语言 表述 . 通过 下 面 几 个 实例 ,可 
以 看 出 这 类 问题 的 一 般 处 理 方法 . 

例 21.5 写 出 常 微分 方程 边 值 问题 


+ " a + (x)y(2) = fle), t0< <2, (21.50a) 
y(Zo) = y(zı) = yı (21.50b) 


的 泛 函 形式 ， 应 的 泛 函 ， 它 在 边界 条 件 (21.50b) 下 取 极 值 
的 必要 条 件 即 为 (21.50a) . 

解 既然 泛 函 极 值 必要 条 件 的 微分 形式 就 是 方程 (21.50a) ， 那 
么 ， 这 个 方程 一 定 来 自 


[ {EE [be E] +alle) - f(s)} by(z) de = 0. 


现在 的 问题 就 是 要 把 上 式 左 端 化 成 某 一 积分 的 变 分 ， 这 对 于 该 积 
分 被 积 函 数 的 第 二 、 三 项 是 很 容易 实现 的 ， 


| sreeda sf ae" eae, 
J Tenons | "f(z)y(z)dz. 


此 ,在 变 分 计算 中 , 它们 都 是 常量 . 对 于 被 积 函 数 中 的 第 一 项 ， 可 
以 分 部 积分 ， 


a < Eo st] 5y(z) dz = p(2)SLou(2)| _ T pl) dy ou Aey) m 
=~ [nog ae 


=~ 35 [ (i) a, 
其 中 当然 用 到 了 5y(z)|。 = 6y(z)|。 =0- 把 上 面 的 结果 综合 起 来 ， 
就 得 到 
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f f { & PoE] +o - se} sa 


= -s [" {3 po (P) -ew + foso haz 
= | (21.51) 
这 就 说 明 ， 方 程 (21.50a) oe 
m= {3 po (P) -iewe + se) esa 


取 极 值 的 必要 条 件 读者 也 可 以 直接 验算 . 
例 21.6 写 出 偏 微分 方程 定 解 问题 


V?ulr)+ ku(r)=—p(r),, rev, (21.53a) 
u(r)| = f(5) (21.53b) 
的 变 分 形式 
解 可 以 完全 仿照 例 21.5 的 做 法 ， 考 虑 积分 
TJ [Vu 十 大 十 p(r)| 5udr, 


对 于 被 积 函 数 中 的 后 两 项 ， 有 
TI ee -3 |J] ku? dr, 
JIJ p(T )Sudr =s [J] p(T)udr. 


对 于 被 积 函 数 中 的 第 一 项 , 则 需要 应 用 Green 第 一 公式 以 及 边界 条 
{F su(7)| ,=0， 


[[[veusuar = [[suvu-az- ff] vu-v(ou)ar 


因此 ， 原 方程 就 转化 为 
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全 (Vu) —u'| — ] - pu} dr = 0. 


这 说 明 ， 定 解 问题 (21.53) 就 等 在 边界 条 件 (21.53b) FRK? A 


JJJ Ast 一 有 | 一 ] = pul dr (21.54) 


的 极 信和 问题 . 
例 21.7 写 出 偏 微 分 方程 的 本 征 值 问题 
Vu(7r)+ Mu(r)=0, rev (21.55a) 
ulr)| = 0 (21.55b) 


的 变 分 形式 . 
解 首先 ， 可 以 将 本 问题 看 成 是 例 21.6 的 特殊 情形 . 因此 ， 本 
征 值 问题 (21.55) BESET Ti R 


Jiu] = J / | { [vu] e aflur} dr (21.56) 


在 边界 条 件 (21.55b) 下 的 极 值 问 题 . 更 进一步 ， 把 本 征 值 看 成 是 
Lagrange 乘 子 ， 那 么 ， 这 个 泛 函 极 值 问题 又 等 价 于 泛 函 


J(u} = J i i [Yu(r)] dr (21.57) 


在 边界 条 件 (21.55b) MARAE CRIER K — AIP) 


Ji {uj = [ffi u(r)| “dr =1 (21.58) 


下 的 条 件 极 值 问题 

清 读者 证 明 ， 这 样 得 到 的 泛 函 的 条 件 极 值 问题 的 确 和 本 征 信 
问题 (21.55) 同 解 ， 不 难 理解 ， 这 些 本 征 函 数 正好 就 足 泛 函 的 极 什 
MM, ARE ATES A BUA h TE jl] 的 二 级 变 分 


5 J [ul] = 2 {|| [V(su(r))] ar (21.59) 


恒 为 正 ， 所 以 ， 泛 函 的 极 值 是 极 小 值 . 这 些 极 小 值 中 的 最 小 者 ， 当 
然 就 是 本 征 值 问题 (21.55) 的 最 小 本 征 值 . 


“215 变 边 值 问 题 


在 实际 问题 中 还 会 遇 到 男 一 类 汉 函 的 极 值 问 题 ， 即 极 值 也 数 
在 一 端 或 两 端的 数值 并 未 指定 . 可 以 看 下 面 这 两 个 例子 . 

例 21.8 ” 找 出 连接 一 固定 点 4 到 一 铅 直 线 工 的 路 径 ( 见 图 
21.2) ， 使 质点 在 重力 作用 下 以 最 少 的 时 间 由 4 到 工 . 在 这 个 问题 
中 ， 起 点 4 的 位 置 是 给 合 定 的 ， 


ya =y(za). 


但 是 , 终点 B 的 位 置 并 不 是 完全 确定 的 , 它 只 是 限定 在 工 上 变化 ， 
因此 ， 只 是 TB 给 定 ， 而 ys 不 定 . 


图 21.2 图 21.3 


例 21.9 ”如 图 21.3 所 示 ， 求 两 条 不 相交 曲线 之 间 的 最 短路 

径 . 这 里 ， 两 个 端点 的 位 置 都 是 不 完全 确定 的 . 需要 决定 端点 的 坐 

以 及 连结 这 两 点 的 最 短路 径 . 从 数学 上 看 ， 这 类 间 题 仍然 可 以 
BEDEVA: M | 

sl = f F(z, y, y') dz (21.60) 


的 极 值 问题 ， 只 不 过 边界 条 件 需 要 修改 . 仿照 前 面 的 讨论 ， 我们 知 
道 ， 这 个 泛 函 取 极 值 的 必要 条 件 是 
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Ti i Ly F F 
5J[y] = J bF(z,y,y)dx = I (Frou + SSY ) dz 
zo 


ee “1 (OF d OF 
: +f (F-E) wir = 0 


设 起 点 的 位 置 (zo, yo) 给 定 ， 因 而 dy|, = 0 ; 但 终点 的 位 置 (rz y) 
Rar 给 定 ， 而 yi 不定， 所 以 by], 也 不 定 . 这 样 ， 乍 一 看 来 ， 似 乎 
并 不 能 立即 得 到 必要 条 件 的 微分 形式 ， 即 Euler-Lagrange 方程 . 可 
是 ， 只 要 一 旦 求 出 这 个 极 值 函 数 ， 它 的 终点 位 置 (zu y) 当然 也 就 
完全 确定 . 这 样 , 这 个 极 值 范 数 一 定 也 是 同一 个 泛 函 在 两 端 固定 的 
边界 条 件 


il 
o 
x 


2y(Zo) = yo, y(z1) = yı 
下 的 极 值 范 数 ， 所 以 一 定 也 还 是 方程 


的 解 . 换 句 话说 ， 这 个 Euler-Lagrange 方程 也 还 是 泛 函 在 变 边 值 条 
件 下 取 极 值 的 必要 条 件 . 但 是 ， 只 有 这 个 条 件 还 不 够 ， 还 必须 有 
BF 
Oy 了 一 工 1 
才能 保证 泛 函 的 一 级 变 分 SJ[y] = 0 . 
结论 : YE PR (21.60) 在 一 端 完全 固定 (y(zo) = y) ， 另 一 端 z: 给 
E m yla) 不 定 的 条 件 下 取 极 值 的 必要 条 件 是 


= 0, (21.62) 


OF 
y(z0) = yo, 3y = 0. (21.63b) 


练习 21.2 在 两 端 均 为 变 边 值 的 条 件 下 ， 求 沁 孙 
m= | F(x, y, y ) dz 
取 极 值 的 必要 条 件 . 
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现在 再 推广 到 二 元 函数 的 情形 . CEN ARE (边界 ol: 
的 u(r, y) AAH) F. ek 


7 [a Wy T, Y U, a sn) drdy (21.64) 


取 极 值 的 必要 条 件 ， 仍 然 是 此 认 函 的 一 级 变 分 为 0， 


(元 OF | OF | 
Jnl = (Sou + Aa our + T bu) dz dy 
| A a 
jf (ae 208 oar), ina 
人 Or Ou, 0 人 
ð ( OF 
oc Fe Fa era Gare ou) | eee 
SA os ou dr dı 
(Z Or ður Oy Ou, area 
OF OF 
+ uf |- T i S dy] Su 


ETEA, UE RF MANT ER E 


OF 00F ð oF : 
On ORO Dam. (21.65a) 


| [- Sdr 六 í 区 =). (21.65hb) 


或 者 把 沿边 界 的 第 二 型 线 积 分 改写 成 第 一 型 线 积 分 的 形式 , Te, 
边界 条 件 (21.65b) 又 可 以 写成 


[元 cos(n, r) + OF cos(n. v) = Í). (21.65b’) 
r 


Ou, Ouy 
21.6 Rayleigh—Ritz 方法 


到 现在 为 止 ， 读 者 应 该 已 经 了 解 了 变 分 法 应 用 十 物理 问题 的 
大 概 轮廓 . 变 分 法 在 物理 学 中 的 应 用 ， 可 以 分 为 两 个 十 要 的 方面 . 


一 种 应 用 是 作为 基本 物理 规律 的 表述 语言 .可 以 用 Hamilton 原理 
或 其 他 类 似 的 语言 描述 力学 系统 (质点 、 质 点 组 …… ) 的 运动 ， 可 
以 用 Fermat 原理 描述 光线 在 介质 中 的 传播 ， 包 括 在 界面 上 的 及 射 
和 折射 ， 也 可 以 用 变 分 的 语言 描述 电磁 场 乃 至 微观 粒子 的 运动 ， 
等 等 . 在 物理 学 的 这 些 分 支 中 , 支配 物质 运动 的 各 种 特定 形式 的 基 
本 规律 , 无 一 例外 地 都 可 以 表述 为 各 目的 谤 范 极 值 问 题 . 变 分 法 的 
这 种 应 用 , 具有 重要 的 理论 意义 . 它 可 以 使 我 们 更 统一 地 了 解 物质 
世界 的 运动 ， 可 以 使 我 们 更 方便 地 从 已 知 的 物理 领域 向 新 的 领域 
扩展 . 变 分 法 的 第 二 种 应 用 则 是 体现 出 它 的 实用 价值 : CARER 
体 的 物理 问题 提供 了 一 种 新 的 灵活 手段 . 尽管 我 们 平时 仍然 征 习 
惯 于 使 用 微分 方程 去 描写 这 些 物 理 问题 ， 但 毕竟 只 有 少数 的 问题 
才能 精确 求解 , 在 多 数 的 实际 问题 中 往往 只 能 得 到 近似 解 . 在 变 分 
法 的 基础 上 ,就 建立 了 很 实用 的 近似 解法 . 本 节 就 介绍 求解 第 微分 
方程 本 征 值 问题 的 一 种 近似 方法 . 

假设 有 一 个 一 般 的 本 征 值 问题 


LX = MpX, (21.66a) 
a; X(a) + BIX'(a) = 0, (21.66b) 
az X (b) + B2X'(b) = 0. (21.66c) 


这 时 存在 两 种 可 能 : 一 种 是 常 微分 方程 (21.66a) 的 解 已 知 ， 很 容易 
求 得 ; 另 一 种 可 能 是 还 需要 用 常 微分 方程 级 数 解法 , 才能 求 出 肖 微 
分 方程 的 解 . 但 是 ， 无 论 那 种 情况 ， 都 还 要 代入 边界 条 件 ， 定 出 本 
征 值 和 本 征 函 数 . 一 般 说 来 , 除了 少数 已 经 熟悉 的 范 数 外 ,很 难 指 
望 能 得 到 本 征 值 的 准确 表达 式 ， 即 使 像 

X'(r)+AX(r)=0 


这 样 最 简单 的 方程 ,有 熟知 的 两 个 线性 无 关 解 snVAz 和 cosVAz ， 
在 一 般 的 第 三 类 边界 条 件 下 , 也 无 法 写 出 本 征 值 的 显明 表达 式 . HB 
么 ， 对 于 一 般 的 本 征 值 问题 ， 这 里 的 困难 就 可 想 而 知 了 . 变 分 法 就 
为 我 们 提供 了 求解 本 征 值 的 近似 方法 . 


用 Rayleigh-Ritz 方法 近似 求解 本 征 值 问题 的 基本 思路 是 : 首 
先 把 本 征 值 问题 转化 为 沁 函 的 条 件 极 值 问 题 ， 然 后 在 一 定 的 函数 
空间 中 求解 ， 因 而 把 问题 又 转化 函数 的 条 件 极 值 问题 .只 要 选择 
的 函数 空间 (对 于 此 本 征 值 问题 ) 是 完备 的 ， 原 则 上 总 可 以 足够 精 
确 地 逼近 本 征 值 的 精确 值 ， 而 从 实用 的 角度 看 ， 就 是 要 选择 一 个 
“好 ”的 函数 空间 (实际 上 是 一 个 函数 序列 ) ， 一 方面 便于 计算 ， 
一 方面 又 能 够 足够 快 地 、 足够 精确 地 求 得 本 征 值 的 近似 值 . 这 就 要 
求 水 数 序 列 具 有 本 征 函 数 所 要 求 的 主要 基本 特征 ， 要 求 我 们 串 先 
从 物理 上 和 数学 上 对 于 本 征 函 数 的 性 质 作 出 准确 的 判断 . 

为 了 便于 比较 ， 不 妨 举 一 个 已 知 精确 解 的 例子 . 

例 21.10 求 本 征 值 问题 


12 (2) 十 Ay(z) =0, (21.67a) 
yO AF, yla)=0 (21.67b) 


的 最 小 本 征 值 . 
解 这 个 本 征 值 问题 在 21.3 节 的 例 21.4 中 已 经 讨论 过 ， 当 时 
Wie HY 2 7 R 


了 [让 = f ry’ dx (21.68) 

在 边界 条 件 (21.67b) 和 约束 条 件 
五 [中 三 ia ry dz =1 (21.69) 

0 


下 的 条 件 极 值 问题 ， 它 的 Euler-Lagrange 方程 就 是 (21.67a) A- 

现在 就 用 Rayleigh-Ritz 方法 来 近似 求解 这 个 泛 函 的 条 件 极 值 
问题 . 事先 ， 我 们 对 于 本 征 函 数 的 了 解 是 ， 它 除了 必须 满足 边界 条 
{F (21.67b) 之 外 ， 还 应 该 具有 奇偶 性 (为 什么 ”请 读者 证 明 ) . A 
此 ， 可 用 多 项 式 序 列 


we = bE)]+ob- (2)] +f- (2) T 


r 2947 
toetan- (Z) |o n= (21.70) 
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FALE AE GE wa. 首先 取 近 似 的 本 征 函 数 y(z)， 即 在 (21.70) PR 
前 两 项 ， 代 入 泛 函 (21.68) 及 约束 条 件 (21.69) ， 得 


ie aii 
0 
一 a? + = 十 22, (21.71) 
3 3 
hiy] = f zr ys dz 
0 


1 
(ia 十 S 十 gé” 


4 10 
= 1. (21.72) 
这 可 以 看 成 是 a 和 as 的 二 元 函数 的 条 件 极 值 问题 ， 必 要 条 件 是 
a oat) = 2a; + so 一 a? (Zoi + 722) =; (21.73) 
. PAD = az + Sa — a? (Zan -+ 71) =0. (21.74) 
这 又 是 关于 a 和 os 的 代数 方程 组 ， 有 非 零 解 的 充分 必要 条 件 是 
2— =)? ota? 
3 3 4 E 
4 1、， 4 1.5 
374% 375% 
即 , 
3(àa?) E 128( da”) +640 = 0. (21.75) 
解 之 得 | 
da? = + V34. (21.76) 


这 两 个 给 出 的 都 是 和 的 极 小 值 ， 在 21.3 和 21.4 节 中 已 经 论证 过 ， 
最 小 的 极 小 值 就 对 应 于 最 小 的 本 征 值 ， 这 里 得 到 的 当然 只 是 本 征 
值 问题 (21.67) 的 最 小 本 征 值 的 近似 值 


~ _ 5.7841... 
= 


入 1 (21.77) 


它 和 精确 值 
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(= . 5.7831 ... 
Al 一 — = 


a a? 


的 相对 误差 不 到 2 x 1074. 相应 地 ， 本 征 函 数 的 近似 解 忌 
no -全 re- 人 


aya =24/12 — 332/17 = 1.6505676---, (21.78b) 


aoa = 1/80 — 230\/2/17 = 1.0538742---. (21.78c) 


为 了 与 精确 解 
(z) = i 


作 比较 ， 不 妨 计算 
3= f [pe -neza 


(21.78a) 


=2-2/ yi (x) yr)rdr 
0 


一 2 {1 一 [oat Tee — 1) | | 
H) Hi Hi 


= 1.66 x 107”. 


由 于 在 多 项 式 通 近 (21.70) 中 才 只 取 了 两 项 , 本 征 值 和 本 征 函 数 就 能 
达到 这 个 精度 ， 这 足 的 确 令 人 惊异 的 . 从 这 里 可 以 看 出 ，Ravleigh 
Ritz 方法 的 确 不 大 为 一 种 好 的 近似 方法 . 可 以 想像 ， 如 果 取 的 项 数 
更 多 ， 得 到 的 精度 会 更 高 . 

作为 例题 ， 我 们 可 以 到 此 结束 . 但 足 ， 继 续 分 析 一 下 这 个 例 
题 ， 进 而 对 Rayleigh Ritz 方法 有 更 进一步 的 了 解 足 有 好 处 的 . 从 上 
面 的 计算 可 以 看 出 ， 在 应 用 Rayleigh Ritz 方法 时 ， 只 能 求 得 最 低 的 
几 个 本 征 值 的 近似 值 ， 本 征 值 的 个 数 和 使 用 的 逼近 函数 中 的 参数 
数目 相同 .这 是 应 用 Rayleigh-Ritz 方法 求解 本 征 值 问题 的 一 个 特 
BR: TERM YAH, FAN IAA Rayleigh Ritz 方法 只 能 求 得 有 限 个 
本 征 值 而 降低 它 的 实用 价值 ， 因 为 有 不 少 问题 只 需要 求 出 最 小 的 
a TT AEE. 
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再 看 一 下 上 面 得 到 的 第 二 个 本 征 值 


- 36.883... 


Ms (21.79) 


它 和 精确 值 

”30.471.… 
之 间 的 误差 竞 超过 20% ! 为 了 要 求 得 足够 精确 的 第 二 个 本 征 值 ， 
当然 必须 增加 逼近 函数 中 的 参数 ， 这 当然 必须 以 完成 急剧 增长 的 
计算 基 为 代价 . 在 实用 中 , 更 好 的 办 法 是 求解 一 个 新 的 泛 函 条 件 极 
值 问题 ， 它 和 原来 的 泛 函 条 件 极 值 问题 的 差别 只 在 于 排除 掉 第 一 
个 本 征 值 .这 只 要 在 原来 的 泛 函 条 件 极 值 问题 中 再 附加 上 一 个 正 
交 条 件 


入 2 


[ y(x) ğı(x)rdr = 0 (21.80) 


即 可 . 这 样 ， 在 这 个 新 的 泛 函 条 件 极 值 问题 中 ， 最 小 的 本 征 值 当然 
就 是 原来 的 第 二 个 本 征 值 了 . 读者 不 难 想到 ， 如 果 要 求 更 高 的 本 征 
值 ， 应 该 如 何 处 理 . 
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第 二 十 二 章 ”数学 物理 方程 综述 


22.1 二 阶 线性 偏 微分 方程 的 分 类 


在 本 谍 程 的 数学 物理 方程 部 分 中 ， 我 们 总 共 讨 论 了 三 种 类 型 
偏 微分 方程 

。 波动 方程 

。 热传导 方程 

。 稳定 问题 ， 如 Laplace 方程 ，Poisson 方程 ，Helmholtz 方程 等 
a ee ls 它们 的 解 也 
部 表 现 出 各 自 不 同 的 特点 (例如 ， 见 13.6 ~ 13.8 各 节 的 讨论 ) ， 在 
数学 上 ， ee 抛物 型 和 椭圆 型 三 类 ( 见 12.4 
市 ) .现在 的 问题 是 : 一 阶 线性 偏 微分 方程 ， 是否 就 只 有 这 三 种 类 
型 ?回答 是 : 对 于 两 个 自 变 量 的 情形 ,一定 如 此 . 对 于 更 多 个 自 变 
量 的 情形 ,问题 要 复杂 一 些 , 但 讨论 的 基本 方法 是 一 样 的 . 下 面 ， 
就 以 两 个 自 变 其 的 二 阶 线 性 偏 微分 方程 为 例 ， 作 一 个 典型 讨论 . 

两 个 自 变 基 (z,y) 的 二 阶 线性 偏 微分 方程 的 普遍 形式 是 : 

oy oe 4 oot dg tee + futg=0, (22.1) 

HE a, b,c, d,e, f H g Æ r, yHOMBM BERRIES 
PE. BR, RX a, b,c 中 ， 至 少 有 一 个 不 恒 为 0， 否则， 就 不 
成 其 为 二 阶 偏 微分 方程 . 

首先 考虑 a 和 (或 )c 不 恒 为 0 的 情形 . 不 妨 设 ae 关 0 . 这 时 可 
作 变 换 


E€ = P(x, y), n = V(r, y). (22.2) 
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为 了 保证 上 和 7 仍然 是 独立 变量 ， 这 一 组 变换 必须 满足 
oS, n) 
Be #0. (22.3) 
ðu ðu NOu _ Abdu Əy du 
Or rðr  Oxdn Ox dE Oz On’ 
Ou _Əp ðu _ OY Ou 
Oy Oy OE * dy On’ 


Ou _ (96) O90 ov Ou 2) Ou 3g 3u OVOu 
Ox? \Oxr/ 662 “Or Ox aean * ð On? 而: OE ðr? On’ 
u Əy Ov Ou 


Deon Ox Oy On?” 


Ou _ O06 06 Ou (22% 26 oe) 
OrOy Ox Oy OE? Ox Oy Əyə 
, Bó ðu OY Ou 
OxOy O€ = OAxdy On’ 
fu _ (98) ou ðh Ow Oru (aya 3’ ðu 8y Ou 
Oy? \dy/ OF? Oy Oy OE0n y) On Oy? OE Ay? On 


所 以 ， 方 程 (22.1) BH 


8 u 8 u 8u Ou Ou 
Ager OB ep +C o + Dap + Ea + Fut+G=0, (22.4) 
其 中 ， 
__ (2% p24 09 Og 
A =a(S2) a rie S (32). 
_ 9 Ow 0¢ OW ae ) 00 OY 
oO ae ae + 久光 Oy | dy Ox) By Oy’ 
_ (2% dy Ow Oy 
c =a(S¢) ae a (£), 
= Ze ao de dp _ 96 
D = an Az? + 265 By Oe +d- + a 
_ oy ry 0% dap dy 
HG aoa Po aa 5 Ee 3 to TE 
F =f, 
G =g 
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容易 证 明 


2 an. (8000 IHIN? 
B? _ AC = (5 a ae) (&? — ac) (22.5) 
al, n) |? 
= ki x ( — ac). (22.5) 
为 了 书写 简便 起 见 ， 令 
Ou Ou Ou Ou 
P(E m u se, e Dog tE + FurG. (22.6) 
则 方程 (22.4) BA 
8’ u 8u Ou ðu Ou , 
Aga + Bae + CE +(e, mu Be z) = 0. (22.4') 


这 样 ， 我 们 就 希望 ， 通 过 适当 选择 变换 (22.2) ， 使 得 A, B, C 中 有 
一 个 或 几 个 为 0 ， 达 到 使 方程 简化 的 目的 . 
为 此 ， 要 介绍 一 个 定理 . 
定理 WR d(x, y) =C 是 方程 
a(dy)” 一 2bdydz + c(dz)" = 0 (22.7) 
的 一 般 积 分 ， 则 上 = (2, y) 是 方程 


Oo 00 OO ð? _ 
o( 22)" ri te (5) =f (22.8) 
的 一 个 特 解 . 
证 AN ol, y=, BA 
Od 7 _ 06/dz 
an Sede + a y=0 即 dy = -goa 


这 里 ， 不 妨 设 Ob /dy #0. 代入 方程 (22.7) ， 就 有 
a(dy) — 2bdyda + c(dz)? 


= gi 5 a -2( - en +e] (dx) 


= (Bs) +3235 + (35) | (so) =° 


所 以 (22.8) 成 立 ， 定 理 得 证 . O 
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这 个 定理 告诉 我 们 ， 如 果 想 要 选择 变换 上 = olr, y) HE A= 0, 
或 是 选择 变换 n= viz, y) 使 C =0， 就 可 以 通过 求解 常 微分 方程 


避风 -26 开 +c=0 或 =o +i ac (22.9) 


dr a 
的 解 来 得 到 . 在 一 般 情况 下 ， 这 样 能 得 到 两 个 无 关 解 ， 称 为 偏 微分 
方程 (22.1) 的 特征 线 . 
在 具体 求解 方程 (22.9) 时 ， 又 需要 区 别 下 列 三 种 情形 : 
1. —ac>0. 这 时 ， 从 方程 (22.9) 可 以 求 得 两 个 实 函 数 解 
p(z, y) =C: 及 ylz, y= 
a eg we © 
E= ¢(z, y),  n=%(z, y), 
就 可 以 使 得 4=C =0. 同时 ， 根 据 (22.5) 式 ， 就 可 以 断定 B 一 定 
不 为 0. 所 以 ， 方 程 (22.4 ) 就 变 成 


(22.10) 


Ou Ou 
oe + 0( pe ÂE’ iy) = s 
或 者 进一步 作 变 换 
p= E T UE g= é =N, 
于 是 有 
o_ ð ð 909 8 ð 
Of öp da’ ôn Op Oa 
所 以 
Pu Pu ou 
Of0n dp? 8o?’ 
方程 (22.10) 又 可 以 进一步 化 为 
u du Ou Ou 
BB + pou gee a) =0. (22.11) 


这 种 类 型 的 方程 称 为 双 曲 型 方程 . 波动 方程 就 属于 这 种 类 型 . 
2. 下 一 ac < 0. 这 时 ， 可 以 重复 上 面 的 讨论 ， 只 不 过 得 到 的 
d(x, y) 和 vz, y) MEH SR, RAUL, 偏 微分 方程 22.1) 


579 


的 两 条 特征 线 都 不 是 实 的 ， 于 是 

€=9(z,y), n=v(z, y) 
xe AT SESE HY SE. 这样 也 能 够 得 到 以 复 变量 5 和 ? 为 自 变 基 
的 方程 (22.10) ， 进一步 引进 两 个 新 的 实 变 基 

p=Etn a =i(E-n), 


于 是 


所 以 

or 
an Op? da?’ 
方程 (22.10) 又 可 以 进一步 化 为 
ui 8u ðu ðu 
m Oe? +92(p0.u 5 55) 
XADRA. E, «Laplace 方程 、Poisson Ff 

程 和 Helmholtz 方程 都 属于 这 种 类 型 . 

3. —ac=0. 这 时 ， 方 程 (22.9) 一 定 有 重 根 
dy _ b 


一 一 


dx a 
因而 只 能 求 得 一 个 解 ， 例 如 ，%z, y) = C . FEH E= (a, y) 就 可 
以 使 4=0. 但 是 ， 由 (22.5) 式 可 以 断定 ， 一定 有 B? 一 4AC =0， 
这 意味 着 B 也 一 定 为 0 . HU, 我们 完全 可 以 任意 选取 另 一 个 变 
换 ，7 =w%(z, y), RECH £= 9(z, y) 彼此 独立 、 即 


O(€, n) 
a(x, y) 7° 


BP ay. 这样， 方程 (22.4 ) 就 化 为 


Ou Ou Ou 
On? + A u, DE’ a) ='0. (22.13) 


这 种 类 型 的 方程 称 为 抛物 型 方程 ， 热 传导 方程 就 属于 这 种 类 型 . 


=0. (22.12) 


? 
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以 上 的 讨论 是 在 a 和 e 不 恒 为 0 的 前 提 下 进行 的 ， 在 适当 选 
择 变换 (22.2) 后 ， 总 可 以 使 得 A, B,C 中 有 一 个 (B) 或 两 个 (B 以 
及 4 或 C) 为 G0. 而 且 ， 事 实 上 ， 如 果 再 作 进 一 步 的 变换 ， 还 可 以 
把 不 为 0 的 系数 变 为 1 或 -1. 4A=C=1,B=08f, THEM 
圆 型 ，4= -C = +1, B = 0 时 ， 方程 为 双 曲 型 ; A=B=0,C=1 
或 4=1,B=C=0 是 ， 方程 为 抛物 型 . 

如 果 a 和 c 恒 为 0. 那么 ,一 定 有 4b 关 0. 这 正 是 属于 双 曲 型 
方程 的 情形 ， 所 以 也 不 必 具 体 讨 论 了 . 

综合 以 上 的 讨论 ， 可 以 得 出 结论 : 要 判断 二 阶 线性 偏 微分 方 
程 属于 何 种 类 型 ， 只 要 讨论 判别 式 0 - ac 即 可 如果 方程 的 系数 
a,b,c 为 常数 ， 当 然 偏 微分 方程 一 定 属于 上 述 三 种 类 型 之 一 ， 如 果 
a,b,c 是 z,y 的 函数 ， 那 么 ,在 zy 平面 上 的 一 定 区 域内 ， 一 般 说 
Xe, V-a 并 不 会 得 保持 为 恒 正 、 恒 人 负 、 RAO. AW. 方程 并 
不 能 简单 地 归结 为 固定 的 一 种 类 型 . 换 句 话说 , 方程 可 能 在 区 域 的 


不 同 部 分 属于 不 同 的 类 型 . 这 时 ， 不 妨 先 求 出 上 -ac=0 即 
dy _ b 


dr a 


的 解 . 这 条 曲线 ， 称 为 抛物 型 曲线 ， 因 在 此 曲线 上 ,方程 属于 抛物 
型 . 整个 区 域 就 被 这 条 曲线 分 割 为 两 部 分 ,方程 分 属于 椭圆 型 和 双 
曲 型 . 例如 ， 对 于 方程 


(1—z 


容易 求 出 


2 8u au 
) ag 站 75557 


b —ac=1—2? +y’. 
KH, WT A R SR? - yy? = 1 . 在 双 
曲线 上 ， 方 程 属于 抛物 型 . 整个 zy 平面 被 这 两 条 曲线 分 割 开 . 在 
l-r+y>O0 的 部 分 ,方程 属于 双 曲 型 ; 在 1-2?+y<0 的 部 
分 ,方程 属于 椭圆 型 . 
对 于 多 个 自 变量 的 偏 微分 方程 ， 原 则 上 也 可 以 选择 适当 的 目 
恋 量 变换 ,把 方程 中 混合 二 阶 偏 导数 项 的 系数 变 为 0. 如 果 其 余 的 
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(二 阶 偏 导 数 项 的 ) 系数 (事实 上 ， 可 以 化 为 1 或 -1) 全 部 同 号 ， 则 
方程 为 椭圆 型 ; 如 果 其 中 一 个 与 其 余 的 异 号 ， 则 方程 为 双 曲 型 ， 如 
果 有 多 个 与 其 余 的 异 号 ,， 则 方程 为 超 双 曲 型 ; 如 果 有 一 个 或 多 个 为 
0 ， 则 方程 为 抛物 型 ， 当 然 ， 除 非 方程 的 系数 为 常数 ， 否 则 ， 自 变 
其 变换 的 具体 选择 ， 总 还 需要 具体 讨论 . 


22.2 ”线性 偏 微分 方程 解法 述评 


在 本 书 中 ， 介 绍 了 二 阶 线性 偏 微分 方程 定 解 问题 的 几 种 主要 
解法 ， 关 于 这 些 解 法 的 解 题 思 想 、 应 用 条 件 以 及 理论 根据 ， 以 前 也 
都 分 别 作 过 讨论 , 这 里 再 集中 地 对 它们 作 一 点 综合 性 的 评述 ,以 便 
于 读者 有 一 个 横向 的 比较 . 

1. 分 离 变数 法 . 这 是 求解 线性 偏 微分 方程 定 解 问题 的 最 主要 
方法 . 从 理论 上 说 ， 分 离 变 基 法 的 依据 是 Sturm-Liouville 型 方程 的 
本 征 值 问题 .这 在 第 十 八 章 中 已 作 了 较 系统 的 阐述 ， 不 再 重复 . 
从 解 题 步 又 上 看 ， 除 了 留待 确定 个 加 系数 的 部 分 定 解 条 件 外 ， 要 
求 方程 和 其 余 的 解 条 件 都 必须 是 齐 次 的 (因此 ， 如 果 它 们 是 非 齐 次 
的 ， 则 首先 必须 齐 次 化 ) . 这样 ， 对 于 定 解 问题 中 微分 方程 的 具体 
形式 就 有 一 定 的 限制 ， 对 于 所 讨论 问题 的 空间 区 域 形状 更 有 明显 
的 限制 . 这 又 涉及 正 交 曲面 坐标 系 的 选取 (空间 区 域 的 边界 面 必须 
是 正 交 曲面 坐标 系 的 坐标 面 ) . 关于 这 些 问题 ， 在 P. M. Morse 和 
H. Feshbach 的 Methods of Theoretical Physics (McGraw-Hill, New York, 
1941) 一 书 中 有 详细 的 讨论 ， 见 该 书 的 5.1 节 . 

在 具体 求解 时 ， 当 然 还 必须 求解 相应 的 常 微分 方程 的 本 征 值 
问题 . 除了 本 书 中 介绍 过 的 几 个 本 征 值 问题 外 ， 也 还 可 能 会 出 现 
其 他 的 特殊 函数 . 读者 可 以 查阅 参考 书目 [12, 13] . 此 外 ， 值 得 在 
河 的 还 有 E. Kamke 的 Differentialgleichungen, Lösungsmethoden und 
Lösungen, Band 1, Gewöhnliche Differentialgleichungen . 在 该 书 中 ， 相 
当 完 全 地 收录 了 各 种 常 微分 方程 的 解 . 
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2. 积分 变换 方法 ， 这 种 方法 的 优点 是 减少 方程 的 目 变 量 的 数 
A. 从 原则 上 说 ， 无 论 是 对 于 时 间 变 其, 或 是 空间 变 鞭 , 无 论 是 无 
界 空间 , 或 是 有 界 空间 , 都 可 以 采用 积分 变换 的 方法 求解 线性 偏 微 
分 方程 的 定 解 问题 . 但 从 实际 计算 看 ,就 需要 根据 方程 和 定 解 条 件 
的 类 型 ， 选 择 最 合适 的 积分 变换 ， 反 演 问 题 ,， 也 是 关系 所 拟 采 用 的 
积分 变换 是 否 实际 可 行 的 关键 问题 . 反 演 时 涉及 的 积分 很 简单 ， 
甚至 有 现成 的 结果 (包括 工具 书 ) 可 供 引 用 ， 和 采用 积分 变换 的 确 可 
以 带 来 极 大 的 便利 . 但 反 过 来 说 ， 如 果 涉 及 的 积分 比较 复杂 ,也 没 
有 现成 的 结果 (包括 工具 书 ) 可 供 引 用 ， 那 么 ， 反 演 问 题 也 可 以 成 
为 积分 变换 的 难点 . 

积分 变换 方法 和 分 离 变 其 法 存在 密切 的 联系 .例如 ， 当 本 征 
值 过 渡 到 连续 谱 时 ， 分 离 变 基 法 就 变 为 相应 的 积分 变换 方法 . 

另外 ， 从 实用 的 角度 说 ， 如 果 是 有 界 空间 ， 一 般 说 来 ， 积 分 变 
换 和 分 离 变 其 法 没有 什么 差别 ， 故 仍 不 妨 采用 分 离 变 其 法 . 

积分 变换 方法 也 具有 分 离 变 基 法 所 没有 的 优点 : 它 还 可 以 应 
用 于 求解 非 线 性 偏 微分 方程 . | 

3. Green 函数 方法 . 应 该 说 ， 这 种 方法 具有 极 大 的 理论 意义 ， 
它 给 出 了 定 解 问题 的 解 和 方程 的 非 齐 次 项 以 及 定 解 条 件 之 间 的 关 
系 , 因而 便于 讨论 方程 的 非 齐 次 项 或 定 解 条 件 发 生变 化 时 ， 解 如 何 
相应 地 变化 . 而 且 , 不 止 如 些 ， 在 讨论 本 征 值 问题 的 普遍 性 质 时 ， 
也 离 不 开 Green 函数 .只 不 过 在 本 书 中 未 作 具 体 介绍 而 已 . Green 
孙 数 方法 ， 已 经 成 为 理论 物理 研究 中 的 常用 方法 之 一 . 

应 用 Green 函数 方法 ， 最 重要 的 是 ， 要 能 够 求 出 Green 函数 的 
具体 形式 . 尽管 Green 函数 所 满足 的 是 一 种 特别 简单 的 定 解 问题 : 
方程 的 非 齐 次 项 为 6 函数 ， 定 解 问题 均 为 齐 次 ， 因此， 在 少数 情形 
下 ， 能 够 求 得 Green 函数 的 简单 表达 式 . 人 但是， 一般 说 来 ， 要 能 够 
求 出 Green 函数 ， 仍 只 限于 若干 种 空间 区 域 形状 ， 和 分 离 变 基 法 没 
有 什么 差别 . 

Green 函数 方法 的 另 一 个 优点 是 便于 进行 近似 计算 . 例如 ， 对 
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于 某 一 类 偏 微分 方程 的 定 解 问题 由 于 区 域 形状 的 限制 , 不 能 求 出 
ER Green 函数 的 解析 表达 式 ， 但 是 ， 如 果 必 要 的 话 ， 总 还 可 以 求 
出 Green 函数 的 足够 精确 的 近似 解 (例如 数值 解 ) 这样， 也 就 可 
以 进一步 求 出 这 一 类 偏 微分 方程 定 解 问题 的 近似 解 . 这 在 工程 上 
还 是 具有 实际 意义 的 . 

4. BoE. 这 个 方法 具有 理论 价值 和 实用 价值 . 在 理论 上 ， 
人 它 可 以 把 不 同类 型 的 偏 微 分 方程 定 解 问题 用 相同 的 泛 函 语言 表达 
出 来 (当然 不 同 问题 中 出 现 的 泛 函 是 不 同 的 ) ， 或 者 说 ， 把 不 同 的 
物理 问题 用 相同 的 泛 函 语言 表达 出 来 . 正 是 由 于 这 个 原因 ,， 变 分 或 
汉子 语言 已 经 成 为 表述 物理 规律 的 常用 工具 之 一 . 在 实用 上 ， 变 分 
法 ， 又 提供 了 一 种 近似 计算 的 好 办 法 . 有 效 地 利用 物理 知识 ， 灵 活 
巧妙 地 选取 试探 函数 ， 可 以 使 计算 大 为 简化 . 在 第 二 十 一 章 中, 我 
们 已 经 看 到 过 这 样 的 例子 . 在 物理 学 中 ， 过 去 或 现在 ， 变 分 法 都 是 
常用 的 一 种 近似 计算 方法 . 例如 ， 在 原子 和 分 子 光 谱 的 计算 中 ,就 
广泛 地 采用 了 变 分 法 . 

5. 对 于 二 维和 三 维 Laplace 方程 的 边 值 问题 ， 也 还 可 以 将 解 表 
示 为 特殊 的 积分 公式 .对 于 二 维 Laplace 方程 ， 它 的 解 一 定 是 解析 
函数 的 实 部 或 虚 部 ， 因 此 ， 可 以 采用 复 变 函数 的 方法 求解 . 例如 . 
圆 内 或 上 半 平 面 的 第 一 类 边 值 问题 ， Laplace 方程 的 解 就 可 以 表示 
为 Poisson 积分 ( 见 3.7 节 ， 也 可 以 从 Green 函数 方法 得 到 ， 见 20.4 
节 ) . 三 维 Laplace 方程 第 一 类 边 值 问题 的 解 ， 也 可 以 表示 为 沿边 
界面 的 积分 ( 见 20.5 节 ) . 

除了 上 面 提 到 的 这 几 种 方法 外 ， 还 有 : 

6. RAE. 这 种 方法 的 理论 基础 ， 是 解析 函数 所 代表 的 变 
换 的 保 角 性 . 本 书 复 变 函 数 部 分 的 2.5 节 已 作 过 非常 初步 的 介绍 . 
这 种 解法 , 主要 用 于 二 维 Laplace 方程 或 Poisson 方程 的 边 值 问题 ， 
因为 在 保 角 变换 下 , 前 者 的 形式 不 变 , 后 者 也 只 是 非 齐 次 项 作 相 应 
的 改变 . 粗略 地 说 ， 运 用 保 角 变换 ， 可 以 把 “不 规则 ”的 边界 形状 
化 为 规则 的 边界 形状 (因为 难以 在 “不 规则 ”和 “规则 ”之 间 划 定 
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一 个 界限 ) ， 例 如 ， 可 以 把 多 边 形 化 为 上 半 平 面 或 单位 圆 内 ， 再 结 
合 上 半 平 面 或 圆 内 的 Poisson 公式 ， 就 能 直接 求 出 二 维 Laplace Fy 
程 的 解 . 运用 保 角 变换 ,的 确 可 以 解决 一 些 有 意义 的 物理 问题 或 工 
Fel A, 例如 ， 有 限 大 小 尺寸 的 平行 板 电 容器 的 边缘 效应 问题 ， 空 
气动 力学 中 的 机 愤 问 题 ， 以 及 其 他 一 些 流体 力学 问题 . 又 如 ， 应 用 
保 角 变换 方法 ， 可 以 把 偏心 圆 化 为 同心 圆 . 有 兴趣 的 读者 ， 可 参阅 
参考 书目 {1, 2). Wb, EH. Kober 所 编 的 Dictionary of Conformal 
Representations 一 书 中 ， 收 录 了 各 种 最 主要 的 保 角 变 换 ， 包 括 初等 
函数 和 椭圆 函数 所 代表 的 保 角 变换 ， 也 可 供 参 考 . 

7. 对 于 双 曲 型 方程 的 定 解 问题 ， 也 存在 一 些 特 殊 的 解法 ， 例 
如 平均 值 法 ， 降 维 法 ， 等 等 . 在 理论 上 说 ， 双 曲 型 方程 的 解 的 存在 
唯一 性 ， 可 以 通过 所 谓 Cauchy 型 边界 条 件 ( 即 要 求解 在 边界 上 辣 
时 满足 给 定 的 函数 值 与 法 向 微 商 值 ) 得 到 保证 ”相应 地 ， 双 曲 型 
方程 ， 就 可 以 采用 特征 线 法 (或 称 Riemann 方法 ) 求解 . 由 于 篇 幅 
限制 ， 这 些 方 法 都 不 作 介绍 了 .读者 也 可 参阅 参考 书目 [1] - 


22.3 ” 非 线 性 偏 微分 方程 器 题 


本 书 中 讨论 的 偏 微分 方程 定 解 问 题 ， 全 部 都 是 由 线性 方程 和 
线性 定 解 条 件 构成 的 . 这 一 类 问题 的 解法 特别 简单 , 因为 可 以 援 用 
全 加 原理 . 从 实际 问题 看 ,， 这 是 和 物理 学 的 发 展 状况 密切 相关 的 . 
迄今 为 止 , 线性 近似 仍然 是 物理 学 中 经 常 采用 的 最 基本 的 近似 . 例 
如 ， 在 Newton 力学 中 , 质点 的 加 速度 与 外 力 成 正比 ， 比 例 系数 ( 质 
点 的 质量 ) 是 常数 ， 与 质点 运动 的 速度 大 小 无 关 . 在 弹性 力学 中 ， 
我 们 首先 注意 的 是 所 谓 弹性 限度 内 的 规律 ， 即 Hooke 定律 ， 应力 与 
应 变 成 正比 ， 比 例 系 数 (弹性 系数 ) 是 物质 常数 ， 与 应 变 的 大 小 无 

© 椭圆 型 方程 就 不 同 ， 对 于 椭圆 型 方程 ， 只 要 指定 未 知 闻 数 在 边界 上 的 函数 值 或 
法 向 微 商 值 ， 就 是 以 唯一 地 确定 解 ， 同 时 指定 未 知 函数 在 边界 上 的 函数 值 和 法 向 微 商 
值 ， 反 而 是 过 分 了 ， 反 而 会 得 造成 问题 无 解 . 
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关 . 又 如 ,在 涉及 输 运 过 程 的 分 子 动 理论 中 ， 也 是 着 重 讨论 相对 于 
平衡 状态 的 线性 偏离 : 由 温度 的 分 布 不 均匀 而 产生 热传导 现象 ， 热 
流 密 度 与 温度 梯度 成 正比 ， 比 例 系 数 (导热 率 ) 是 物质 常数 ， 与 温 
度 高 低 无 关 ; 由 物质 密度 的 分 布 不 均匀 而 产生 扩散 现象 , 物质 流 密 
E (单位 时 间 通 过 单位 面积 的 质 基 ) 与 密度 梯度 成 正比 ， 比 例 系数 
(扩散 系数 ) 是 常数 ， 与 物质 密度 的 高 低 无 关 ， 在 电磁 学 中 ， Ohm © 
定律 说 的 也 是 电流 密度 与 电场 强度 成 正比 ， 比 例 系 数 (电导 率 ) 是 
物质 常数 ， 与 电场 强度 的 高 低 无 关 . 这 类 例子 ， 在 物理 学 中 ， 可 以 
说 俯 拾 省 是 ， 相 应 地 ， 在 描写 连续 介质 或 场 的 运动 的 数学 物理 方 
程 中 ， 就 出 现 了 波动 方程 、 热 传导 方程 和 Laplace 方程 、Poisson 方 
fE, Helmholtz 方程 等 线性 偏 微分 方程 ， 以 及 各 种 类 型 的 线性 定 解 
RAF. 正 是 由 于 采用 了 线性 近似 ， 所 以 ， 得 到 的 方程 形式 具有 普通 
.性 . 无 论 是 弹性 体 中 发 生 的 纵 振 动 或 横 振 动 , 也 无 论 是 电磁 场 随 时 
间 、 空 间 的 变化 与 分 布 ,都 遵从 同样 形式 的 波动 方程 , 介质 的 性 质 
只 体现 在 波 的 传播 速度 上 . 无 论 是 热传导 过 程 ， 或 是 扩散 过 程 ， 也 
都 遵从 同样 的 热传导 方程 ， 不 同 的 过 程 ， 以 及 有 关 的 介质 性 质 ， 同 
样 也 只 表现 在 方程 中 的 常数 (扩散 率 ) 上 . 

上 面 折 有 各 种 现象 的 线性 描述 ， 当 然 都 只 是 在 一 定 限 度 内 的 
近似 . 随 着 科学 技术 的 发 展 ， 随 着 人 们 对 于 自然 规律 认识 的 深化 ， 
不 可 避免 地 会 超出 线性 近似 的 限制 . 研究 各 种 极端 条 件 (例如 ， 高 
温 、 高 压 、 高 密度 …… ) 下 的 物理 过 程 ， 研 究 物 理 过 程 随 时 间 的 长 
期 演变 , 或 是 在 空间 上 的 大 尺度 范围 内 的 变化 ， 都 使 得 非 线 性 效应 
变 得 不 可 忽略 . 其 实 , 在 传统 的 物理 学 中 就 可 以 找到 这 样 的 例子 . 
如 果 介 质 表 面 的 温度 和 环境 温度 相差 不 大 时 ， 单 位 时 间 内 通过 单 
位 表面 积 散 出 的 热 基 与 温差 成 正比 (Newton 散热 定律 ) ， 但 如 果 介 
质 表 面 的 温度 了 足够 高 ， 热 辐射 的 效应 不 可 忽略 ， 以 辐射 方式 散 
出 的 热量 便 与 了 成 正比 (Stefan-Boltzmann 定律 ) . 

下 面 再 讨论 一 下 无 穷 直线 上 的 波动 问题 . 正如 第 十 三 章 中 指 
出 的 ， 波 动 方程 
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的 解 


u(z,t) = f(x — at) +9(x+ at) 


(22.14) 


(22.15) 


表示 的 是 在 两 个 方向 上 独立 传播 的 行 波 ， 当 我 们 只 关注 于 在 一 个 
方向 上 的 行 波 ， 例 如 ， w(z,t) = f(z -oat) ， 便 有 一 阶 偏 微分 方程 


Ou Ou _ 0 
Ot ae = 0. 
这 个 方程 还 可 以 改写 成 连续 性 方程 
ðu Oj _ 
Ot Ox’ 


(22.16) 


(22.17) 


其 中 的 7 = av 表示 “ 流 ” (粒子 流 、 能 基 流 :……… ) 的 强度 . 如果 要 


考虑 非 线 性 的 影响 ， 下 一 级 的 近似 便 会 有 ww 项 ， 
7 三 QU 十 =u 
于 是 ， 波 动 方程 就 变 为 
Ou Ou Ou 


m tds ow = 0. 


方程 中 就 出 现 了 非 线性 项 如果 同时 还 存在 色散 ( 见 13. 


的 强度 变 为 


u a 
了 =aut Bas + zt 


于 是 ， 波 动 方程 又 变 为 
Ou y ðu Ou ðu 
Ot Ox ðr? Or 


为 了 将 方程 (22.21) 的 形式 化 简 ， 可 以 进一步 作 变 换 
T= At, E= A(z — at), v= Bu, 
取 


1 
CO = 
ag = 


(22.18) 


(22.19) 


6 市 )， 流 


(22.20) 


(22.21) 


就 可 以 得 到 标准 的 KdV 方程 (Korteweg-de Vries, 1895 年 ) , 


Ov av Ov 
or + 0&3 = o = Q. (22,22) 


这 是 典型 的 非 线 性 偏 微分 方程 之 一 ， 它 可 以 描写 浅水 波 的 传播 . 


在 非 线 性 偏 微 分 方程 中 , 经 常 提 到 的 典型 方程 还 有 sin-Gordon 
方程 


2 2 2 
OOM ate 或 ð u Oru 


Orot a2 OR = sin u (22.23) 
和 非 线 性 Schrodinger 方程 
.0 K og? ; 


前 者 最 早出 现在 19 世纪 的 几何 问题 中 . 

非 线 性 方程 的 最 大 特点 ， 就 是 解 不 再 具有 线性 登 加 性 质 ， 例 
如 ， 即 使 对 于 齐 次 的 非 线 性 方程 ， 如 果 u 是 方程 的 解 ， 它 的 常数 
倍 Au 也 不 一 定 是 方程 的 解 ; 如 果 wi Aw 是 方程 的 解 ， 它 们 的 和 
需要 特殊 的 技巧 . MA, 通常 只 能 根据 问题 的 背景 ， 求 得 所 需要 的 
特 解 . 下面 就 简单 介绍 方程 (22.22) 的 几 个 特 解 . 

为 了 叙述 的 方便 ， 我 们 不 妨 撤 开 KdV 方程 的 上 述 背 景 ， 而 是 
简单 地 把 上 和 r 分 别 理解 为 空间 和 时 间 变 量 ， 最 容易 求 的 是 

v(€,7) = f(E — cr) (22.25) 
形式 的 行 波 解 ， 因 为 这 样 可 以 转化 为 常 微分 方程 的 求解 问题 ， 令 
n=E-cer, Fee 
Ov df ðv df 


Or dn’ BEY dn 
所 以 
| df df df _ 
-Cdn ta Yin = 0. 
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—cf(n) + a 一 3[f(m)] =A. (22.26) 
4 为 积分 常数 .两 端 乘 以 ， 再 积分 ， 就 得 到 
-SU +5 [SE] - Yo’ = A +B, er) 
B 是 第 二 个 积分 常数 . 如果 我 们 加 上 边界 条 件 


1 oo 时 ， fo, Z, SF ya, 


dn dn? 
则 可 定 出 4= B=0. 于 是 
[E] = [ro ere, (22.28) 
Bp 
af č 
Eeri 
这 里 ， 一 定 有 2fn)+c>0. ERR V2 了 二 c= Vew ， 方 程 就 化 为 
F E = dn. (22.29) 
先 考 虑 上 式 中 取 负 号 的 情形 ， 解 之 即 得 
1 „pitu 即 Vet V2F He vem- 


veoi-w 7 ™ VERJET 

f(E — cr) = — 5sech? [£ | (¢ 一 £o) 一 CL7 一 ro) | | (22.30) 
这 是 一 个 行 波 解 ， 在 7 > mo 时 的 任意 一 个 时 刻 ， 仍 然 保持 + = m 
时 刻 的 波形 ， 只 不 过 向 右 平移 了 c(r - r). 在 非 线 性 方程 中 ， 常 
把 这 种 不 受 干扰 地 传播 的 波 称 为 孤 波 ， 或 孤 [ 立 ] 子 . (22.30) 式 的 


波形 只 有 一 个 极 值 ， 所 以 称 为 单 孤 波 或 单 孤 子 . 图 22.1 中 给 出 了 
fE- cr) 的 图 形 ， 
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{E — £9) ~ e(r — To) = 0 & 一 c7 


X] 22.1 BM 


值得 注意 ， 与 线性 波动 方程 不 同 ， KdV 方程 的 孤 波 解 的 传播 
速度 < 并 不 是 一 个 确定 的 常数 ， 而 是 任意 常数 ， 只 要 大 于 0 即 可 . 
对 于 任意 一 个 c， KdV 方程 有 一 个 单 孤 波 解 ， 所 以 ，KdV 方程 有 
无 穷 多 个 单 弧 波 解 . 

现在 再 讨论 (22.29) 式 中 取 正 号 的 情形 .重复 上 面 的 步 又， 又 
可 以 求 得 


f(E-er) = 5csch® E | (€ - &) See -可 (22.31) 


oe 


应 该 说 ， 这 只 是 一 个 形式 解 ， 它 在 (上 =- £0) 一 cfr 一 mm) =0 具 有 奇异 
HE. 

KdV 方程 还 可 以 有 双 孤 波 解 ， 
a (1+ Ei + Ep + AEE?) 


(22.32) 
其 中 

E, =exp {kié — kit +a}, 

Ez =exp {kof — k27 + a2}, 

a 
求 出 这 种 解 的 方法 和 步 又， 就 不 在 这 里 介绍 了 . 对 于 非 线性 偏 微分 
方程 的 求解 问题 有 兴趣 的 读者 ,可 以 阅读 陆 振 球 所 闭 的 《经 典 和 
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现代 数学 物理 方程 》 (上 海 科 学 技术 出 版 社 ，1991 年 ) 一 书 . 这 在 
国 肉 现 有 的 数学 物理 方程 教材 中 ， 是 比较 详细 地 专门 介绍 了 非 线 
性 假 微分 方程 的 解法 的 . 


在 结束 本 书 的 时 候 , 需要 再 次 指出 , 本 书 关于 数学 物理 方程 的 
介绍 ， 实 际 上 只 限于 线性 偏 微分 方程 的 部 分 内 容 ， 因 此 ， 远 远 不 是 
完整 的 . 大 的 说 来 ， 数 学 物理 方程 ， 既 包括 偏 微 分 方程 ， 还 包括 积 
分 方程 . 后 者 在 本 书 中 完全 没有 触及 . 就 偏 微分 方程 来 说 ， 既 有 线 
性 偏 微分 方程 , 又 有 非 线 性 偏 微 分 方程 . 也 只 是 在 上 一 市 中 ,对 后 
者 作 了 一 点 序言 式 的 介绍 . MA, 就 线性 偏 微分 方程 来 说 ， 也 不 单 
有 定 解 问题 的 求解 问题 ， 即 由 “ 源 ” 求 “ 场 ” 的 问题 ,还 有 的 道 
问题 ， 即 由 “ 场 ” 求 “ 源 ”的 问题 . 后 者 同样 具有 理论 和 实用 上 的 
重要 性 . 遥感、 地 质 勘探 、 机 器 故障 诊断 、 人 体 的 CT 成 象 等 等 这 
些 问 题 ， 无 一 不 是 由 场 求 源 的 道 问题 . RRA, ERPS 
未 能 涉及 . 有 兴趣 的 读者 ， 可 以 参阅 上 节 末 提 到 的 《经 典 和 现代 数 
学 物理 方程 》 一 书 ， 


591 


参考 书目 
基本 参考 书 


[1] 郭 敦 仁 ，《 数 学 物理 方法 》 (第 二 版 ) ， 高 等 教育 出 版 社 ， 1991 Œ. 

[2] 梁 昆 三 ，《〈《 数 学 物理 方法 》 (第 三 版 ) ， 高 等 教育 出 版 社 ， 1998 Œ. 

[3] FERIA, (SERA) ， 北 京 大 学 数学 力学 系数 学 分 析 教 研 组 
$., WAAMBIE, 1953 年 . 

[4] 拉 甫 伦 捷 夫 ， 沙 巴特 ，《 复 变 函 数论 方法 》,， 施 祥 林 ， 夏 定 中 译 ， 人 民 教 
育 出 版 社 ， 1956 年 . 

[5] 吉 洪 诺 夫 ， 萨 马尔 斯 基 ，《 数 学 物理 方程 》， 黄 克 哆 等 译 ， 人 民 教 育 出 
版 社 ， 1961 年 . 

[6] E. T. Whittaker and G. N. Watson, A Course of Modern Analysis, Cam- 
bridge Univ. Press, Cambridge, 1927. 

(7] T. J. PA. Bromwich, An Introduction to the Theory of Infnite Series, 
Macmillan, London, 1931. 

[8] T. M. Macrobert, Functions of a Complex Variable, Macmillan, London, 
1954. 

(9] J. E. Marsden, Basic Complex Analysis, Freeman, San Fransisco, 1973. 

[10] F. B. Hildebrand, Advanced Calculus for Applications (2nd ed.), Prentice- 
Hall, Englewood Cliffs, New Jersey, 1976. 

[11] C. J. Tranter, Integral Transforms in Mathematical Physics (3rd ed.), Wiley, 
New York, 1966. 
特 兰 台 尔 ，《 数 学 物理 中 的 积分 变换 》， 潘 德 惠 译 ， 高 等 教育 出 版 社 ， 
1959 Œ. 


GEMILAP 


[12] 王 竹 溪 ， 郭 敦 仁 ，《 特 殊 函 数 概论 》， 科 学 出 版 社 ， 1965 年 . 
[13] A. Erdélyi et al., Higher Transcendental Functions, McGraw-Hill, New 
York, 1953. 


592 


爱 尔 台 里 主编 ，《 高 级 超越 函数 》， 张 致 中 译 ， 科 学 技术 出 版 社 ， 1957 
TE, 

[14] E. W. Hobson, The Theory of Spherical and Ellipsoida] Harmonics, Cam- 
bridge Univ. Press, Cambridge, 1931. 

[15] G. N. Watson, A Treatise on the Theory of Bessel Functions, Cambridge 
Univ. Press, Cambridge, 1944. 

[16] M. Abramowitz and I. A. Ategun, Handbook of Mathematical Functions 
with Formulas, Graphs, and Mathematical Tables, U. S. National Bureau 
of Standards, Washington, D. C., 1965. 

(17] I. S. Gradshteyn and I. M. Ryzhik, Table of Integrals, Series, and Products 
(corrected and enlarged edition), Academic, New York, 1980. 


593 


Abel 

Airy 
Anger 
Bernoulli 
Bessel 
Boltzmann 
Bolzano 
Bose 
Cauchy 
Coulomb 
Croxton 
d’Alembert 
Dirac 
Einstein 
Euclid 
Euler 
Fermat 
Fermi 
Fourier 
Fresnel 
Gabor 
Gauss 
Gegenbauer 
Gordon 
Green 
Haar 
Hamilton 
Hankel 
Helmholtz 
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外 国人 名 译名 对 照 表 


Bay Dl EE 


艾 里 (又 译 爱 里 ) 


安 格 尔 

伯 努 利 
NÆH 
REGS 
波 尔 查 诺 - 
玻 色 

柯 西 

库仑 

克 罗 克 斯 顿 


达 朗 贝尔 (又 译 达 朗 伯 ) 


狄 喇 克 
爱 因 斯 坦 
欧 几 里 德 
欧 拉 
RY 
RE 

flat Of 
WEH 
AtA 

fea 0 

盖 根 饱和 尔 
Bass 
格林 
哈 尔 
哈密 顿 
汉 克 尔 
ZU is 2K 


Hermite 
Hilbert 
Hooke 
Jacobi 
Jordan 
Kelvin 
Kirchhoff 
Kronecker 
Lagrange 
Laguerre 
Laplace 
Laurent 
Lebesque 
Legendre 
Liouville 
Maxwell 
Mellin 
Möbius 
Morera 
Navier 
Neumann 
Newton 
Ohm 
Parseval 
Poisson 
Rayleigh 
Riemann 
Ritz 
Rodrigues 
Rolle 
Saint-Venant 
Schmidt 


Schrödinger 


EK ( 义 译 埃 尔 米 特 ) 
希 尔 伯 特 

胡 克 

雅 可 比 

约 当 (LPF) 
开尔文 

ERER 

克 罗 内 克 

拉 格 朗 日 

拉 盖 尔 

拉 普 拉 斯 

洛 朗 

勒 贝 格 

勒 让 德 

刘 维 (又 译 刘 维尔 ) 
麦克 斯 韦 

梅林 

默 比 乌 斯 (又 译 麦 比 乌 斯 ) 
摩 列 拉 

纳 维 

诺 埃 曼 

牛顿 

欧姆 

帕 塞 瓦尔 

泊 松 

瑞 利 

R 

里 效 (LEB 
罗 巨 格 (又 译 罗 德里 格 斯 ) 
罗 尔 

圣 - 维 南 

施 密 特 

are 
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Schwarz 
Stefan 
Stirling 
Stokes 
Sturm 
Taylor 
Thomson 
Weber 
Weierstrass 
Whittaker 
Wronski 
Young 


Chebyshev(Ge6nmmes) 
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Wi BL 
斯 特 落 
斯 特 林 
斯 托 克 斯 
斯 图 姆 
泰勒 
汤姆 孙 
韦伯 

外 尔 斯 特 拉 斯 
BIF 
朗 斯 基 
杨 氏 
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